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Vorwort  zum  vierteil  Bande. 


mit  dem  vorliegenden  vierten  Bande  beschließt  der  gefertigte 
,ae  „Darstellende  und  projeetive  Geometrie"  und  legt 
somit  das  Gesammtwerk  vertrauungarollst  in  die  Hände  seiner 
hoehgeelirten  Faehgenossea  «nd  der  Freunde  dieser  Wissenschaft, 
welche,  die  mühevolle  Arbeit  und  die  Sehwieriglteit  der  Schaffung 
eines  derartigen  Werkes  ermessend,  dem  Verfasser  und  seinem  red- 
lichen Streben  und  Wollen  gewiss  auch  nun,  als  am  Schlüsse  des 
Werkes  angelangt,  die  erbetene  Gerechtigkeit  in  ihrem  bewährten  und 
bisher  so  überaus  freundlichen  Urtheile  angedeihen  lassen  werden. 

Dieser  vierte  Band  umfasst  die  Theorien  der  höheren  wind- 
schiefen Flächen,  der  Rotationsflächen,  der  Umhüllungs- 
uiid  der  Schraubenfiächen  im  Vereine  mit  constructiv  erläu- 
ternden Problemen,  und  enthält  schließlich  —  in  einem  Anhange  — 
die  CoiiStrucfcion  der  Schatten  und  der  Beleuchtungsinten- 
sitäten. 

Wie  in  den  vorhergegangenen  drei  Bänden  richtete  der  Ver- 
fasser auch  hier  sein  Hauptaugenmerk  darauf;  sowohl  jene  Eigen- 
schaften der  vorbezeichneteu  krummen  Flächen,  welche  für  die 
verschiedenen  Constructioaen  von  einiger  Bedeutung  sind,  als 
auch  jene,  welche  an  und  für  sich  ein  besonderes  Interesse 
bieten,  auf  rein  synthetischem  Wege  abzuleiten  und  die  Anwen- 
dung der  ersteren  durch  zweckentsprechende,  resp.  passend  gewählte 
und  constructiv  durchgeführte  Probleme  zu  zeigen. 


Was  zunächst  die  winds 
wurden  vor  allem  die  allger 
entwickelt.    Als   besonderes    Be 


fen  Eegelflächen   betrifft,  so 

len   Eigenschaften   derselben 

iel   für    p  r  0  j  e  e  t  i  V  i  s  e  h  e    Studien 


wurden  hierauf  folgend  die  windschiefen  Kegelflächen    dritten 
Grades  gewählt. 
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Dia  Regelflächeii  vierten  Grades  wurden  in  ihrer  Allgemeiuheit 
nicht  näher  nntersucht-  Das  Beiseitelassen  der  diesbezüglichen  ünter- 
suehnngen  hat  einerseits  darin  seine  Begründung,  dass  ein  strengeres  Ein- 
gehen auf  die  besonderen  Formen  derselbea  —  Kegelschnitts- 
cOHOide,  Wölbfläehe,  Cjlindroid,  Normalenflächen  von 
Flächen  zweiten  Grades  —  dem  Verfasser ,  ¥om  eonstruc- 
tiveu  Standpunkte  aus,  wichtiger  erschien,  und  trägt  dieses  ob- 
bezeichnete  Außeraehtlasseu  andererseits  in  dem  Umstände  seine 
Eechtfertigurg,  dass  dem  Leser  auf  Grund  des  Studiums  der  let/.t- 
genanuten  Flächen  bei  der  Untersuchung  des  allgemeinen  Falles 
uiimi5glich  irgend  welche  iieünenswerte  Schwierigkeiten  erwachsen 
köiinen. 

Eine  größere  Aufmerksamkeit  wurde  den  Normalenflächen 
im  allgemeineo,  ußd  jenen  der  Tlächen  aweiten  Grades  längs  ihrer 
ebenen  Schnitte  im  besonderen,  augewendet.  Die  sorgfältigere  Behand- 
lung dieser  Fläehengattung  wird  gewiss  gerechtfertigt  erseheinen,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass  gerade  diese  Kegel  flächen  bisher  keine 
ausgedehntere  Beachtung  gefunden  haben. 

Bezüglich  der  Rotationsflächen  und-  der  U m h ü  1 1  u n g s- 
f  lachen  wurden  jene  Eigenschaften,  welche  der  typischen  Erzeii- 
gungsweise  entspringen,  abgeleitet  nud  aur  Durchfuhrung  Terscbiü- 
dener  Probleme  verwendet. 

Liegt  für  den  Meridian  einer  Uotationsflüclie  oder  beaiehungs- 
weise  für  die  Leiteurven  und  Umhiillteu  einer  ümhflUungs fläche  ein 
■bestimmtes  Erzeuguugsgesetz  vor,  so  gehört  selbstverständlich 
die  Entwiekelung  aller  auf  diesem  Erzeugungsgesetze  beruhenden 
Eigenschaften  der  Flächen  nicht  in  die  Theorie  der  Rotationsflächen, 
resp.  der  Urahüllnngsflächen ,  sondern  betrifi't  die  genannten  Flächen 
bloß  individuell.  Hierin  ist  die  Erklärung  für  die  scheinbar  karge 
Behandlungsweise  dieser  Flächen  oder  beziehungsweise  für  die  schein- 
bare Spärlichkeit  der  Capitel  X  und  XII  zu  suchen. 

Schließlich  wurde  auch  der  (traasceiidentalen)  Schrauben- 
linie und  der  Scliraubenflächen  insoweit  gedacht,  als  es  die 
coustritctive  Durchführung  der  diese  Flächen  betreffenden  häufigst 
vorkommenden  Probleme  erfordert. 

Es  erübrigt  nur  noch,  einige  Bemerkungen  über  die  in  den  „An- 
hang" verwieseneii  Schattenconstructionen  hinzuzufügen. 

Jede  Sehattenbestimmung  besteht  dem  Wesen  nach  in  nichts 
anderem,  als  in  der  Construction  des  Schnittes  zweier  oder  mehrerer 
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Flächen,  resp.  in  der  Coiistmction  der  BerQbrungaeurreu  von  gege- 
benen Flächen  mit  gewissen  Developpableu  und  gehört  somit  das 
besagte  Problem  der  nSchatteneonstruetionen"  in  dieser  Hinsieht 
offenbar  dem  Gebiete  der  „Darstellenden  Geometrie"  an.  Erst 
<lann  jedoch,  wenn  mit  diesen  Constructionen  gewisse  Nebenmomente 
optischer  rmd  physiologischer  Natur  in  Verbindung  gebracht 
werden,  gelangt  man  zur  „Schatten-  und  Beleuchtungstheorie"..  Nach- 
dem aber  diese  letztere  streng  genommen  außer  des  Bereiches  der  dar- 
stellenden Geometrie  fällt,  hat  sich  der  Verfasser  darauf  besohranltt, 
das  rein  geometrische  Moment  au  beracksichtigen ,  die  dies- 
bezüglich zu  lösenden  Probleme  gleichzeitig  aber  so  gestellt,  dass  sie 
eine  weitergehende  Anwendung  früher  bewiesener  Eigenschaften  ge- 
statten und  infolge  dessen  nebstbei  auch  eine  ieiirreiche  eursorische 
Wiederholung  des  vorher  verarbeiteten  Stoffes  bieten. 

Bezüglich  des  Inhaltes  und  der  Form  des  nunmehr  abgeschlossenen 
Gesammtwerkes  erlaubt  sich  der  Verfasser  noch  einige  kurz  ge- 
fasste  Bemerkungen  anzuknüpfen. 

Dass  mit  dem  hier  Gebotenen  das  große  Gebiet  der  „Dar- 
stellenden und  proj  eetivisehen  Geometrie"  keineswegs  er- 
schöpft sei,  ist  wohl  selbstverständlich  und  würde  daher  auch  nnei- 
wähnc  geblieben  sein,  wenn  nicht  noch  die  Einverleibung  einer  Zahl 
geometrisch-projeetivischer  Theorien,  wie  beispielsweise  die 
der  allgemeinen  Flächen  dritter  und  vierter  Ordnung,  die  der  Con- 
grnenzen  und  Complexe,  die  der  Kummer'schen  Strahlenfläeheu,  die 
der  Flächenkrümmuiig,  wie  sie,  von  Mannheim  ausgebildet,  nun- 
mehr dem  Gebiete  der  reinen  darstellenden  Geometrie  angehört  u.  s,  w, 
höchst  wünschenswert  gewesen  wBre. 

Nachdem  aber  jedem  wissenschaftlichen  Werke,  sO  umfassend 
und  so  vollständig  es  auch  immer  angelegt  sein  mag,  gewisse  nnüber- 
schreitbare  Grenzen  gesteckt  sind,  nachdem  weiters  namentlich  der 
darstellende  Geometer  dieser  Zwangslage  in  erhöhtem  Maße  und 
ans  mehrfachen  Gründen  dann  Rechnung  tragen  muss,  wenn  er  ein 
diesbezügliches  Werk  verfasst,  welches  sich  selbstverständlich  nicht 
nur  darauf  beschränken  darf,  bloße  Theorien  au  entwickeln,  sondern 
auch,  dem  Wesen  dieser  Wissenschaft  entsprechend,  an- 
gewiesen ist,  die  zweckmäßige  Verwendung  und  Verwertung  dieser 
Theorien  in  conoreten  Fällen  nachanweisen  und  eonstructiv  durch- 
geführt zum  Ausdrucke  zu  bringen,  so  liegt  es  in  der  Natur  dieses 
ausgedehnten  mathematisch  -  constructiven  Faches,  dass  nicht  alles 
Interessante  und  Wflnsehenswerte  gebracht  werden  könne,    dass  sich 
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der  Autor  auf  das  Nothweadigsfce  und  mitunter  auf  die  bloße  An- 
regung beschränken  müsse,  und  somit  gezwungen  wird,  die  Leser  seines 
Werkes,  weloke  weitergehende  und  eindringlichere  Studien  zu  macheu 
gedenken,  resp.  an  dem  Ausbau  der  Wissenschaft  mitarbeiten  und 
selbst  forschen  und  schaffen  wollen,  auf  die  betreffenden  neue&ten 
Schöpfungen  mächtiger  Geister  und  ihre  Originalarbeiten  zu  ver- 
weisen. 

Indem  ich  somit  noch  die  letzten  Federaüge  vollführe,  um  meine 
„Darstellende  und  projectiye  Geometrie"  zum  Abschlüsse  zu 
bringen,  folge  Ich  nur  freudig  einer  mir  durch  Thatsaehen  auferlegten 
Pflicht,  wenn  ich  der  allerorts  rühmlichst  bekannten,  altbewährten 
Verlagsbuchhandlung  der  kais.  Akademie  der  Wissenschaften  in  Wien, 
des  Herrn  Carl  Gerold's  Sohn  und  der  hochachtbaren  P.  T. 
Herren  Chefs  derselben,  sowie  der  Druckerei  der  genannten 
Firma  für  das  jederzeit  freundliehe  Entgegenkommen,  für  die  auf- 
gewandte Sorgfalt,  für  die  Rasehheit  des  Druckes  und  die  treffliche 
Förderung  und  Herstellung  des  Gesammt werkes  den  Terbindüch- 
sten  Dank  ausspreche.  Weiters  gereicht  es  mir  zum  wahren  Ver- 
gnügen, mich  an  dieser  Stelle  dankend  meines  Schülers,  Assistenten 
und  jetzigen  Docenten,  Herrn  Otto  Kupp  zu  erinnern,  welcher  mir 
bei  der  Schaffung  meines  Werkes  durch  manche  —  meiner  Ansicht 
nach  —  Torzügliehe  Idee,  die,  wenn  auch  vielleicht  nur  im  gegen- 
seitigen wissenschaftlichen  Verkehr  aufgetaucht  und  gesprochen  war, 
so  doch,  wie  ich  bereits  bei  früherer  Gelegenheit  Veranlassung  fand, 
es  hervorzuheben,  meine  Arbeit  mitunter  nicht  unwesentlich  beschleu- 
nigen half,  aaerkenneuswerte  Dienste  leistete,  und  ferner  meines 
Schülers  und  nunmehrigen  Assistenten,  des  Herrn  Emil  Neugebauer 
zu  gedenken,  welcher  mich  bei  der  Durchführung  der  „Schatteneou- 
structionen"  bereitwilligst  unterstützte  und  mich  dadurch  in  die  an- 
genehme Lage  versetzte,  ihm  meinen  Dank  auch  öffentlich  zum  Aus- 
drucke bringen  zu  können. 

Ist  es  dem  Verfasser  gelungen,  durch  sein  redlich  Wollen, 
Streben  und  Mühen,  durch  seine  vieljährige  uneigennötzige  Arbeit  der 
Wissenschaft,  welche  er  au  vertreten  die  Ebre  hat,  in  irgend  einer 
Weise  nützlieh  gewesen  zu  sein,  ist  es  ihm  ferner  gelungen,  das  In- 
teresse für  diese  Wissenschaft  zu  wecken  und  zu  fördern  und  itir  so 
den  wünschenswerten  Eingang  in  weitere  Kreise  au  ermöglichen,  und  ist 
es  ihm  endlich  gelungen,  zu  weiterem  intensiven  Forschen  und 
Sehaffen  anzuregen,  so  hat  er  seinen  angestrebten  Lohn  gefunden 
und  das  ihm  bei  der  Verfassung  seines  Werkes  vorgeschwebte  Ziel 
erreicht. 


y  Google 


IX 

Mit  dem  WuDselie  und  der  innigea  Bitte,  daas  auch  der  vierte 
Band  des  vorliegenden  Werkes  mit  derselben  überaus  gütigen  Nach- 
sicht und  derselben  beglückenden  Freundlichkeit,  wie  meine  voraus- 
gegangenen Arbeiten  aufgenommen  werden  möge,  übergebe  ich  hiemit 
das  Gesammtwerk  dem  gerechten  Kichterspruehe  der  Öffentlich- 
keit, indem  mich  gleichzeitig  ein  heiliges  Dank-  and  Pflichtgefühl 
drängt,  all  den  hochverehrten  Gönnern  und  Freunden  der 
Wissenschaft,  die  mich  aus  nah  und  ferne  durch  den  höchst  wohl- 
wollenden Ausdruck  ihrer  Anerkennung  ehrten,  auf  diesem  Wege 
meinen  tiefinnigsten  und  ergebensten  Dank  darzubringen. 

Brunn,  den  24,  December  1884. 


Prof.  Dr.  Gust.  Ad.  V.  Peschka. 
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Erster  Abschnitt. 
Windscliiefe  Fläclien. 

I.    Capitel. 

Windschiefe   Ftäclien,    welche    sich    in   allen   Punkten    einer   und 

derselben    Erzeugenden    berühren.    Schmiegungshyperbololde  und 

Schmiegungsparaboloide    windschiefer    Flächen.     Das    Normalen- 

paraboloid  längs  einer  Erzeugenden  einer  Regelfläche. 

§■  1- 

Die  Entstelmng  der  windacliiefen  Eegelflächen  im  ali- 
gemeinea  und  der  Kegolfläoben  zweiten  Grades  insbesondere,  sowie  die 
Entwickelung  der  wichtigsten  Eigenschaften  der  letzteren  wurden 
bereits  im  zweiten  und  heziehiingsweise  dritten  Bande  des  vorlie- 
genden  Werkes   eingehend   besprochen. 

Bevor  wir  nun  auf  Kegelflächen  eines  höheren  ais  des 
zweiten  Grades  übergehen,  dürfte  es  zweckmäßig  sein,  gewisse 
allgemeine  Eigenschaften  aller  windschiefen  Pl&ehen  ohne  Rücksicht 
auf  eine  bestimmte  gegebene  Gradzahl  abzuleiten.  Wir  beginnen  dies- 
falls mit  den  Beziehungen,  welche  zwischen  allgemeinen  Kegel- 
flachen  und  ihren  Tangentialebenen  stattfinden. 

Setzen  wir  voraus,  zwei  windschiefe  Flächen  F^  und  F^  hätten 
einerseits  eine  geradlinige  Erzeugende  g  (Taf.  T,  Fig.  1)  gemein  und 
würden  überdies  andererseits  in  drei  Punkten  dieser  Erzeugenden, 
etwa  iß  a,  h  und  c  beziehungsweise  von  je  einer  und  derselben  Ebene 
T^,  2*3  und  T^  berührt.  Letztere  Annahme  sagt  offenbar  nichts  an- 
deres aus,  als  dass  die  besagten  Fläch  en  selbst  in  diesen  drei  Punkten 
«ine  Berührung  eingehen. 

Denken  wir  uns  durch  den  Punkt  a  eine  beliebige  Ebene  F^ 
gelegt,  so  schneidet  diese  die  vorliegenden  zwei  Kegelfläcben  F^  und 
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F^  in  irgend  welehea  Curven  0,  und  C,  nnd  die  gemeinschaftliche 
Berührungsebene  1\  im  Punkte  a  in  einer  Geraden  t,.  Nachdem  nun 
(,  die  Curve  C,  sowohl,  als  auch  die  Curve  C\  in  dem  Punkte  a 
terührt,  muss  dasselbe  auch  von  den  beiden  Curven  gelten,  d.  h.  die 
letzteren  haben  außer  a  noch  einen  zweiten  unendlich  nahen  Punkt  a 
gemein. 

Ebenso  wird  eine  durch  den  Punkt  b  gelegte  Ebene  die  beiden 
Flächen  in  zwei  Curven  C^  und  O^  sehneiden,  'welche  sich  in  h  be- 
rühren und  daher,  ebenso  wie  im  vorhergehenden  Falle,  zwei  unendlich 
nahe  Punkte  &  und  ß  gemein  haben.  Endlieh  wird  auch  eine  durch 
C  gelegte  Ebene  die  beiden  Eegelöächen  F^  und  F^  in  zwei  Curven 
Cg  und  C'a  sehueiden,  welche  sich  gleichfalls  in  C  berühren,  und 
somit  wieder  zwei  benachbarte  Punkte  c  und  y  gemeinschaftlich  haben 


Die  so  erhaltenen  Curven  G,,  Cj  und  G^  können  wir  nun  als 
Leitcurven  für  die  eine  Eegelfläche  und  die  Curven  G\,  Cj,  und  C'^ 
als  Leitcurven  für  die  zweite  Regelfläche  betrachten. 

Denken  wir  uns  weiters,  dass  die  Erzeugende  g  die  erste  Eegel- 
fläche besehreibe,  indem  sie  an  den  drei  Leitlinien  (7,,  G^  und  G, 
continuierlich  fortgleitet.  Hierbei  wird  dieselbe  zunächst  in  eine  von 
g  unendlich  wenig  verschiedene  Lage  g^  gerathen,  wird  also  die  Leit- 
curven G^,  (7j  und  C3  beziehungsweise  in  den  drei  unendlich  nahe  an 
a,  b  und  c  liegenden  Punkten  «,  ß  und  f  treffen. 

Nachdem  aber  die  letztgenannten  drei  Punkte  gleichzeitig  auch 
den  Leitcurven  C\,  C'^  und  C'3  angehören,  folgt,  dass  die  Gerade  g^ 
gleichfalls  eine  Erzeugende  der  zweiten  ßegelfläche  darstelle. 

Es  ist  somit  ersichtlich,  dass  zwei  Kegelfläcben,  welche  sich  in 
drei  Punkten  einer  den  beiden  Flächen  gemeinachaftliehen  Erzeugen- 
den g  berühren,  noch  eine  zweite,  der  ersteren  unendlich  nahe 
gelegene  Erzeugende  ^,  gemein  haben  müssen. 

Aus  diesem  Ergebnisse  lässt  sich  noch  eine  weitere  wichtige 
Eigenschaft  ableiten. 

Ist  nämlich  x  ein  beliebiger  Punkt  der  Erzengenden  g,  durch 
welchen  wir  irgend  eine  behebige  Ebene  Ex  legen,  welche  die  zweite 
Erzeugende  g^  in  dem  Punkte  §  und  die  beiden  Kegelflächen  Fi  und 
F^  in  den  Curven  C^  und  C'x  schneiden  möge.  Diese  beiden  Curven 
haben  die  unendlich  nahen  Punkte  x  und  §  gemeinschaftlich,  berühren 
sich  mithin  in  dem  Punkte  x. 

Bezeichnen  wir  mit  tx  die  gemeinschaftliche  Tangente  der  beiden 
Curven  Ca,  nnd  C\  im  Punkte  x ,  so  repräsentiert  die  durch  die  Er- 
zeugende g  und  durch  diese  Tangente  tx  gelegte  Ebene  Tx  sowohl  die 
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Berührebene  der  fiegelfiäche  (C,  Gj  C^,  als  aucii  die  der  Begelfläehe 
{C\C\C'^)  im  Punkte  x,  woraus  folgt,  dass  sicli  auch  die  beiden 
Eegelfläehen  io  dem  nämlichen  Punkte  x  berühren  werden. 

Nachdem  aber  der  Punkt  x  ganz  beliebig  auf  der  Erzeugenden 
g  gewählt  wurde,  so  gilt  offenbar  das  Gleiche  überhaupt  von  allen 
Punkten  der  Erzeugenden  g  und  es  ergibt  sich  sonach  der  Satz: 

1.  „Serühren  sich  swei  windschiefe  Flächen  in  ärei  PunMen 
einer  gemeinschaftlichen  Erzeugenden,  so  beri^ren  sich  dieselben  in 
allen  PunMen  die 


§•2- 

Der  eben  angeführte  Sata  lässt  verschiedene  Speeialisjerangen  zu. 

Denkt  man  sich  beispielsweise  den  Punkt  c  als  unendlich 
fernen  Punkt  der  Erzeugenden  g  und  die  durch  denseiben  ge- 
legte Ebene  E^,  als  die  zugehörige  unendlich  ferne  Ebene, 
so  repräsentieren  die  Curven  O3  und  C\  die  beiden  unendlich  fernen 
Curven  der  Eegelfläehen  und  werden  somit  als  die  unendlich  fernen 
0  w  Bht  k        II         IPblhtt         d 

k 

Jdd         PH        kirundJbtt  JpUl 

E  dDBdg  d  hd  dlhf  Et 

C       dtmPkt       bh        dhdllT  tf 

ImPkt        bl  tdhd      q      ItBdgg 

d        dBüh      gb  dEht        kgliu       dPUgJ 

E  dwlh         i/pllldt  dpUl 

t    t         A    d     St  11    d  Um  b  t       t  It  h 

d     f  lg    d     p      1       t    S  1 

2     S     )  h  tLI    t    Flael  F    U 

g  1  ftl  1      E      gmd     g     uli    (   »  i     n  F  !t    g 

heg  l  l    g    dei    1    Et      J    de    g      t  ir    li  nd     E      get  i       nl 

d     p      111     S     I      j  b  '*  h  d     h  dn 
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§.  3. 

Besitzen  die  beiden  windschiefen  Flächen  Eichtebenen  R  und 
R\  so  reduciert  sieh  die  im  letzten  Satze,  bezüglich  der  Berüh- 
rungsebenen der  ßichtungskegel  ausgesprochene  Bedingung  oflfenbar 
auf  die,  dass  die  Eichtebenen  2t  und  B'  beider  Kegelflächen  zu  ein- 
ander parallel  seien,    oder  was  dasselbe  ist,    dass  die  beiden  Eegel- 
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flächen  eine  und  dieselbe  Kiehtebene  besitKen.  Unter  dieser  Voraus- 
setzung folgt  also  aus  dem  vorhergehenden  Satze  der  nachstehende: 
3.  „Berühren  sich  zwei  Begelflächen,  welche  eine  gemeinschaft- 
liche Bichtdiene  iesitsen,  in  stvei  FunMen  einer  gemeinsarneri  Er- 
migenämt,  so  herühren  sich  dieselben  in  allen  FunJUen  dieser  Eriseu- 


§■  4. 

Ändere  interessante  und  wichtige  Eesultate  folgen  aus  der  An- 
nahme, dass  die  eine  der  beiden  sieh  längs  einer  Erzeugenden  be- 
rübrenden  Pläehen,  oder  wie  mau  häufig  au  sagen  pflegt,  dass  die 
eine  der  beiden  sich  „anschmiegenden  Eegelfläohen"  eine 
Regelfläehe  zweiten  Grades  ist. 

Setzen  wir  voraus,  es  seien  C„  C^  und  G^  (Taf.  I,  Fig.  2)  drei 
beliebige  auf  irgend  einer  windschiefen  Fläche  liegende  Curven  und  g 
sei  irgend  eine  geradlinige  Erzeugende  der  Fläche, 

Construieren  wir  die  Tangenten  (,,  t^  und  t.^  der  Curven  C,,  C^ 
nnd  Cg  in  den  Punkten  a„  a^  und  «g,  in  welchen  sie  von  der  Er- 
zeugenden g  getroffen  werden ,  so  erhält  man  drei  sieh  kreuzende 
Geraden  ([,  t^  und  t^,  welche  man  als  Leitlinien  eines  wind- 
schiefen Hyperboloides  betrachten  kann. 

Dieses  Hyperboloid  hat  mit  der  Kegeifläehe  einerseits  die  Erzeu- 
gende g  gemein  und  andererseits  berührt  dasselbe  die  Kegelfläche  in 
den  drei  Punkten  a„  a^  und  a^,  da  die  Ebenen  (g,i,),  {g,t^)  und 
{g,  t^  Tangentialebenen  der  windschiefen  Fläche  sowohl,  als  auch  des 
Hyperboloides  in  den  betreffenden  drei  Punkten  a,,  a^  und  a^  reprä- 
sentieren. 

A)s  eine  unmittelbare  Folge  des  Satzes  I)  ergibt  sich  aber,  dass 
die  gegebene  Regelfläche  und  das  Hyperboloid  (i,  t^t^  in  allen 
Punkten    der  Erseugenden  g  eine  Berührung  eingehen  müssen. 

g.  6. 

Die  eben  entwickelte  Eigenschaft  kann  sogleich  dazu  benützt 
werden,  am  an  eine  durch  drei  krumme  Linien  „als  Leitcurven" 
gegebene  ßegelfläche  in  irgend  einem  Punkte  einer  vorerst  eonstruierten 
Erzeugenden,  die  Berührungsebene  zu  ermitteln. 

Seien  nämlich  C^,  C^  und  C^  (Taf.  I,  Fig.  2)  die  gegebenen 
Leitcurven  und  hätte  man  in  einem  Punkte  x  der  Erzeugenden  g 
die  Berührungsebeue  zu  legen,  so  wird  man  die  Tangenten  i,,  („  und 
t,  dieser  Curven  in  den  drei  Punkten  a.,  a^  und  «,,    wo    selbe  von 
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den  Erzeugenden  g  getroffen  werden,  als  Leitgeraden  für  ein  Hyper- 
boloid annehmen.  Die  Tangentialebene  dieses  Hyperboloides  wird, 
den  voraiisgescbickten  Auseinandersetzungen  zufolge,  bereits  die  ge- 
stiebte Berübrebene  sein. 

Um  letztere  zu  finden,  hat  man  die  durch  den  Berührungspunkt 
X  gebende  Erzeugende  tx  des  zu  (i,  t^  t^  gehörenden  Systemes  zu  con- 
struiereii. 

Dies  geschieht  bekanntlich  in  der  Weise,  dass  mau  zwei  Gerade 
^j  und  g^  sucht,  deren  jede  die  drei  Geraden  t^,  t^  und  t^  beziehungs- 
weise in  je  einem  Punkte  6,,  \,  \  und  c,,  c^,  Cg  trifft,  und  hierauf 
eine  Gerade  t^  ermittelt,  welche  durch  den  Punkt  x  geht  und  die 
beiden  Geraden  g^  und  ^4  in  je  einem  Punkte  y  resp.  ß  schneidet. 
Die  durch  t^  und  g  gelegte  Ebene  ist  die  gesuchte  Berühriings- 
ebene. 

Auch  die  umgekehrte  Aufgabe  lässt  sieb  mit  Leichtigkeit 
durchfüliron. 

Vorausgesetzt,  es  sei  eine  beliebige  durch  g  gebende  Ebene  T^ 
gegeben  und  man  sollte  deren  Berähruagspunkt  x  auffinden. 

Besagte  Ebene  muss  auf  Grund  der  oben  festgestellten  Eigen- 
schaft auch  das  Hyperboloid  it^  t^  t^)  in  dem  nämlichen,  nunmehr  zu 
suchenden  Punkte  berühren.  In  diesem  Falle  muss  aber  die  bezeich- 
nete Ebene  eine  zum  System  t  gehörende  Erzeugende  t^,  welche  durch 
den  Berührungspunkt  x  geht ,  enthalten. 

Diese  Erzeugende  tj,  und  gleichzeitig  mit  ihr  der  Berührungs- 
punkt X  werden  gefunden,  wenn  man,  wie  früher,  die  beiden  Erzeu- 
genden g,  und  g^  des  Hyperboloides  eonstruiert,  deren  Schnittpunkte 
y  und  s  mit  der  gegebenen  Ebene  Tx  aufsucht  und  durch  eine  Gerade 
t^  verbindet.  Der  Schnittpunkt  von  (3;  und  g  ist  der  gesuchte  B  e- 
rührpunkt    x. 


Die  vorher  aufgestellte  Beziehung  zwischen  ein 
Regelfläcbe  und  einem  windschiefen  Hyperboloide  fuhrt  zu  einem 
merkwürdigen  Satze,  welcher  von  jeder  willkürlich  gewählten  Erzeu- 
genden einer  jeden  wie  immer  gearteten  Segelfläche  gilt. 

Eine  windschiefe  Regelfläcbe  ist,  welches  auch  sonst  ihre  Natur 
sein  mag,  stets  durch  drei  Leiteurven  C,,  O5  und  C'j  (Taf.  I,  Fig.  2) 
darsteilbar.  Als  die  letztgenannten  kann  man  drei  ganz  beliebige  auf 
der  Fläche  liegende  Curven  annehmen. 

Stellt  nun  g  irgend  eine  Erzeugende  dieser  Regelfläcbe  vor,  so 
lässt  sich  immer  ein  Hyperboloid  eonstruieren,  welches  mit  der  Regel- 
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fläche  diese  Erzeugende  g  gemein  hat  und  in  allen  Punkten  der  be- 
sagten Erzeugenden  die  nämlichen  Tangentialebenen,  wie  die  Fläche 
selbst,  besitzt.  Es  gentigt  zu  diesem  Zwecke,  die  drei  Curventangenten 
t^,  t^  und  ig  als  Leitgeradeu  für  das  Hyperboloid  anzunehmen. 

Früher  wurde  nachgewiesen  (Satz  17,  Band  III),  dass  die  Eeihe 
der  Punkte  «,,  a^..,a„  auf  einer  Erzeugenden  eines  windschiefen 
Hyperboloides  zu  dem  Büschel  der  ihnen  entsprechenden  Tangential- 
ebenen stets  projectivisch  sei.  Beachtet  man  nun,  dass,  wenn  g 
als  diese  Erzeugende  angenommen  wird,  die  Tangeutialebeneu  des 
Hyperboloides  in  den  Punkten  «,,  a^,  a^,  a^...an  gleichzeitig  auch 
Tangentialebenen  der  ßegelfläehe  in  den  nämlichen  Punkten 
darstellen,  so  folgt  ohne  weiteres  der  wichtige  Satz: 

i.  „Die  Reihe  der  Punkte  auf  einer  heliebig&ii  iJr0eugenden 
irgetid  einer  mndschiefen  Fläche  ist  stets  projecUviseh  zu,  dem  Büschel 
der  diesen  Punlcten  entsprechenden  Tangentialebenen  der  Fläche." 

Eine  Ausnahme  hieyon  bilden  jene  Erzeugenden  einer 
Kegelfläche,  welche  Ton  den  unmittelbar  auf  sie  folgenden  Er- 
zeugenden der  Fläche  geschnitten  werden. 

Solche  besondere  Erzeugenden,  welche  man  „Kanten" 
oder  „Torsallinien"  der  Kegelf  lache  nennt,  werden  wir  an 
anderer  Stelle  einer  nähereu  Betrachtung  unterziehen. 

§.  7. 

Da  iu  dem  Vorhergehenden  überall  vorausgesetzt  wurde,  dass 
die  Curven  0,,  C<,  und  C^  stets  drei  ganz  beliebige  auf  der  Eegelfläche 
liegende  Curven  seien,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  drei  Tangenten 
tj,  t^  und  (3  in  den  Punkten  a^,  a^  und  «g,  in  welchen  diese  Curvea 
die  Erzeugende  g  schneiden,  ihre  Lage  mit  jener  der  drei  Curven  C,, 
Ca,  C3  ändern. 

Es  kann  nun  die  Frage  aufgeworfen  werden,  ob  sich  hiebei  auch 
das  anschmiegende  Hyperboloid  ändert  oder  nicht. 

Diese  Frage  kann  vermittelst  nachstehender  Überlegung  beant- 
wortet werden. 

"Nehmen  wir,  so  wie  vorhergehend  an,  es  seien  C,,  Oj  und  C, 
{Taf.  I,  Fig.  2)  wieder  drei  beliebige  auf  irgend  einer  Eegelfiäche 
liegende  Curven,  g  eine  willkürlich  gewählte  Erzeugende  der  Regel- 
fläche, welche  diese  Curven  beziehungsweise  in  den  Punkten  «,,  »a 
und  «3  schneiden  möge.  Die  Tangenten  von  (7„  C^  und  C,  in  den 
drei  Punkten  «„«^  und  a^  seien  iu  Übereinstimmung  mit  der  früheren 
Bezeichnung  i„  #3  und  ^g. 
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Jede  dieser  Tangenten  hat  mit  der  betreffenden  Curve  C^,  C,, 
C3  noch  einen  zweiten,  dem  Punkte  a^,  a^  resp.  «3  unendlich 
nahe  gelegenen  Punltt  a^,  a^  resp,  «3  gemein. 

Denken  wir  uns  die  windschiefe  Fläche  durch  die  Gerade  g  er- 
zeugt, während  sie  längs  den  Curven  0,,  C„  und  O3  fortgleitet,  so 
wird  dieselbe  aus  der  Lage  g  in  eine  benachbarte  Lage  y  gelangen 
und  auch  in  dieser  Lage  die  Leitcurven  C^,  C^  und  C^  in  drei  Punkten 
treffen,  welche  den  Punkten  «,,  a„  und  a^  unendlich  nahe  liegen, 
also  offenbar"  mit  den  Punkten  «,,  «^  und  k^  coiacidieren  müssen. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass,  weil  diese  Punkte  auch  den  Tan- 
genten t„  ig,  t^  angehören,  die  der  Erzeugenden  g  unendlich  nahe 
gelegene  Erzeugende  y  gleichfalls  dem  durch  t^,  t^  und  t^  „als  Lei.t- 
geraden"  bestimmten  Hyperboloide  „als  Erzeugeade"   angehöre. 

Auf  Grund  der  gepflogeneu  Erörterungen  kann  demnach  behauptet 
werden,  dass  ein  einer  Kegelfläche  längs  einer  Erzeugenden- 
g  eich  anschmiegendes  Hyperboloid  mit  dieser  Fläche 
auch  die  unmittelbar  auf  g  folgende  Erzeugende  y  ge- 
mein hat. 

Wir  wollen  dies  als  äquivalente  Bedingung  auffassen  und  die 
umgekehrte  Frage  aufwerfen,  ob  ein  Hyperboloid,  welches  beliebig 
durch  eine  Erzeugende  g  (Taf.  I,  Fig.  3)  einer  Eegelfläche  und  durch 
die  derselben  unendlich  nahe  liegende  Erzeugende  y  gelegt  wird,  sich 
dieser  Eegelfläche  längs  der  Erzeugenden  g  anschmiegt. 

Der  diesbezügliche  Nachweis  wird  geliefert  sein,  wenn  wir  zu 
zeigen  vermögen,  daas  das  Hyperboloid  und  die  gegebene  ßegelfiäche 
in  einem  beliebigen  Punkte  x  der  Erzeugenden  g  dieselbe  Berührebene 


Denken  wir  uns  demnach  durch  einen  solchen  Punkt  eine  be- 
liebige Ebene  E  gelegt,  so  wird  diese  die  Eegelfläche  sowohl,  als 
auch  das  Hyperboloid  in  einer  Curve  C  resp.  C'  schneiden.  Da  die 
Ei-zeugenden  g  und  y  beiden  Flächen  angehören,  so  werden  diese  von 
der  Ebene  E  in  zwei  unendlich  nahe  an  einander  liegenden  Punkten 
X  und  g  geschnitten,  welche  den  Curven  C  und  C  gleichzeitig  zu- 
kommen. Dieses  Ergebnis  sagt  aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  die 
Verbindungsgerade  t^  der  Punkte  x  und  |  sowohl  die  Curve  C,  als 
auch  die  Curve  C  im  Punkte  x  berühre,  dass  also  die  durch  g  und  i,, 
gelegte  Ebene  T^  sowohl  die  Kegelfläche,  als  auch  das  Hyperboloid  in 
dem  Punkte  x  berühren  müsse. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  ein  Hyperboloid ,  welches  durch  eine 
Erzeugende  g  einer  Eegelfläche  und  die  unmittelbar  darauf  folgende 
Erzeugende  y  gelegt  wird,  ein  „Schmiegungshyperboloid"   der 
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Fläche  sei,  das  heiUt,  dass  ein  solches  Hyperboloid  die 
Regel  fläche  in  allen  Punkten  der  Erzeugenden  g 
berühre. 

Nachdem  weiters  eine  Regelfläche  zweiten  Grades  (Hyperboloid 
oder  Paraboloid)  durch  die  Angabe  zweier  Leitgeraden  g  und  y  nicht 
bestimmt  ist,  so  folgt,  dass  es  eine  unendlich  große  AuKahl 
von  derartigen  Flächen  zweiten  Grades  gibt,  welche  sieh 
einer  Regelfläche  längs  einer  gegebenen  Erzeugenden  anschmiegen. 

Es  genügt  jedoch,  eine  beliebige  dritte  Leitgerade  g'  im 
Räume  ku  wählen,  um  unter  diesen  Regelfläehen  Kweiten  Grades  ein 
beliebiges  Individuum  herauszugreifen. 

Je  nach  der  Wahl  der  Geraden  g'  kann  man  als  Schmiegungs- 
fläche  zweiten  Grades  ein  gewöhnliches  Hyperboloid,  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid  oder  auch  ein  Rotationshyperboloid  erhalten. 

Nimmt  man  beispielsweise  die  Gerade  g'  in  der  unendlich 
fernen  Ebene  au,  d.  h.  setzt  man  außer  den  Leitgeraden  g  und  y 
eine  Eiehtebene  voraus,  so  erhält  man  ein  Sehmieguugspara- 
boloid. 

Es  gibt  hiernach  ebenso  viele  Sehmiegungsparaboloide  längs  der 
Erzeugenden  g,  als  die  unendlieh  ferne  Ebene  Geraden  enthält,  also 
eine  zweifach  unendliche  Mannigfaltigkeit. 

Weiters  wissen  wir,  dass  ein  Rotationahyperboloid  durch  zwei 
Erzeugende  g  und  j'  desselben  Systemes  und  durch  einen  Punkt  p 
vollkommen  bestimmt  ist.     (Siehe  Aufgabe  25,  Band  III.) 

Es  wird  demnach  so  viele  Rot  ations-Schmiegungs -Hyper- 
boloide gehen,  als  eine  Gerade  s  im  Räume  Punkte  (j?)  enthält, 
d.  b.  die  Anzahl  der  Eotations-Schmiegungs-Hyperboloide 
längs  der  Erzeugenden  g  ist  einfach  unendlich. 


1.  Aufgabf.  Eine  windschiefe  Fläche  ist  durch  zwei  Curven  als 
Leitlinien  und  durch  eine  Richtebene  gegeben ;  es  ist  in  einem  Punkte 
der  Fläche  eine  Berülrungsebene  zu  legen. 

Die  ßichtebene  wollen  wir  gleichzeitig  als  horizontale  Projec- 
tionsebene  annehmen,  während  wir  die  verticale  Projectionsebeue  be- 
liebig wählen.  Die  beiden  Curven  mögen  sieh  unter  dieser  Toraus- 
setzung in  {C^,  C\)  und  (C^,  Cg  (Taf.  I,  Fig.  4)  darstellen. 

Um  einen  Punkt  auf  der  Fläche  z«  erhalten,  muss  zunächst  eine 
Erzeagende  derselben  ermittelt  werden.  Letzteres  wird  einfach  dadurch 
erzielt,   dass   man  eine   beliebige    zur  horizontalen   Projectionsebeue 
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parallele  Ebene  e„  annimmt  und  deren  Schnittpunkte  («,,  a\)  und 
(«3,  a'g)  mit  den  gegebenen  Curven  {C,,C'i)  und  (Og,  C'^  durch  eine 
Gerade  (p,  g')  verbindet. 

Auf  dieser  Erzeugenden  (g,  g')  wählen  wir  irgend  einen  Punkt 
ip,  p') ,  in  welchem  die  Berührebene  der  Kegelfläche  construiert 
werden  soll.' 

Ziehen  wir  weiters  die  Tangenten  {t^,t\)  und  (i^, C^)  der  Curven 
(C,,  C'i)  und  (Ca,  C'^  in  den  Punkten  («,,  a\)  und  {a^,  (t'„)  und  be- 
tracbtea  wir  diese  als  Leitgeraden,  die  horizontale  Projeetionsebene'  aber 
als  Eichtebene  für  ein  hyperbolisches  Paraboloid,  so  wird  dieses  Para- 
boloid  die  gegebene  windschiefe  Fläche,  der  Anordnung  gemäß,  in  den 
Punkten  (»,,  «',)  und  {a^,  a'«)  berühren,  und  da  letztere  nebstbei  die 
nämliche  ßiehtebene  wie  das  Paraboloid  besitzt,  folgt  (nach 
Satz  3),  dass  dasselbe  die  gegebene  windschiefe  Fläche  in  allen 
Punkten  der  Erzeugenden  (g,  g')  berühren  müsse. 

Die  gesuchte  Berühruugsebene  der  Eegelfläehe  in  dem  Punkte 
(p,  p')  wird  demgemäß  gleichzeitig  die  Berührebene  des  Paraboloides 
in  dem  nämlichen  Punkte  (p,  p')  sein  und  kann  daher  als  solche 
folgendermaßen  bestimmt  werden. 

Der  Schnittpunkt  g^  von  i,  und  t^  ist  die  rertieale  Projection 
der  vertical-projicierenden  Eraeugenden  gs  des  Paraboloides.  Die  Gerade 
pffa  stellt  mithin  die  Verticalprojeetion  der  durch  den  Punkt  {p,  p') 
gehenden  Erzeugenden  {l>  V)  des  aweiten  Systemes  dar. 

Nachdem  diese  Erzeugende  (l,  V)  des  Systems  l  aber  auch  die 
in  der  horizontalen  Projeetionsebene  liegende  Erzeugende  gi,  schneiden 
muss,  so  ergibt  sich  dieselbe  leicht  vermittelst  ihres  Horizontal- 
Durchstoßpunktes  {S,  &'). 

Die  beiden  durch  {p,p')  gehenden  Erzeugenden  (3,  gr*)  "nd  (i,  i') 
bestimmen  demnach  die  gesuchte  Berührebene  T^Th  des  Parabo- 
loides im  Punkte  {p,p'),  also  auch  jene  der  ursprünglich  gegebenen 
windschiefen  Fläche. 

In  analoger  Weise  ist  das  folgende  Problem  m  lösen, 

§.  9. 

2.  Aufgabe.  Eine  windseiiefe  Fläche  ist  durch  zwei  Leitcurven 
und  durcb  eine  RicMebene  gegeben;  durch  eine  beliebige  Erzeugende 
dieser  Fläche  wurde  eine  Ebene  willkürlich  gelegt;  es  ist  der 
Berührungspunkt  derselben  zu  ermitteln. 

Wir  nehmen,  wie  im  vorhergehenden  Falle,  die  Bichtebene  wieder 
als  horizontale  Projeetionsebene  an  und  bestimmen  eine  Erzeugende 
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(jr,  g')  (Taf.  I,  Fig.  4)  der  windschiefen  Fläche  vermittelst  einer  hori- 
zontalen Ebene  e,.  Durch  diese  Erzeugende  legen  wir  eine  beliebige 
Ebene  T„T„. 

SoU  der  Berührungspunlit  dieser  Fbene  bestimmt  werden,  so 
betrachten  wir  die  Tangenten  {t^,t\)  und  {t^,t'^)  der  Curven  {Ct,C\) 
und  (Cg,  Cg)  in  deren  Schnittpunkten  (ß^,  a\)  und  {a^,'a',^  niit  der 
Erzeugenden  (?,  g')  als  Leitgeraden  eines  Schmiegungsparaboloides, 
dessen  KicMebene  ebenfalls  die  horizontale  Projectionsebene  ist. 

'■  Suchen  wir  femer  die  Schnittpunkte  {d,8')  und  (s,s')  der  Ebene 
TyiTk  mit  der  in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegenden  Erzeu- 
genden pi  und  mit   der   yertioal-projicjerenden  Erzeugenden  gs  des 


Die  Verbindimgsgerade  (?,  V)  dieser  beiden  Punkte  {ä,  ö')  und 
{s,  s')  repräsentiert  bekanntlich  die  in  der  Ebene  T^  2),  liegende  Erzeu- 
gende des  zweiten  Sjatemes.  Der  Schnittpunkt  (jp,  p')  derselben  mit 
der  Erzeugenden  [g,  g')  wird  demgemäß  denjenigen  Punkt  darstellen, 
in  welchem  die  Ebene  I'^  T^  das  Schmiegungsparaboloid  und 
mithin  auch  die  gegebene  windschiefe  Fläche  berührt. 

§.  10. 

Die  Betrachtung  eines  besonderen  Schmiegungsparabo- 
loides führt  zu  einer  interessanten  und  wichtigen  Eigenschaft  der 
windschiefen  Eegelfläehen. 

Sei  nämlich  g  (Taf.  I,  Fig.  5)  eine  beliebige  Erzeugende  irgend 
einer  windschiefen  Fläche, 

Denken  wir  uns  die  Fläche  durch  drei  Ebenen,  E^,  E^  und  E^, 
welche  zur  Erzeugenden  g  normal  sind,  in  den  Curven  0,,  C„  und  C^ 
geschnitten.  Diese  Curven  gehen  durch  die  drei  Punkte  a,  b  und  e,  in 
welchen  die  Erzeugende  g  von  den  obengenaanten  Ebenen  £  getroffen 
wird.  Die  sämmtlichen  Tangenten  4,  t/,  und  tc  der  Curven  (7,,  Cj 
und  C's  in  diesen  drei  Punkten  sind  sodann  selbstverständlich  zur 
Erzeugenden  g  senkrecht. 

Die  beaeichneten  Tangenten  kijnnen  daher  betrachtet  werden  als 
die  Leitgeraden  eines  sich  der  windschiefen  Fläche  längs  der  Erzeu- 
genden g  anschmiegenden  Paraboloides,  dessen  eine  Richtebeae  au 
dieser  Erzeugenden  g  senkrecht  steht.  Es  ist  offenbar,  dass  sodann 
auch  jede  weitere  Erzeugende  des  Schmiegungsparaboloides,  welche  zu 
dem  Systeme  4,  h,  tc  gehört,  auf  g  senkrecht  stehen  müsse. 

Drehen  wir  nun  das  Schmiegungsparaboloid  um  die  Gerade  g 
nm  einen  rechten  Winkel  und  untersuchen  wir,  welche  Eigenschaften 
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die  Erzeugenden  desselben  nach  dieser  Drehung  Ijesitzea 
werden. 

Betracliten  wir  zu  diesem  Zwecke  eine  beliebige  Erzeugende, 
etwa  ta.  Da  die  letztere  normal  zur  Geraden  g  stellt ,  so  wird  die- 
selbe bei  ihrer  Drehung  um  g  auch  in  jeder  beliebigen  Dcehunga- 
lage  senkrecht  zu  g  sein. 

Betragt  aber  der  Drehungswinkel  90",  so  wird '  dieselbe  in  der 
gedrehten  Lage  JV|j  nicht  nur  seakrecht  auf  g,  sondern  auch  senkrecht 
auf  ihrer  ursprünglichen  Lage  4  und  mithin  auch  senkrecht  auf  jener 
Ebene  stehen,  welche  durch  die  Geraden  g  und  t^  bestimmt  ist. 

Die  letztgenannte  Ebene  (3,  *b)  ist  aber  die  Berührungsebene 
der  Eegelfläehe  im  Punkte  a;  die  Gerade  JV"„  stellt  somit  die 
Normale  der  Begelfläche  im  Punkte  a  dar.  Das  Gleiche  gilt 
von  allen  anderen  Erzeugenden  des  Sehmiegungsparaboloides. 

Wird  hiernach  das  letztere  um  die  Erzeugende  g,  um  einen 
rechten  Winkel  gedreht,  so  werdea  die  sämmtlichen  Erzt 
einen  Systemes  eine  aur  Regelfläche  normale  Li 
rScksicbtigt  man  we'te  dass  1  s  'a  Ked  stehende  Paraboloid  ein 
gleichseit  ges  st  ve  1  alle  B  ze  genden  t  tb,  t^.,.  desselben 
eine  gewisse  E  ze  »ende  g  les  anderen  Systemes  rechtwinklig 
schneiden  (sehe  Satz  99  Bin!  III  n  der  Theorie  der  ßegelflächen 
zweiten  Grade  )    so  folgt    nm  ttelba    der  Satz 

5.  „Die  "V  r  Je  e  e  jede  nl  ck  efe  Fläelie  längs  einer 
heliebigen  geraältf  jen  E  je  Je  hlJei  i  gleichseitig  -  hyper- 
bolisches Fa  ibol  td 

Wie  aus  nachstehender  BetrachtuDg  heryorgehen  wird,  kann  man 
sich  leicht  die  Überzeugung  verschaffen,  dass  der  Scheitel  dieses 
Normalenparaboloides  auf  der  Geraden  g  liegt. 


Der  Centralpimkt  auf  einer  lürzeligemlen  einer  Regelfliiche.    Distribu- 
tionsparameter der  Taiigentiiil ebenen.   Verschiedene  Eigenschaften. 

Sei  g  (Taf.  I,  Fig.  6)  eine  Erzeugende  irgend  einer  windschiefen 
Fläche  und  gi  die  unmittelbar  auf  dieselbe  folgende  Erzeugende  der 
nämlichen  Fläche. 

Legen  wir  durch  g  eine  Ebene  P  parallel  zu  g,,  so  stellt  diese 
offenbar  die  asymptotische  Ebene  der  Erzeugenden  g  dar,  da  die- 
selbe die  unendlich  fernen  Punkte  der  beiden  Nachbarerzeugenden  g 
und  g^,  d.  h.  die  Tangente  der  unendlich  fernen  Curve  der 
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Eegelfläehe  iu  dem  der  Erzeugenden  g  angehöreEden  Punkte 
enthält. 

Die  zu  dieser  asymptotischen  Ebeae  P  durch  g  seEkrecht  ge- 
legte Ebeae  repräsentiert  die  „Centralebene"  der  Erzeugeaden 
g,  während  deren  Berührungspunkt  Ä  den  „Centralpunkt"  der 
Erzeugenden  g  darstellt. 

Dieser  Centralpunkt  A  ist,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt, 
der  Faßpuukt  des  kürzesten  Absfcandes  der  beiden  Erzeu- 
genden g  und  ^1. 

Ist  nämlich  y  die  orthogonale  Projection  der  Erzeugenden  g^  auf 
die  Ebene  P,  so  treffen  sieh  bekanntlich  y  und  g  in  dem  Punkte  A, 
durch  welchen  der  kürzeste  Abstand  AB  von  g  und  gr,  geht, 

Die  Ebene,  welche  durch  g  senkrecht  zu  P  geführt  wird,  muss 
diesen  kürzesten  Abstand  enthalten.  Da  aber  die  Punkte  A  und  B 
einander  unendlich  nahe  sind,  so  repräsentiert  AB  (verlängert  gedacht) 
eine  in  der  genannten  Centralebene  liegende  Tangente  der 
Eegelfläehe;  der  Schnittpunkt  A  derselben  mit  g  stellt  mithin  den 
Berührungspunkt  der  Centralebene,  d.  i.  den  Centralpunkt 
der  Erzeugenden  g  dar.     Hiernach   erhalten  wir  den  Satz: 

6,  -„Der  Centralpunkt  einer  Erzeugenden  ist  zugleich  jener 
I'imjcl  in  derselben,  welcher  von  der  umnittelbar  folgenden  Erseugen- 
den  den  läeinsten  Abstand  hesitzt." 

Um  von  vornherein  einem  allfallsigen  Irrthume  zu  begegnen,  sei 
bemerkt,  dass  die  „Strictionslinie"  der  Regelfläehe,  welche 
als  Ort  der  Centralpunkte  aller  Erzeugenden  definiert 
wurde,  die  küraesten  Abstände  AB  auf  einander  folgender  Erzeugen- 
den nicht   als  Elemente  enthält, 

§,  12. 

Denken  wir  uns,  um  zu  weiteren  Eesultatsn  zu  gelangen,  von 
einzelnen  Punkten  l},\,h„.  ..!)„  der  Erzeugenden  g^  die  Perpendikel 
ba,  h^a^,  h^a^,  h^a^...  auf  die  Erzeugende  g  gelallt,  so  stellen  die- 
selben die  Erzeugenden  eines  Paraboloides  dar,  als  dessen  Leitgeraden  die 
beiden  Erzeugenden  g  und  gr,  der  Eegelfläehe  betrachtet  werden  können, 
während  dessen  Eiehtebene  die  zu  der  Geraden  g  senkrechte  Ebene  B, 
ist.  Die  zweite  Eichtebene,  d.  i.  jene,  welche  dem  Systeme  g  ent- 
spricht, wird  durch  die  Ebene  P  vertreten. 

Dieses  Paraholoid  schmiegt  sich  der  Eegelfläehe  längs  der  Erzeu- 
genden g  an,  da  dasselbe  auch  die  der  letzteren  unendlich  nahe  ge- 
legene Erzeugende  g^  enthält. 


y  Google 


15 

Die  Geraden  A,  d,  d,,  S^,  ä\...,  welche  durch  die  Punkte  A, 
a,  a,,  ßg,  »g...  der  Erzeugenden  ^  parallel  zur  Sehnittgeraden 
beider  Eichtebenen  P  und  B  geführt  werden,  sind  Durch- 
messer des  Paraboloides, 

Betrachten  wir  insbesondere  die  Gerade  ^,  welche  durch  den 
Centralpunkt  Ä  der  Erzeugenden  g  parallel  zur  Sehnittgeraden 
der  ßichtebeaGn  P  und  B  gezogen  wurde.  Dieselbe  ist  zur  Erzen- 
genden g  sowohl,  als  auch  zur  Geraden  des  kürzesten  Abstandes  Ali 
senkrecht ,  mithin  auch  senkrecht  zu  der  durch  diese  beiden  Geraden 
AB  und  g  bestimmten  Tangentialebene  des  Paraboloides  im  Punkte  Ä. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  der  Durchmesser  ^  des  Parabo- 
loides zu  der  Tangentialebene  in  seinem  Endpunkte  A  normal  stehe, 
oder  mit  anderen  Worten:  dass  derselbe  die  Achse  des  Parabo- 
loides und  der,  Punkt  ^  den  Scheitel  des  Paraboloides 
darstelle, 

Ferner  wissen  wir  bereits,  dass  das  eben  betrachtete  Paraboloid 
bei  einer  rechtwinkligen  Drehung  um  g  in  das  Normalenparabo- 
loid  der  Eraeugeaden  g  übergeht.  Nachdem  aber  hierbei  der  Scheitel 
A  seine  Lage  nicht  ändert,  so  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

7.  „Der  Centralpunkt  einer  Erzeugenden  der  windschiefen 
Fläche  ist  gleichseitig  der  Scheitel  des  su  dieser  Erzeugenden  ge- 
hörenden Normalenparaboloides." 

§.  13. 

Betrachten  wir  einen  beliebigen  Punkt  a  der  Erzeugenden  g 
(Taf.  I,  Fig,  6).  Die  Tangentialebene  der  Eegelfiäche  in  besagtem 
Punkte  ist  identisch  mit  der  Tangentialebene  des  Scbmiegungs- 
paraboloides  und  als  solche  durch  die  Gerade  g  und  das  Perpendikel 
ha  bestimmt. 

Bezeichnen  wir  den  Winkel  ahß,  welchen  diese  Berührebene  mit 
der  Centralebene  (g,  AB)  bildet,  mit  6;  ferner  jenen  Winkel,  welchen 
die  Erzeugenden  g  und  g^  (oder  was  dasselbe  ist,  die  Geraden  g  und  y) 
ainsohließen,  mit  a;  den  Abstand  des  Punktes  a  vom  Centralpunkte 
A  mit  X  und  endlich  die  Länge  des  köraesten  Abstandes  AS  mit  jp, 
so  ergibt  sich  aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ahß: 

aß        Aa  .  tg.BAa        x  .  tag 
tg.ahß  =  tgQ  =  ^  ~  — — /--ff-   -  =  — -^—  : 
•>       <"        ■^  Iß  AB  p       ' 

+„Q  _  x.tge 
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Vorausgesetzt,  dass  sieh  <j  und  g'  unausgesetzt  nähern,  wird  der 
constaute  Wert  y~  ^'^  ^^^^  constante  Grenze  übergehen,  die  wir 
mit  ^bezeichnen,  so  dass  dieser  Grenzwert  einfach  durch  -^aus- 
gedrückt werden  kann.  Letzteren  pflegt  man  den  „Distrihutions- 
parameter"  oder  kurz  den  „Parameter"  der  Erzeugenden  g 
zu  nennen. 

Durch  Substitution  ergibt  sich  sonach: 

(,9  =  i 

Der  Wert  des  obbezeichneten  Parameters  ergibt  sich  immer  als 
eine  genau  bestimmbare  Strecke.  Wird  beispielsweise  9  =  45" 
gesetzt,  so  ist  ig9  =  1  und  mithin 

Dieses  Ergebnis  in  Worte  gekleidet,  erhalten  wir  den  Satz : 

8.  „Der  Parameter  einer  Erseugenäen  ist  der  Abstand  jenes 
Punktes  dieser  Ereeugenden  von  ihrem  Centralpunkte,  m  welchem  die 
Berührebene  mit  der   Centralebene  den   Winkel  von  45*^  einschließt," 

§.  14- 
Gehen  wir  in  der  eingeleiteten  Untersuchung  weiter  und  betrachten 
wir  zwei  Punkte  a  und  %  einer  Erzeugenden  g,  so  ist: 

tgQ.tg&'  =  ^. 

Sollen  die  beiden  Berührebenen  auf  einander  senkrecht  stehen, 
so  muss  bekanntlieh 

tgQ  .  tgQ'  -(-1=0 
sein.    Hieraus  folgt  aber  direct,  dass: 

K^  ^  —  X  .  x', 
d.  h.  das    Product   der   Abstände   solcher  Paare   von  Punkten, 
deren  Tangentialebenen  auf  einander  senkrecht  stehen,  von  dem  Central- 
punkte, ist  constant  und  stets  gleich  dem  Parameterquadrate 
der  batreffenden  Erzeugenden. 

Das  negative  Vorzeichen  des Productes  drückt  nichts  anderes 
aus,  als  dass  die  Punkte  a  und  a'  zu  verschiedenen  Seiten 
des  Centralpunktes  liegen. 

Diese  Eigenschaft  lässt  sich  durch  nachstehenden  Satz  zum  Aus- 
drucke bringen. 

9.  „Ordnet  man  die  durch  eine  Erzeugende  einer  Segelfläche 
gehenden  Ebenen  paarweise  rechtioinklig  einander  m,  so  dass  sie  eine 
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recMwinUige  Ehenen-InvohUion  bilden,  so  erzeugen  die  Paare  der  ihnen 
entsprechenden  BerührungspunMe  auf  der  Erzeugenden  eine  ell^tiscke 
Piinkt-InvoluUon,  deren  Centralpunkt  der  Centralpunkt  der  Erzeu- 
genden und  deren  Modul  das  Quadrat  des  Farameters  der  Erzeu- 
genden ist. " 

Zu  einem  interessanten  Resultate  führt  auch  die  Betrach- 
tung der  H  a  up  t  taugen ten  einer  windschiefen  Fläche  in  den 
Puukteu  einer  und  derselben  Erzeugenden. 

Ist  nämlich  g^  irgend  eine  beüehige  Erzeugende,  so  repräsentiert 
dieselbe  gleichzeitig  auch  die  eine  Haupttangente  der  Eläche  in  jedem 
ihrer  Punkte  a.  Die  zweite  Haupttangente  ist  hingegen  jene  Gerade, 
welche  mit  der  Fläche  außer  dem  Punkte  a  noch  zwei  unmittelhar 
auf  a  folgende  Punkte  gemein  hat,  d,  'i.  diejenige  Gerade,  welche  die 
beiden  der  Erzeugenden  g^  unendlich  nahe  gelegenen  Erzeugenden 
g^  und  g^  der  Fläche  trifft. 

Hiernach  ist  der  geometrische  Ort  der  Haupttan- 
genten  einer  windschiefen  Fläche  ia  allen  Punkten  einer 
ihrer  Erzeugenden  i/,  ein  windschiefes  Hyperboloid,  als 
dessen  Leitgeraden  die  Erzeugende  g^  und  die  derselben 
entsprechenden  Nachbarerzeugenden  g^  und  g^  augesehen 
werden  können. 

Dieses  Hyperboloid  wird  das  „Haupttangenten-Hyperbo- 
loid"  der  Erzeugenden  g^  genannt.  Dasselbe  geht  mit  der  Fläche 
längs  ^,  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  ein,  während  alle  anderen 
Schmiegungshyperholoide  die  Fläche  längs  g^  bloß  einfach  berühren. 

§.  lö. 

Kanten  oder  Torsallinien  und  Spitzen  einer  windschiefe n 

Regelfläche. 

Tritt  der  besondere  Fall  ein,  dass  sieb  irgendwo  auf  einer  wind- 
schiefen Fläche  zwei  unmittelbar  auf  einanderfolgende  Er- 
zeugenden schneiden,  so  wird  ihre  Vereinigung  eine  „Kante" 
oder  „Torsallinie"  der  Eegelfläche  genannt,  während  man 
deren  Schnittpunkt  eine  „Spitze''  der  Regelfläche  zu 
nennen  pflegt. 

Stellt  man  sieh  voi,  daw,  dei  ■Vbstand  AB  (Taf .  I,  Fig.  6)  der 
beiden  Erzeugenden  g  und  g^  immer  kleiner  und  kleiner  werde,  bis 
endlich  „als  Grenze"  em  'Schneiden  von  g  und  g^  eintritt  (man  icann 

Feseklia,  DirälBlienl»  n    pr  jectiTe  t,aoiOftrie     n  2 
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(/  nud  y  als  einen   solchen  Grenzfail   betiaehten),    so   folgt,    weil   in 
diesem  Falle  p,  mitMa  7C  ^  —  =  0  wird ,  dass  aueli 

'^9  =  ^  =  00. 

Dieses  Ergebnis  sagt  offenbar  nichts  anderes  aus,  als  dass  die 
Tangentialebene  in  jedem  Punkte  der  Torsallinie  mit 
der  Ebene  F,  d.  i.  mit  der  Ebene  jeuer  beiden  zur  Torsal- 
linie vereinigten  Erzeugenden  g  und  y  zusammenfällt, 
oder  mit  anderen  Worten,  dass  diese  Ebene  die  Kegelfläche 
längs  der  Torsallinie  berühre. 

Eine  eigenthümlicbe  Eigenschaft  besitzt  jedoch  die  Spitze*A 
der  Torsallinie-     Für  dieselbe  ist  nämlich    x  =:  0,   mithin 

Das  hiemit  gefundene  Eesultat  in  Worten  wiedergegeben,  sagt  aus, 
dass  die  Ebene,  welche  die  Kegelfläche  in  einer  Spitze 
berührt,  yoUkommea  unbestimmt  sei,  oder  dass  jede  durch 
die  Torsallinie  gehende  Ebene  die  Regelfläche  in  der 
zugehörigen  Spitze  uneigentlich  berühre. 

Eine  natürliche  Folge  dieses  Umatandes  ist  daher  auch,  dass  die 
Bei'ührungscurven  umschriebener  Kegel  durch  aämmtliche  Spitzen 
der  Eegelfläche  gehen. 

Zwischen  der  Anzahl  der  Torsallinien,  dem  Grade  und 
dem  ßange  einer  Eegelfläche  besteht  eine  Beziehung,  welche  sich 
auf  höchst  einfache  Weise  feststellen  lässt. 

Bezeichnen  wir,  der  Kürze  halber,  mit  M  den  Grad,  mit  E 
den  Rang  und  mit  T  die  Anzahl  der  Torsallinien  einer  Eegel- 
fläche. Ferner  mögen  C,  und  C^  die  Schnitte  der  Eegelfläche  mit 
xwei  beliebigen  Ebenen  £,  und  E^  vorstellen.  Besagte  Curven  werden, 
der  obigen  Voraussetzung  gemäß,  Curven  M-ter  Ordnung  und  JJ-tor 

Die  beiden  Curven  entsprechen  sich  punktweise  eindeutig, 
sobald  als  correspondierende  Punkte  a^  und  a^  solche  voraus- 
gesetzt werden,  welche  auf  derselben  Erzeugenden  der  Eegelfläche 
liegen.  Ebenso  werden  sieh  auch  die  beiden  Curven  0^  und  C^  als 
Enveloppen  ein-deutig  eu tspreehen,  wenn  man  als  correspon- 
dierende Tangenten  (,  und  t^  solche  betrachtet,  welche  die  Curven 
stets  itt  entsprechenden  Punkten  a^  und  a^  berühren. 

Weiters  werden  sich  auch  die  Tangentialebenen  T^  und  Tj 
der  Eegelfläche,    d,  i.  solche  Ebenen,  welche  dureli  t,  und  «,  a„  resp. 
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i,  und  «I  «„  bestimmt  „sind,  in  Gotspreeh  enden  Punkten  a,  und  a„  von 
C,   und  Oj  eindeutig  entsprechen. 

Diese  Paare  von  Tangentialebenen  umhüllen  zwei  Developpable 
I),  und  Du,  welche  von  den  Ebenen  E,  und  E^  in  den  Curven  C^ 
resp.  Oj  der  /J-ten  Classe  und  mitbin  auch  von  einer  beliebig  an- 
genommenen Ebene  i*  in  zwei  Curven  K,  und  K^  der  JJ-ten  Classe 
gescbnitten  werden. 

Auch  die  Tangenten  dieser  Curven  £,  und  Kg  entsprechen  sich 
ein-deutig,  da  sie  die  Schnittgeraden  der  Ebene  P  mit  den  einander 
entsprechenden  Tangentialebenen  T^  und  T^  darstellen.  Der  geome- 
trische Ort  S,  der  Durehschnittspunkte  entsprechender  Tangenten 
dieser  Curven  K,  und  K^  ist  aber  bekanntlieh  (Satz  109,  Band  II) 
eine  Curve    2ß-ter  Ordnung. 

Beröckaiehtigeu  wir  weiters,  dass  je  zwei  entsprechende  Tan- 
gentialebenen 1\  und  T^  durch  dieselbe  Erzeugende  der  Begelfläehe 
gehen,  so  ist  einleuchtend,  dass  der  vorgenannte  Ort  S  mit  dem  Schnitte 
der  Regelfläche  und  der  Ebene  P  identisch  sei. 

Nachdem  aber  der  besagte  Schnitt  von  der  Jlf-ten  Ordnung  und 
nicht,  wie  vorher  gefunden  wurde,  von  der  2iJ-ten  Ordnung  ist,  so 
folgt,  dass  der  Rest  des  Ortes  S  aus  27?  —  M  Geraden  bestehen 
müsse,  dass  also  2E—W  Paare  entsprechender  Tangenten  von  Kf 
und  JEg  in  je  eine  Gerade  zusammenfallen,  oder  mit  anderen 
Worten,  dass  es  unter  den  Punkten  der  beiden  Gurvön  C,  und  Cj, 
welche  auf  einer  und  derselben  Erzeugenden  der  Eegelfläche  liegea, 
2E — M  Paare  von  der  Beschaffenheit  gibt,  dass  die  Tangentialebenen 
der  RegelÖäche  in  denselben  die  Ebene  P  ia  einer  und  derselben 
Geraden  schneiden. 

Zu  diesen  Punktepaaren  gehören  vor  allem  jene,  welche  auf 
den  Curven  C,  und  C^  durch  die  T  Torsallinien  der  Segelfläche  be- 
stimmt werden,  sowie  ferner  jene  Punkte,  welche  beiden  Curven  C, 
und  Cj  gemeinschaftlich  sind,  d.  h.  jene  M  Punkte,  in  welchen  die 
Regelflacbe  von  der  Schnittgoraden  der  beiden  Curvenebenen  E,  und 
E„  getroffen  wird. 

Hieraus  ergibt  sich  die  Beziehung : 

T  -{-  M=2It~  M 
oder 

T=2{n—  M). 

Die  Anzahl  der  Torsallinien  einer  Eegelfläche  ist 
somit  der  doppelten  Differenz  zwischen  „Rang"  und 
-Grad"  dieser  Fläche  gleich. 
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16. 


Als  Absehluss  dieser  allgemeinen  Entwiekelungeti  wollen  wir 
noch  den  Grad  einer  Regelfläehe  {G,C^C^),  die  von  Geraden 
erzeugt  wird,  welche  drei  Eaumcurven  C„  Cj  und  C^  (oder  ebene 
Curven)  ?M,-ter,  j»j-ter  und  «ig-ter  Ordaaag  in  je  eioem  Punkte 
sehneiden,  festzustellen  suchen. 

Der  zu  suchende  Grad,  den  wir  njit  M  bezeichnen  wollen,  ist 
definiert  als  „Anzahl  der  Erzeugenden  der  Segelfläche, 
welche  eine  beliebige  Gerade  Gj  im  Kaume  schneiden", 
also  als  die  Anzahl  jener  Geraden,  welche  sowohl  die  drei  Curven  t?,, 
Cj  und  O3,  als  auch  die  Gerade  G,  in  je    einem  Punkte  treffen. 

Es  ist  an  und  far  sich  einleuchtend,  dass  diese  Geraden  auch 
als  die  Erzeugenden  jener  Eegelfläche  (C,  C^  0^)  aufgefasst  werden 
können,  welche  die  Curven  C,  und  6n  und  die  Gerade  G,  au  Leit- 
linien hat,  d.i.  als  jene  Erzeugenden  der  besagten  Eegelfläche,  welche 
gleichzeitig  auch  die  Cnrve  C^  treffen. 

Bezeichnen  wir  den  Grad  der  Regelfläche  (C,  (7j  öf)  mit  M', 
so  ist  (nach  Satz  179,  Band  II): 

M=      M'     .     «ig. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich  der  Grad  M'  der  Eegelfläche 
(C,  <?j  G-i)  als  Anzahl  der  Erzeugenden,  welche  eine  beliebige  Gerade 
(?3  treffen,  also  als  die  Anzahl  jener  Geraden,  welche  gleich- 
zeitig die  beiden  Curven  C,  und  C^  und  die  beiden  Geraden  (?,  und 
Gj  schneiden. 

Offenbar  können  diese  Geraden  wieder  als  die,  die  Cnrve  Cj 
schneidenden  Erzeugenden  jener  Kegelfiäcbe  (0,  G,  G^),  welche  C„  Q, 
und  (?4  zu  Leitlinien  hat,  betrachtet  werden. 

Ist  daher  der  Grad  der  Eegelfläche  (C,  G,Ga)  gleich  M", 
so  ist 

M'  =  M"  .  m^. 

Ersetzt  man  in  ähnlicher  Weise  auch  noch  die  dritte  Leitcurve 
Cg  durch  eine  Gerade  Gg,  so  findet  man,  dass  der  Grad  M"  der 
Eegelfläche  (CiGiG^)  gleich  ist  der  Anzahl  jener  Erzeugenden 
des   Hyperboloides    {G^G^G^,  welche  die  Curve  C,  schneiden. 

Diese  Zahl  M"  ist  aber  (mit  Eücksicht  auf  Satz  179,  Band  II, 
und  §.  19,  Band  III),  gleich  2»».     Man  erhält  daher: 

ilf  =  JM' .  mg  =  M"  .  mg  .  m^  =  2m^  .  m^  .  m^. 

Dies  gilt  jedoch  nur  insolange,  als  die  drei  Leitcurven  C,,  G^ 
und  C^  keine  gemeinschaftlichen  Punkte  besitzen. 
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Setzen  wir  nun  aber  voraus,  die  Anzahl  der  gemeiiisehaft- 
lichen  Punkte  vonC,  uad  Cn,  C^  und  C^,  0^  und  C4  seien  beziehungs- 
weise Sj,  s,  und  Sj. 

Betrachten  wir  einen  der  Punkte,  etwa  s.^,  welche  den  Carven 
C,  und  Cj  gemeinscbaftiich  sind,  als  Scheitel  eines  Kegels,  dessen 
Leitlinie  durch  die  dritte  Curve  C^  dargestellt  wird,  so  ist  klar,  dass 
die  Erzeugenden  dieses  Kegels,  nachdem  sie  (7,,  C^  und  C^  schneiden, 
sämmtlich  als  uueigentliehe  Erzeugenden  der  Eegelfläche  (C|CjC3) 
aufzufassen  sind.  Dieser  Kegel,  welcher  von  der  mg-ten  Ordnung  ist, 
vermindert  daher  die  vorgefundene  Gradzahl  der  eigentlichen 
Regelfläche  um  m^  Einheiten. 

Der  obigen  Voraussetzung  gemäß,  erhalten  wir  aber  s^  solcher 
Kegel  mg-ter  Ordnuög,  ferner  Sg  Kegel  m^-ter  Ordnung  und  s,  Kegel 
M!,-ter  Ordnung,  so  dass  man  als  „Grad"  der  eigentlichen  wind- 
schiefen Eegelfläche  (G,  Cg  CJ  die  Zahl: 

M  =  2m,  m„  m^  —  Sj  m^  —  s^  m^  —  s^  m^ 
findet. ') 


IX.  Capitel. 
Regelflächen  dritten  Grades. 

§.  17. 

Flächen  dritter  Ordnung  nennen  wir  jene,  weiche  von  einer 
Geraden  in  drei  Punkten  geschnitten  werden,  oder  was  das- 
selbe ist,  deren  ebener  Schnitt  eine  Curve  dritter  Ordnung  ist. 

Eine  Curve  dritter  Ordnung  kann  nur  einen  einzigen  Doppel- 
punkt besitzen,  denn  wäre  diese  Behauptung  nicht  begründet,  kämen 
derselben  also  etwa  zwei  Doppelpunkte  zu,  so  würde  eine  durch  die 
letzteren  gezogene  Gerade  mit  der  Curve  bereits  vier  Punkte  gemein 
haben,  was  mit  der  gegebenen  Definition  im  Widerspruche  steht. 

Hieraus  folgt  aber,  da  bekanntiicb  die  Doppelpunkte  der 
ebenen  Schnitte  einer  krummen  Fläche  jene  Punkte  sind,  in  welchen 
die  schneidende  Ebene  die  Doppeleurve  der  Fläche  trifft, 
dass  eine  Fläche  dritter  Ordnung  auch  nur  eine  einzige  Doppel- 
gerade besitzen  könne. 

Hätte  besagte  Fläche  eine  Doppeleurve  von  höherer  als  der  ejsten 
Ordnung,    so  besäße  auch  der  ebene  Sehuitt  mehr  als  einen  Doppel- 
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pnnkt,    was   offenbar  unmöglich  ist.     Hiernacli  folgt  unmittelbar   der 
Satz : 

10.  „Besiist  eine  Flachs  dritter  Ordiiuny  eine  Doppellinie,  so 
kann  diese  letztere  nur  eine  Gerade  seiw." 

§.  18. 

Nehmen  wir  an,  dass  eine  Fläche  dritter  Ordaung  in  der 
That  eine  Doppelgerade  besitze. 

Legt  man  durch  die  vorerwähnte  Doppelgerade  eine  Ebene,  so 
wird  diese  die  Fläche  ia  einer  Curve  dritter  Ordnung  schneiden,  von 
welcher  die  D  o  p p  el g  e  rad e  selbst  einen  Bestandtheil  zweiter 
Ordnung  repräsentiert. 

Der  Kest  des  Schnittes  kann  daher  nur  eine  Linie  erster 
Ordnung  sein,  oder  mit  anderen  Worten:  jede  durch  die  Doppelgerade 
geführte  Ebene  hat  mit  der  Fläche,  außer  dieser  Doppelgeraden,  nur 
eine  einfache  Gerade  gemein.  Besagte  Fläche  enthält  daher  un- 
endlich viele  gerade  Linien,  welche  die  Doppelgerade  schneiden  und 
in  verschiedenen  Ebenen  liegen.  Die  Fläche  ist  somit  eine  Eegel- 
f lache  und  es  besteht  daher  der  Sata: 

11.  „Besitzt  eine  Fläche  dritter  Ordnung  eine  Doppelgerade,  so 
ist  sie  nothwendig  mie  Begdfiäche,* 


Es  lässt  sich  jedoch  auch  umgekehrt  zeigen,  dass  jede  Kegel- 
fläche  dritten  Grades  von  der  eben  festgestellten  Beschaffenheit  sei, 
d.  h.  dass  jede  derselben  eine  Doppelgerade  enthalten  müsse. 

Seien  also  (/,,  g^,  g^  und  g^  (Taf.  I,  Fig.  7)  vier  beliebige  Er- 
zeugenden einer  Kegelfläche  dritten  Grades.  Selbstverständlich  dürfen 
die  bezeichneten  Geraden  keinem  Hyperboloide  angehören,  da  sonst 
jede  Erzeugende  des  zweiten  Systems  dieses  Hyperboloides  auch  der 
fraglieiien  Regelfläche  angehören  würde. 

Es  würde  nämlich,  wenn  die  Möglichkeit  des  Vorangeführten  an- 
genommen werden  könnte ,  die  jeweilige  Erzeugende  des  zweiten 
Systems  mit  der  Eegelfläche  mehr  als  drei  Punkte  (die  vier  Treff- 
punkte mit  ^,,  g^,  g^,  g^  gemein  haben,  was,  nach  dem  „Principe 
von  der  Erhaltung  der  Anzahl"  (§.  10,  Band  II)  zur  Folge  hätte, 
dass   die  sämmtlichen  Punkte  derselben  der  Fläche  angehören 


Wie  bereits  bekannt,  gibt  es  zwei  Geraden  \  und  \  (reell  oder 
imaginär),  welche  die  vier  Geraden  ^f,,  g^,  g^  und  g^  schneiden.  .Jede 
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der  beiden  Geraden  hat  mit  der  Rgelfläcbe  TierPimktp,  d,  i.  beziehungs- 
weise die  Punkte  a',,  ö'^,  a'3,  a'^  und  «",,  a%,  a''^,  n^  geiueiu,  in 
welchen  jede  derselben  die  vier  Erzeugenden  ^,,  g^,  g.^  nnd  g^  trifft. 
Daraus  foJgt  aber  ohne  weiters,  daas  die  beiden  Geraden  \  und  \ 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  der  Fläche  angehören. 

Denkt  man  sich  nun  durch  eine  der  beiden  Geraden  Ä,  und  \, 
etwa  durch  \  und  durch  eine  der  Fier  Erzeugenden,  allenfalls  durch 
ff,  eine  Ebene  gelegt,  so  muss  dieselbe  die  Regelfläche  dritter  Ordnung 
noch  in  einer  Geraden  g'  schneiden. 

Tritt  der  Fall  ein,  dass  g'  mit  \  ausamraenfällt ,  so  ist  ^, 
offenbar  eine  Doppelgerade  der  Regelfläche  und  die  oben  auf- 
gestellte Betrachtung  wäre  somit  bereits  bewiesen. 

Gesetzt  aber,  g'  falle  mit  \  nicht  zusammen,  sondern  repräsen- 
tiere eine  gewöhnliche  Erzeugende  der  Regelfläehe.  Dies  angenommen, 
bilden  die  drei  Geraden  \,  g^  und  g'  den  ToUständigen  Schnitt  jener 
Ebene  mit  der  Regelöäche  und  es  muss  daher,  da  g^  und  g'  zwei  gewöhn- 
liehe Erzeugenden  der  Fläche  darstellen,  die  Gerade  h^  der  Ort  der 
Schnittpunkte  aller  anderen  Erzeugenden  der  Fläche  mit  der  genannten 
Ebene  sein.  Ebenso  findet  man,  dass  auch  die  Gerade  h^  you  allen 
Erzeugenden  der  Regelfläche  geschnitten  wird. 

Es  wurde  ferner  festgestellt,  dass  die  Ebene,  welche  durch  A, 
und  g^  gelegt  wurde,  mit  der  Fläche  noch  eine  zweite  Erzengende  g' 
gemein  habe.  Diese  letztere  kann  nun  offenbar  die  Gerade  \  in  keinem 
anderen  als  in  jenem  Punkte  «*,  sehneiden,  welchen  die  Geraden  h,, 
und  3,  gemein  haben.  Der  Punkt  a,'^^  ist  mithin  ein  Doppelpunkt 
der  Fläche. 

Das  Gleiche  gilt  von  jedem  anderen  Punkte  der  Geraden  \\ 
denn  legen  wir  durch  A,  und  eine  beliebige  andere  Erzeugende,  bei- 
spielsweise durch  jene  Erzeugende  g^,  die  h^  in  «'■'3  trifft,  eine  Ebene, 
so  enthält  diese  gleichzeitig  noch  eine  weitere  Erzeugende  g'._^,  welche 
Äj  ebenfalls  in  «"3  treffen  muss.  Hieraus  ist  direct  zu  ersehen,  dass 
wenn  die  Gerade  \  einfach  ist,  die  Gerade  \  nothwendig  eine  Dop- 
pelgerade sein  muss  und  umgekehrt.    Es  besteht  mitbin  der  Satz: 

12.  „Jede  Begelfläcke  dritten  Grades  iesitst  eine  Doppelgerade 
und  eine  einfache  Gerade,  welche  Geraden  von  sammtUcken  Erzeu- 
genden der  Fläche  geschnitten  tverden." 

Diese  nothwendige  Eigenschaft  bildet  das  Fundament  filr  alle 
folgenden  Entwiekelungen,  hauptsächlich  aber  für  jene,  welche  die 
projeeti vische  Erzeugung  der  Fläche  betreffen. 


y  Google 


§.  20. 

Betrachten  wir  diesbezüglich  die  beiden  Geraden  h,  und  /?«,  welche 
wir  voa  nun  an,  infoige  ihrer  Eigenschaft  als  beziehungsweise  dop- 
pelte oder  einfache  Leitgerade  der  Fläche,  mit  D  resp.  S 
bezeichnen  wollen,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  die  beiden  Punktreihen 
a, . . .  und  «2 ,  welche  die  Erzeugenden  der  Eegelfläche  auf  den- 
selben bestimmen  ,  in  ein -zwei- deutiger  Verwandtschaft 
stehen. 

Durch  jeden  Punkt  «,  der  Doppeigeraden  D  gehen  zwei  Er- 
zeugende der  RegeJfläehe,  welche  die  Leitgerade  S  in  zwei  verschie- 
denen Punkten  a^  und  a'^  schneiden,  die  beide  dem  Punkte  a,  auf 
D  entsprechen. 

Irgend  einem  Punkte  «^  ^^'u  ^  hingegen  entspricht  bloß  ein 
einziger  Punkt  a^  auf  1),  indem  durch  einen  Punkt  von  S  auch 
uur  eine  einzige  Erzeugende  führt.  Hiernach  erhalten  wir  den 
Satz: 

13.  „Die  Ereeuffmden  einer  Begelfläehe  dritten  Grades  bestimmen 
auf  der  Doppelgeraden  eine  ein-deuüge  und  atif  der  einfaehen  Leit- 
geraden eine  mit  der  ersteren  verwandte  swei-deutige  Eeilie." 

§.  21. 

In  gleicher  Weise  findet  man ,  dass  die  Ebenenhüschol, 
welche  die  Geraden  D  und  S  als  Achsen  haben  und  die-Eraeugenden 
der  Eegelfläche  enthalten,  ein-zwei-deutig  sind. 

Denkt  man  sich  nämlieh  durch  D  und  einen  beliebigen  Punkt 
ö,;  von  S  eine  Ebene  e^  gelegt  und  ebenso  eine  Ebene  e,  durch  S 
und  den  dem  Punkte  «^  auf  D  entsprechenden  Punkt  a.,  geführt,  so 
sehneiden  sich  diese  beiden  Ebenen  in  der  Geraden  a,  a^,  d.  i.  in  einer 
Erzeugenden  der  Kegelfläehe. 

Die  Ebenen  e[  und  e^  sind  aber  nichts  anderes  als  entspre- 
chende Ebenen  in  jenen  Ebenenbüscheln,  welche  die  beiden  Punkt- 
leihen  a, ...  und  a^...  beziehungsweise  aus  S  und  D  projicieren. 


deutig   sind, 

.    Selbstverständlich  wird 

-deutig  sein,  während  jenes 


Da  obbezeichnete  Keihen  ein -zwei- 
es auch  die  beiden  Ebenenbüschel  sein 
das  Ebenenbüschel  mit  der  Achse  D  zwei-i 
mit  der  Achse  S  ein-deutig  sein  wird.    Hiernach  gilt  der  Satz: 

14.  „Die  Ebenenbüschel,  welche  die  Doppelgerade  und  die  ein- 
fache Leitgerade  su  Achsen  haben  und  deren  entsprechende  Ebenen 
je  eine  Erseugende    der    Fläche    enthalten,   sind    ein- zwei ~äeutig 
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■cerwandt  und  zwar  ist  jenes  Ebenmbüscliel  das  siuei-äeutige,  tcdches 
die  Doppelgerade  ^ur  Ädise  /(«(." 

§.  22. 

Nachdem  festgestellt  ist,  dass  die  Erzeugenden  einer  liegel- 
fläche  dritten  Grades  auf  den  beiden  Leitgeraden  zwei  „ein- 
awei-deutige  Punktreilieii"  und  mit  den  Leitgeraden  awei 
„ein-zwei-deutige  Ebenenbüscliel"  bestimmen ,  so  Hegt  die 
Frage  nalie,  ob  nicbt  überhaupt  die  Verbindungsgeraden 
entsprechender  Punltte  zweier  ein-zwei-deutiger  Punkt- 
reihen auf  zwei  beliebigen  sieb  kreuzenden  Trägern  oder 
die  Scbnittgeraden  entsprechender  Ebenen  zweier  ein- 
zwei  -  deutiger  Ebenenbüschel  mit  sieh  kreuzenden 
Achsen   eine  Begelfläche  dritten  Grades   erzeugen. 

Seien  diesbezüglich  D  und  S  zwei  beliebige  sich  kreuzende  Geraden 
im  Baume.  Die  erstere  D  sei  die  Achse  eines  zwei-deutigen  Ebenen- 
büschels, die  zweite  S  dagegen  stelle  die  Achse  eines  mit  diesem  ver- 
wandten ein-döutigen  Ebenenbüschels  dar. 

Suchen  wir  den  Grad  der  Regeifiäche,  welche  von  den 
Schnittgeraden  entsprechender  Ebenen  dieser  beiden  Büschel  erzeugt 
wird,  d.  h.  bestimmen  wir  die  Anzahl  der  Eraeugenden,  welche  eine 
beliebige  Gerade  l  im  Baume  schneiden. 

Die  beiden  Ebenenbüschel  1)  und  S  schneiden  die  Gerade  l  in 
zwei  ein-awei-deutigen  Punktreihen,  welche  nach  dem  Ohas- 
les'sehen  Correspondenzsatze  ä  -|-  1  =  3  Doppelpunkte  haben.  Durch 
jeden  dieser  Punkte  gehen  zwei  ent^sprecheude  Ebenen  der  beiden 
Büschel,  also  eine  Erzeugende  der  Begelfläche;  diese  letztere  ist  daher 
Tom  dritten  Grade-    Wir  gelangen  demgemäß  au  dem  Satae: 

15.  „Die  SchiiÜgeraden  entsprechender  Ebenen  zweier  ein- 
swei-deutiger  Ebenenhüschel  mit  etvei  'beliebigen  sich  nicht  schneidenden 
ÄcJhsen  erzeugen  stets  eine  Begelfläche  drüten  Grades. 

Die  Achse  des  zwei-deutigen  Büschels  ist  die  Doppelgerade  der 
Eegelfläehe,  während  die  Achse  des  ein-deutigen  die  einfache  Leit- 
gerade ist." 

Die  Untersuchung  für  den  aweitangeführten  Fall  braucht  nicht 
selbständig  geführt  zu  werden;  denn  die  Begelfläche,  welche  durch 
die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  aweier  ein  -  zwei- 
deutigen Beihen  auf  sich  kreuzenden  Trägern  erzeugt 
wird,  ist  identisch  mit  derjenigen  Eegelfläehe,  die  durch 
die  Schnitte  entsprechender  Ebenen  jener  ein-zwei-deu- 
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tigen  Ebenenbüschel  hervorgebracht  wird,  welche  die  Träger  der 
beiden  Reihen  au  Achsen  haben  und  deren  jedes  die  Punktreibe  aus 
dem  anderen  Träger  projieiert.  Besagte  Fiäche  ist  daher  gleiehfaUs 
Tom  dritten  Grade.    Es  gilt  hiernach  der  Satz: 

16.  „Die  VerbinäMngsgeraden  entsprecJiender  Funkte  zweier  ein- 
ztoei-deutigen  PunJetreihen  auf  zwei  sich  nicht  schneidenden  Trägern 
im  Haume  ist  stets  eine  Begelßäche  dritten-  Grades. 

Der  Träger  der  ein-deiitigen  Beihe  ist  die  doppelte  und  jener 
der  siBei-äeutigen  Reihe   die   einfache  Leitgerade  dieser  Begelfläche.'^ 

§.  23. 

Im  folgenden  wollen  wir,  der  Kürze  halber,  zwei  geometrisch 
verwandte  Grundgebilde  erster  Stufe  (Punktreibe,  Strablen- 
büschel,  Ebenenbüschel),  wovon  das  eine  ein-deutig,  das  andere  zwei- 
deutig ist,  beziehungsweise  als  (1,  2)  -  Punkteorrespondenzr 
(1,  2)- Strahlen  cor  respondenz  und  (1,  2)-Ebeneneorrespon- 
denz  bezeichnen. 

Bevor  wir  jedoch  unsere  Betrachtungen  fortsetzen,  mag  an 
dieser  Stelle  noch  ins  Gedächtnis  gerufen  werden,  dasa  zwei  Gruüd- 
gebilde  erster  Stufe,  welche  in  einer  {m,  «)-Correspondenz  stehen, 
durch 

mn  -]-  m  -{-  n 
Paare  entsprechender  Punkte  vollständig  bestimmt  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  zur  Fixierung  einer  {I,  2) -Correspondeiizt 
1.24-2+1=^5  Paare  entsprechender  Elemente  nSthig  und  hin- 
reichend sind. 

Eenier  ist  bekannt,  dass  ein  m-deutiges  Grundgebilde  erster 
Stufe  2{m — 1)  Doppelpunkte  besitzt;  es  kömmt  sonach  2(m—l)- 
mal  vor,  dass  je  zwei  Punkte  von  m  coincidieren. 

Ein  a wei-deutiges  Grundgebiide,  welches  nichts  anderes 
als  eine  quadratische,  gewöhnliche  Punkt-,  Strahlen-  oder 
Ebenen-Involution   vorstellt,  hat  daher  zwei   Doppelpunkte. 

§.  24. 
Denken  wir  uns  daher,  so  wie  früher,  vier  beliebige  Erzeugende 
Si)  9i'  ffi  Iß*!  9*  einer  ßegelfläehe  dritten  Grades  gegeben,  so  wissen 
wir,  dass  die  beiden  Geraden  J)  und  S,  welche  diese  vier  Erzeu- 
genden sehneiden,  die  beiden  Leitgeraden  dieser  Eegelfläche  dar- 
stellen. 
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Hiedurch  ist  die  letztere  aber  noüb  keiueswegs  bestimmt;  denn 
einerseits  steht  uns  die  Wahl  frei,  die  Gerade  1>  oder  S  als  Doppei- 
gerade zu  betrachten  und  andererseits  ist,  sobald  man  sich  auch  för 
eine  der  Geraden,  etwa  für  D  als  Doppelgerade  entschieden  hat,  die 
(1,  2)-Correspondenz  auf  D  und  S  Eoch  nicht  vollständig  fixiert,  da 
zu  derselben  fünf  Paare  entsprechender  Elemente  gehören,  während 
die  vier  Erzeugenden  g  bloß  vier  solcher  Paare  a\,  «',;  »'3,  a^j;  a\,  a'^; 
a\,  a*4  liefern. 

Mau  kann  hiernach  ein  beliebiges  fünftes  Paar  entsprechender 
Punkte  a'^,  a\  wählen,  um  die  Fläche  vollkommen  bestimmt  zu 
machen,  oder  was  anf  dasselbe  hinausläuft,  einen  beliebigen  Puukt  P 
der  Fläche  anaehmen.  Durch  diesen  Punkt  P  muss  nämlich  eine  Er- 
zeugende ^5  der  Begelfläche,  d.  i.  eine  Gerade  gehen,  welche  sowohl 
D  als  auch  S  schneidet  und  somit  ein  Paar  entsprechender  Paukte 
a'j,  «''g  der  (1,  2)-Correspondenz  liefert. 

Wir  gelangen  hiernach  zu  dem  Resultate,  dass  durch  vier 
sich  kreuzende,  nicht  anf  einem  Hyperboloide  liegende 
Geraden,  welche  die  Erzeugenden  einer  RegelÖäche  dritten  Grades 
bilden,  zwei  Scharen  der  eben  genannten  Flächen  gehen, 
je  nachdem  man  die  eine  oder  die  andere  jener  beiden  Geraden  D 
und  jS,  welche  alle  vier  gegebenen  Geraden  schneiden,  als  Doppel- 
gerade annimmt. 

Ans  jeder  dieser  Scharen  wird  eine  einzige  Fläche  bestimmt, 
sobald  die  Bedingung  hinzugefügt  wird,  dass  dieselbe  durch  einen 
gegebenen  Punkt  zu  führen  sei. 

§.  25. 

Betrachten  wir  zwei  Flächen,  welche  der  nämlichen  Sciiar 
angehören;  dieselben  müssen  sich  in  einer  Curve  3  .  3  =  9-ter  Ord- 
nung schneiden. 

Besagte  Carve  zerfällt  folgendermaßen.  Vor  allem  besitzen  die 
beiden  Flächen  vier  gemeinschaftliche  Erzeugenden  (/,,  j/j 
g^  und  g^;  ferner  haben  sie  die  einfache  Leitgerade  S  gemeinsam. 
Diese  Geraden  repräsentieren  zusammen  einen  Schnitt  best  an  dtheil 
fünfter  Ordnung.  Weiters  besitzen  beide  Flächen  auch  die  näm- 
liche Doppelgerade  D,  welche  im  Schnitte  als  Ort  der  2,2  =  4-ten 
Ordnung  zählt. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  geht  uumittelbar  hervor,  dass 
die  beiden  Flächen,  außer  den  Leitgeraden  J)  und  S  und  dea  vier 
Erzeugenden  S'i  •  •  •ff4'  keine  weiteren  Punkte  mehr  gemein  haben. 
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Nehmen  wir  hingegen  zwei  Flächen  verschiedener  Scharen, 
<I.  i.  eine  Fläche  mit  der  Doppelgeraden  D  und  eine  andere  Fläche 
mit  der  Doppelgeraden  S  an,  so  zeriallt  der  Schnitt  9-ter  Ordnung  in 
nachstehender  Weise. 

Die  beiden  Flächen  haben  wieder  vier  Erzeugende  ß,,  ^j,  ^,., 
'lud  Si  gemein,  welche  zusamnaen  einen  Ort  der  vierten  Ord- 
nung repräsentieren.  Ferner  fällt  die  Doppelgerade  der  einen  Fläche 
mit  der  einfachen  Leitgeraden  der  anderen  zusammen  und  repräsen- 
tiert daher  im  Schnitte  einen  Ort  zweiter  Ordnung.  Die  beiden 
Leitgeraden  zählen  somit  im  Schnitte  ebenfalls  vierfach.  Hieraus 
folgt  aber,  dass  die  beiden  Flächen  noch  eine  Linie  erster  Ordnung, 
d.  i.  eine  Erzeugende  gemein  haben   müssen. 

Diese    Betrachtungen  zusammen gefasst  ergeben   folgende  Sätze: 

17.  „Durch  vier  sich  Jcreusende  Geraden,  welche  keinem  Hyper- 
boloide angehören,  gehen  eteei  Scharen  von  Segelfiächen  dritter  Ord- 
nung, welche  die  beiden  Trcmsversälgeraden  der  gegebenen  vier  Geraden 
m  Leitgeraden  haben.  Die  eine  dieser  Transversalen  ist  in  der  einen 
Schar  die  doppelte,  in  der  anderen  Schar  dagegen  die  einfache  Leit- 
gerade. Ziüci  Flächen  der  einen  Schar  haben  außer  den  genannten 
Sechs  Geraden  keine  weitere  Linie  gemein;  swei  Flächen  aber,  welche 
verschiedenen  Seharen  angehören,  haben  außer  den  genannten  sechs 
Geraden  noch  eine  Erzeugende  gemeinsam. 

Durch  einen  beliebigen  Purütt  im  Baume  geht  nur  eine  Fläche 
einer  jeden  Schar;   beide  Seharen  sind  somit  insbesondere  Flächen- 


Nachdem  jede  Erzeugende  der  Regelfläche  durch  Angabe  eines 
Punktes  vollkommen  bestimmt  ist,  sobald  die  beiden  Leitgeraden  be- 
kannt sind,  so  gelten  noch  folgende  Specialsätze: 

18.  „Durch  vier  Fmikte  lassen  sich  unendlich  viele  Megelßächen 
dritter  Ordnung  legen,  welche  swei  gegebene  Geraden  als  Leitgeraäen 
besitzen." 

19.  „Durch  vier  Gerade  und  einen  PunU  gehen  immer  swei 
PegeJßächen  dritten  Grades.'^ 

20.  „Durch  fünf  Funkte  gehen  swei  Begelßäcken  dritten  Grades, 
welche  swei  gegebene  Geraden  als  Leitgeraden  besUeen.'^ 

Ändere  als  die  eben  besprochenen  Erzeugungsweisen  der  E egel- 
flächen dritten  Grades  ergeben  sieh,  sobald  man  die  ebenen 
Schnitte  derselben  in  Betracht  zieht. 
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§■  27. 

Irgend  eine  beliebige  Ebene  schneidet  die  Kegelfläche  dritter 
Ordnung  in  einer  Curve  dritter  Ordnung,  deren  Doppelpunkt  mit  jenem 
Punkte  zusammenfällt,  in  welchem  die  schneidende  Ebeae  von  der 
Doppelgeraden  B  getroffen  wird.  Der  Punkt  dagegen,  in  weieiiem 
die  selmeidende  Ebene  die  einfache  Leitgerade  trifft,  ist  ein  gewöhn- 
licher Punkt  der  Schnittcurve  dritter  Ordnung. 

N"ehmen    wir  daher   als    L  e  i  t  e  u  r  v  e  n    für  eine  windschiefe 
Fläche  an: 
a)  Eine  beliebige  ebene  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppel- 
punkte (l\ 
h)  eine  Gerade  D,  welche  durch  diesen  Doppelpunkt  d  geht,  und 
c)  eine  zweite  Gerade  ä,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  der 
Curye  führt, 
so  wird  offenbar  jene   Fläche,    welche   von  den  diese  drei  Leitlinien 
schneidenden  Geraden  gebildet  wird,   eine  Kegelfläche  dritten 
Grades   sein. 

Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptung  kann  mao  sich  auch 
leicht  vermittelst  der  von  Cremona  herrührenden  allgemeinen  Me- 
thode überzeugen. 

Sind  nämlich  C^,  C^  and  C^  drei  Leitlinien  von  den  bezüglichen 
Ordnungen  m^,  m^  und  mg,  und  wird  vorausgesetzt,  dass  m,  und  m^, 
Sa  Punkte;  m^  und  m,,  s,  Punkte  und  endlich  m^  und  m„  Sg  Punkte 
gemein  haben,  so  ist  der  Grad  der  durch  diese  Leiteurven  erzeugten 
Eegelfläehe  bekanntlich  (§.  16)  gleich: 

Wenden  wir  diese  Formel  auf  den  vorliegenden  Fall  an,  so  ist 
jKj  =:  3 ;  »ij  =  1 ;  JWg  ^  1.  Da  die  eine  Leitgerade  (Gj)  durch  den 
Doppelpunkt  d  der  Leitcurve  {C{)  dritter  Ordnung  geht,  so  ist 
Sg  =2;  da  ferner  die  zweite  Leitgerade  {8  oder  C^)  mit  der  Curve 
einen  Paukt  gemein  hat,  so  ist  8^  =  1  und,  da  sich  die  Leitgeraden 
nicht  sehneiden,  ist  S[  =  0. 

Diese  Werte,  in  die  obige  Gleichung  eingesetzt,  ergeben,  für  den 
Grad  der  Eegelfläehe: 

Jf=2. 3. 1.1  —  0  —  1-2  =  3. 

Hieraus    folgt    somit    die   uachstehende    Bestimmungs weise   der 


21.  „Eine  Begelfläche  dritten  Grades  ist  vollJcommen 
sobald  als  Leitlinien  derselben  eine  ebene  Curve  dritter 
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dhem  DoppelpunMe ,  eine  dv/rch  diesen  DoppelpunM  gehende  Leü- 
gerade  und  eine  eweite  durch  einen  heliehigen  Gurvenpunht  gehende 
Leügerade  gegeben  sind.  Die  erste  der  leiden  Leitgeraden  ist  die 
Doppelgerade  der  Fläche.'^ 

§.  28. 

Wird  eine  Regelüäche  dritten  Grades  durch  eine  belisbige  Ebene 
nach  einer  Curve  C^  der  driften  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  d 
geschnitten  und  ist  S  die  einfache  Leitgerade  der  Fläche,  welche  die 
genannte  Curve  C  in  einem  Punkte  s  trifft,  so  ist  leicht  einzusehen, 
dass  die  Erzeugenden  der  Kegelfläche  auf  der  Corve  C^  und  auf  der 
Leitgeraden  S  zwei  projectivische  (d.  h.  ein-dentig  verwandte)  Pankt- 
reihen  erzeugen. 

Denn  durch  jeden  Punkt  von  S*  sowohl,  als  auch  durch  jeden 
Punkt  von  C^  geht  nur  eine  einzige  Erzeugende;  es  entspricht 
somit  einem  Punkte  der  einen  Reiiie  immer  nur  ein  einziger 
Punkt  der  anderen  Keihe  «nd  umgekehrt. 

Eine  hesondere  Eigenschaft  zeigt  hiebet  der  Punkt  s,  in  welchem 
sich  C^  und  S  sehneiden. 

Da  nämlich  durch  diesen  Punkt  eine  Erzeugende  führt,  so  reprä- 
sentiert derselbe,  als  ein  Punkt  von  jS  und  gleichzeitig  als  ein  Punkt 
von  0^  aufgefasst,  ein  Paar  entsprechender  Punkte.  Diese 
Eigenschaft  führt  direct  zu  der  folgenden  Erzeugungsweise  für  die 
Eegelflächen  dritten  Grades : 

SS.  „Sinä  auf  einer  Curve  dritter  Ordmmg  mit  einem  Doppel- 
pmikte  und  auf  einer  diese  Curve  in  einem  Punkte  s  schneidenden 
Geraden  etvei  projectivische  PwnJdreilten  derart  gegeben,  dass  de>~ 
Pu/nkt  s  sich  selbst  entspricht,  so  erzeugen  die  Verbütdungsgeraden 
entsprechender  Punkte  dieser  Peihen  eine  Pegelfläche  dritten  Grades, 
für  tmilche  der  Träger  der  geraden  PunUreihe  die  einfache  Leitgerade 
repräsentiert.^ 

§.  29. 

Stellt  C^  wieder  einen  ebenen  Schnitt  einer  Regelfläche  dritten 
Grades,  D  die  durch  dessen  Doppelpunkt  d  gehende  Doppelgerade 
und  jS'  die  durch  irgend  einen  Punkt  s  der  iSohnittcurve  führende 
einfache  Leitgerade  dar,  so  gehen,  wie  bekannt,  durch  jeden  Punkt 
a  von  D  zwei  Erzeugenden  g„  und  g'a,  welche  die  Curve  C^  in  zwai 
verschiedenen  Punkten  a  und  cc'  treffen.  Nachdem  jedoch  die  beiden 
Erzengenden   f/„  und  g'a  ia   einer  und  derselben  durch  S  gehenden 
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Ebene  liegm,  so  geht  die  Vürbindmigygeräde  der  Tunkte  a  und  a' 
nothwendig  durch  den  Punkt  s. 

Jedem  Punkte  a  der  Geraden  D  entsprechen  daher  auf  C^  zwei 
Punkte  a  und  a',  deren  Verhindungsgerade  durch  den  festen  Punkt  s 
auf  C^  geht. 

Die  unendlich  vielen  Paare  von  Punkten  a.  und  a'  bilden 
somit  eine  centrale  iavolutorische  Punktreihe,  deren  Cen- 
trum  der  Punkt  s  ist, 

Durch  den  Doppelpunkt  d  von  C^  gehen  ferner,  da  derselbe 
einen  Punkt  der  Geraden  B  darstellt,  ebenfalls  zwei  Erzeugende  der 
Kegelfläcbe,  welche  die  Curve  C*  in  eben  demselben  Punkte  d  treffen. 
Dem  Punkte  d,  als  Punkt  der  geraden  Panktreihe  D  betrachtet,  ent- 
sprechen somit  in  der  vorgenannten  centralen  Involution  auf  0^ 
zwei  mit  d  zusammenfallende  Punkte. 

Durch  einen  Punkt  a  der  Curve  G^  hingegen  geht  nur  eine 
einzige  Erzeugende  der  Regelfiäche,  nänalich  die  Gerade,  welche  sowohl 
X>  als  auch  S  sehneidet;  es  entspricht  daher  jedem  Punkte  «  der 
Curve  C^  nur  ein  einziger  Punkt  a  auf  D,  d.  h.  die  Pnnktreihe 
auf  1)  ist  ein-deutig.  Hieraus  folgt  die  nachstehende  für  eine 
Kegelfläehe  dritter  Ordnung  giltige  Erzeugungsweise: 

23.  „Ist  auf  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  eine  centrale 
FunJctmvolution  gegeien,  d.  i.  eine  solche,  für  welche  die  YerUndungs- 
geraden  conjugterter  Punkte  durch  einen  und  denselben  CurvenpunU 
■s  gehen,  und  ist  weiters  auf  einer  durch  den  Doppelpunkt  d  der  Cttrve 
(fehenden  Geraden  D  eine  ein-deutige  Funlctreike  derart  gegä>en,  dass 
dem  Punlcte  d  derselben  in  der  vorgeitannten  Involution  toieder  der 
FunJd  d  entspricht,  so  erseugen  die  VerUndungsgeraden  entsprechen- 
der Ptmkte  beider  Beihen  eine  Begelßäche  dritten  Grades,  deren 
Doppelgerade  der  Träger  D  ist  und  deren  einfache  Leitgerade  dwch 
den  CentralpunJä  der  auf  C^  liegenden  Involution  geht." 

§■  30. 

Bevor  wir  in  unseren  diesbezüglichen  Untersuchungen  weiter 
vorgehen,  möge  noch  Folgendes  ins  Gedächtnis  zurückgerufen  werden. 

Jede  Ebene,  welche  durch  eine  Erzeugende  einer  windschiefen 
Fläche  geht,  stellt,  wie  wir  bereits  wissen,  eine  Berührungsebene 
der  Fläche  in  einem  Punkte  dieser  Erzeugenden  dar. 

Ist  die  Begeifläche  von  der  w-ten  Ordnung,  so  zerfällt  der  Schnitt 
derselben  mit  der  genannten  Beriihrungsebene  in  die  Erzeugende  des 
Berührungspunktes   und  in  eine  Curve    (n  —  l)-ter    Ordnung.    Die 
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letztere  trifft  die  Erzeugende  in  (n  —  1)  Punkten,  welche  sämmtllch 
Doppelpunkte  des  Schnittes  repräsentieren.  Einer  dieser  Doppel- 
punkte ist  offenbar  der  Berührungspunkt,  welcher  bei  der  Drehung 
der  Bemhrebeae  um  die  Erzeugende  diese  letztere  durchläuft;  die 
übrigen  {n  —  2)  sind  wirkliche  Doppelpunkte,  welche  die  Schnitt- 
punkte der  Doppelcurre  der  Kegelfläche  mit  der  Erzeugenden  dar- 
stellen und  daher  bei  der  Drehung  der  Berührebene  um  diese  Er- 
zeugende ihre  Lage  nicht  ändern.  Wir  gelangen  demnach  zu  dem 
Satze : 

M.  „Wird  durch  eine  Erzeugende  einer  Eegelfläche  n-ten  Grades 
eine  heliebige  Ebene  gelegt,  so  schneidet  diese  die  Fläche  noch  in  einer 
Curve  {n  —  l)-ter  Ordmmg,  welche  die  Erseugdnde  außer  in  dem 
Seruhrungspunhte  noch  in  jenen  (n  —  3)  fesien  Punkten  trifft,  welche 
die  betreffende  Erzeugende  mit  der  Doppelcurve  der  Fläche  gemein  hat." 

§.  31. 

Wenden  wir  dea  vorstehenden  Satz  insbesondere  auf  die  ßegel- 
fläche  dritten  Grades  an  und  denken  wir  uns  zu  diesem  Behufe  durch 
eine  Erzeugende  einer  Segelfläche  dritten  Grades  eine  beliebige  Ebene 
gelegt,  d,  i.  eine  Ebene  geführt,  welche  keine  der  Leitlinien 
enthält,  so  muss  der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Fläche  eine  CurFß 
dritter  Ordnung  sein,  welche  in  die  eben  genannte  Erzeugende 
und  einen  Kegelschnitt  zerfällt. 

Besagter  Kegelschnitt  ist,  den  gemachten  Voraussetzungen  zufolge, 
stets  ein  eigentlicher  Kegelschnitt,  zerfällt  also  nicht  in  zwei 
Geraden. 

Wäre  letzteres  möglich,  so  müsste  mindestens  eine  der  beiden 
Geraden  eine  Erzeugende  sein.  Da  aber  die  Erzeugende  einen  Punkt 
mit  der  einfachen  Leitgeraden  gemein  hat,  die  schneidende  Ebene  hin- 
gegen bereits  einen  Punkt  der  letzteren  enthält,  so  würde  die  ein- 
fache Leitgeiade  ebenfalls  in  der  sohntidendi.n  Ebene  liegen  müssen, 
was  gegen  die  Yoraussetzung  verstoßt 

Nach  dem  vorher  aufgestellten  Satze  trifft  dieser  Kegelschnitt 
die  in  seiner  Ebene  liegende  Erzeugende  in  zwei  Punkten,  von  welchen 
der  eine  den  Berührungspunkt  der  Eegelflache  mit  dieser  Ebene  dar- 
stellt, der  zweite  aber  gleichzeitig  jener  Punkt  ist,  in  weichem  die 
Erzeugende  die  Doppelgerade  der  Fläche  schneidet. 

Es  ergibt  sich  mithin  der  Satz: 

25.  „Jede  durch  eine  Ergeugende  einer  Kegelfläche  dritten  Grades 
"beliebig  gelegte  Ebene  hat   mit  der  Fläche  außer  dieser  Erzeugenden 
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noch  einen  Kegelschnitt  gemein,  welcher  durch  den  Schnittpunkt  der 
Erzeugenden  mit  der  DoppeJgeraden  geht." 

Mit  der  eiufa,eheii  Leitgeraden  liat  der  Kegeisehnitt  keinen 
Pnnkt  gemein,  da  er  sonst  die  in  seinerEbene  liegende  Erzeugende 
in  drei  Punkten  treffen  würde.  Man  kann  daher  auch  den  Satz  in 
folgender  Form  aussprechen: 

36,  „Auf  einer  Regelfiäche  dritten  Grades  liegen  unendlich  viele 
Kegelschnitte,  deren  jeder  die  Doppelgerade  in  einem  Punkte,  die  ein- 
fache Leitgerade  hingegen  gar  nicht  trifft." 

Hieraus  ergibt  sich  weiters  noch  nachstehende  Eraeugungsweise 
für  eine  Kegelfläehe  dritten  Grades: 

87.  „  Werden  als  Leitlinien  einer  windschiefen  Fläche  ein  Kegel- 
schnitt, eine  denselben  schneidende  und  eine  denselben  nicht  schnei- 
dende Gerade  angenommen,  so  ist  diese  Fläche  vom  dritten  Grade." 

Von  der  Richtigkeit  des  Gesagten  überzeugt  man  sich  auch  direet 
durch  die  bereits  mehrfach  citierte  Formel: 

üf  =  2  m,  m^  »Mj  —  s,  MJ,  —  s^  m^  —  Sj  m^. 

Es  ist  diesfalls  nämlich:  m,  =  2;  m^^=m^=^l  und  s,  =  Sjj-=0; 
Sj  =:  1,   mithin: 

JH=2.2.1.  1—0  —  0—1  =  3. 

§.  32. 

Legen  wir  durch  jede  der  zwei  willkürlich  gewählten  Erzeugenden 
g,  und  ffs  einer  ßegelfläche  dritten  Grades  eine  beliebige  Ebene  P^ 
resp.  P^,  so  werden  diese  Ebenen  die  Fläche  beziehungsweise  noch  in 
zwei  Kegelschnitten  -ST,  and  K^  schneiden,  welche  je  einen  Punkt  mit 
der  Doppelgeraden  gemein  haben. 

Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  beiden  Kegelschnitte 
auch  einen  gemeinsamen  Punkt  besitzen. 

Die  beiden  Ebenen  P,  und  P^  schneiden  sieh  nämlich  in  einer 
Geraden  p,  welche  drei  Punkte  mit  der  Eegelfläche  gemein  haben 
muss.  Die  Gerade  p  schneidet  aber  auch  die  beiden  Erzeugenden  g, 
und  fifj  in  je  einem  Punkte  a,  und  «,,  sowie  ferner  die  beiden  Kegel- 
schnitte K,  und  Äq  beziehungsweise  in  je  zwei  Punkten  b,,  c,  und 
6i,  Cj.  Die  Gerade  p  hätte  sonach  mit  der  Fläche  secbs  Punkte 
gemein,  was  offenbar  unmöglich  ist.  Hiedurch  wird  man  aber  noth- 
wendig  zu  der  Folgerung  berechtigt,  dass  die  genannten  sechs  Punkte 
in  gewisser  Art  paarweise  ausammenfallen  müssen  und  wird  dies 
durch  nachstehende  Betrachtung  bestätigt. 
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Die  Ebene  P,  schneidet  die  Regelfläche  in  einer  ErzeugeuiJen  g, 
uad  in  einem  Kegelschnitte  K^,  weich  letzterer  den  geometrischen  Ort 
der  Schnittpunkte  von  P|  mit   allen  anderen  Erzeugenden  darstellt. 

Ist  daher  g^  eine  Erzeugende,  welche  den  Kegelschnitt  K^  in  a^ 
trifft,  so  muss  der  Schnitt  einer  durch  diese  Erzeugende  gelegten  Ebene 
mit  der  Ebene  F^  nothweadig  durch  den  Punkt  a^  gehen,  d.  h.  der 
Punkt  «,,  in  welchem  die  Schnittgerade  p  die  Erzeugende  g^  begegnet, 
ist  identisch  mit  einem  der  Punkte  &,  oder  c,,  beispielsweise  mit 
6,,  in  welchem  die  Gerade^  den  Kegelschnitt  K^  trifft.  In  gleicher 
Weise  ergibt  sich,  dass  der  Punkt  a,,  in  welchem  die  Gerade  p  die 
Erzeugende  g^  begegnet,  identisch  mit  dem  Punkte  \  sei,  in  welchem 
p  die  Curve  X,  schneidet.  Hieraus  folgt  anmittelbar,  dass  schließlich 
auch  die  beiden  anderweitigen  Punkte  c,  und  Cg,,  [in  welchen  p  die 
beiden  Kegelschnitte  K^  und  K^  trifft,  zusammenfallen,  oder  was 
dasselbe  ist ,  dass  K^  und  K^  einen  Punkt  gemein  haben 
müssen. 

Da  die  Ebenen  P,  und  Pg  durch  irgend  zwei  Erzeugende  will- 
kürlich gelegt  wurden,  so  gilt  das  eben  Bewiesene  überhaupt  für  jedes 
beliebige  auf  einer  Regelfläche  dritten  Grades  liegende  Paar  von  Kegel- 
schnitten und  es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

38.  „Zwei  heliehige  auf  einer  Eegelßäche  dritien  Grades  liegende 
Kegelschnitte  haben  eineti  gemeinschaftliclhen  Tunkt.'* 

Hieraus  fließt  (mit  Rücksicht  auf  Satz  26)  die  folgende  Erzeu- 
gungsart  einer  Regelfliäche  dritten  Grades: 

29.  ^Sind  sivei  Kegelschnitte  und  eine  Gerade  derart  gegeben, 
dass  jedes  JPaar  dieser  Linien  einen  Punkt  gemein  hat,  so  sind  die- 
selben stets  Leitlinien  einer  Eegelftäohe  dritten  Grades,  deren  Doppel- 
gerade die  genannte  Leitgerade  ist." 

Dieser  Satz  lässt  sich  wieder  vermittelst  der  allgemeinen  Glei- 
chung : 

M  :=  2m,m^mg  —  Sj  m,  —  s,  m^  —  s^  m^ 

verificieren.  Es  ist  nämlich  m,=m^  =  2;m^  =  l  und  Sj  =  Sj=:S3=l; 

folglich 

Jf=2. 2. 2.1  —  2.1  —  2.1  —  1.1  =  3. 

§.  33. 
Eine  Ebene,  welche  durch  die  Doppelgerade  D  einer  Regelfläche 
dritten  Grades  ganz  willkürlich  gelegt  wird,   trifft  die  einfache  Leit- 
gerade S  in  einem  einzigen  Punkte  a,  «nd  einen  beliebigen  auf  der 
Fläche  liegenden  Kegelschnitt  K  außer  in  dem  Punkte  d,  welchen  der 
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letztere  mit  der  Doppelgeraden  D  gemein  hat,  gleichfalls  nur  in  einem 
einzigen  Punkte  a'.  Die  Verbinduiigagerade  aa'  dieser  beiden  Punkte 
ist  sonach  eine  Erzeugende  der  Regelfläche. 

Wird  die  obgenannte  Ebene  um  die  Doppelgerade  gedreht,  so 
erzeugen  die  Punkte  a  und  a'  beziehungsweise  auf  S  und  K  zwei 
projectivische  Punktreihen,     Hiernaeh  der  Satz: 

30.  „Die  Erzeugenden  einer  Eegelfläche  dritten  Grades  iestimmen 
auf  der  einfachen  Leitgeraden  und  auf  einem  heliebigeii  Kegelschnitte 
der  Fläche  swei  projectivische  PwMÄireiÄew. " 

§.  34. 

Die  Umkehrung  dieses  Satzes  liefert  die  Cremona'sche  Erzeu- 
gungsart der  Regelfläche ; 

31.  ^Sind  auf  einer  Geraden  und  auf  einem  Kegelschnitte  0wei 
projectivische  Reihen  gegeben,  so  erzeugen  die  Verbindungsgeraden 
entsprechender  Punkte  eine  Begelftäche  dritten  Grades,  deren  einfache 
Leitgerade  die  obgenannte  Gerade  isi.'^ 

Dass  die  Umkehruug  des  vorhergehenden  Satzes  zu  dieser  Er- 
zeugungsweise führt,  kann  folgendermaßen  leicht  nachgewiesen  werden. 

Seien  K  der  gegebene  Kegelschnitt  und  S  die  gegebene  Gerade; 
die  letztere  treffe  die  Ebene  P  des  ersterea  in  einem  Punkte  s. 

Nachdem  auf  S  und  K  zwei  projeeti?ische  Punktreihen  voraus- 
gesetzt werden,  so  nehmen  wir  zwei  Paare  entsprechender  Punkte, 
beziehungsweise  a  und  a';  b  und  h'  auf  8  und  K  an  und  wählen 
fiberdies  auf  K  auch  jenen  Punkt  s',  welcher  dem  Punkte  s  auf  S 
entspricht. 

Die  drei  Geraden  ss',  aa'  und  hl'  sind  sodana  drei  Erzeugende 
jener  Eegeifläche,  welche  durch  die  Verbindungsgeraden  entsprechender 
Punkte  der  Eeihen  auf  K  und  S  erzeugt  wird.  Dass  dieselbe  vom 
dritten   Grade    sei,    geht  aus  nachstehender    Betrachtung    hervor. 

Die  Erzeugende  ss'  liegt  in  der  Ebene  des  Kegelschnittes  K 
und  wird  daher  den  besagten  Kegelschnitt,  außer  im  Punkte  s',  noch 
in  einem  zweiten  Punkte  d  treffen.  Durch  d  fuhren  wir  jene  Gerade 
J),  welche  die  beiden  Erzeugenden  aa'  und  hb'  schneidet. 

D,  S  und  K  können  nun  (nach  Satz  27]  als  Leitlinien  einer 
Kegelfläche  dritten  Grades  betrachtet  werden.  Die  Erzeugenden  dieser 
Kegelfläche  bestimmen  (nach  Satz  30)  auf  *S  und  K  zwei  projectivische 
Ileihen. 

Berflcksichtigt  man  weiters,  dass  ss',  aa',  bh',  der  Construction 
gemäß,  drei  Erzeugende  dieser  Eegeifläche  dritten  Grades  sind,    dass 
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also  s,  s';  a,a';  b,h'  drei  Paare  entsprechender  Punkte  der  von  ihren 
Erzeugenden  auf  S  und  K  gebildeten  Keiheß  darstellen,  so  folgt  un- 
mittelbar die  Identität  dieser  Reihen  mit  den  urspranglieh 
gegebenen  und  folglich  auch  die  Identität  der  beiden 
Regeiflächen. 

§.  35. 

Seien  D  wieder  die  Doppelgerade  und  S  die  einfache  Leitgerade 
einer  Eegelfläche  dritten  Grades;  sei  ferner  K  ein  beliebiger  Kegel- 
schnitt auf  der  Fläche  selbst,  welcher  die  Doppelgerade  D  in  einem 
Punkte  d  treife  und  sei  endlich  s  der  Schnittpunkt  von  S  mit  der 
Kbene  des  Kegelscbuittes  K. 

Legt  man  durch  die  einfache  Leitgerade  S  eine  Ebene  P,  welche 
die  Doppeigerade  B  in  einem  Punkte  a  und  den  Kegelschnitt  K  in 
zwei  Punkten  a  und  a',  deren  Verbindungsgerade  «,  a'  selbstver- 
ständlich dnrch  s  geben  muss,  trifft,  so  sind  aa  und  aa'  zwei  Erzeu- 
gende der  Regelfläche  dritten  Grades. 

Dreht  sich  die  Ebene  P  um  S,  so  erzeugt  der  Punkt  a  auf  M 
eine  ein-deutige  Punktreihe  und  das  Punktepaar  «  «'  auf  K  eine  zu 
dieser  Reihe  projectivische  Involution,  da  beide  zu  dem  Ebenen- 
büschel S{P...)  perspeetiviseh  sind. 

Geht  die  Ebene  P  speciell  durch  den  Punkt  ä,  welcher  JD  und 
K  gemeinsam  ist  und  sehneidet  dieselbe  den  Kegelschnitt  E  in  dieser 
Lage  außer  in  d  noch  in  einem  zweiten  Punkte  d,  so  erkennt  man 
sofort,  dass  dem  Punkte  d  —  als  Punkt  der  Reihe  D  betrachtet  — 
auf  dem  Kegelschnitte  K  die  beiden  Punkte  d  und  d  entsprechen,  d.  h. 
dass  der  Puakt  d  sich  einmal  in  beiden  Punktreihen  selbst  ent- 
spricht. 

Hieraus  folgt  nachstehende  Erzeugungsweise  der  Regelfläche 
dritten  Grades: 

32.  „Ist  auf  einer  Geraden  eine  Punktreihe  und  auf  einem 
Kegelschnitte,  leelcher  mit  der  Geraden  einen  Funkt  d  gemein  hat, 
eine  0u  dieser  Punktreihe  projectivische  Involidion  derart  gegeben, 
dass  sich  der  Punkt  d  einmal  in  heiden  seihst  entspricht,  so  erzeugen 
die  Verbindungsgeraden  entsprecheJider  Funkte  eine  Begelftäche  dritten 
Grades,  deren  Doppelgerade  die  gegebene  Gerade  isi.'^ 

§.  36. 
Eine  Eegelfläche  dritten  Grades  wird  von  einer  beliebigen  Gerade» 
l  in  drei  Punkten  getroffen,    durch  deren  jeden  eine  Erzeugende  der 
Fläche  geht.    Durch  jede  dieser  Erzeugenden  kann  eine  Ebene  gelegt. 
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werden,  welche  gleichzeitig  auch  die  Gerade  l  enthält,  oder  mit  anderen 
Worten:  durch  die  Gerade  l  kann  man  drei  Tangential- 
ebenen der  Fläche  führen. 

Das  Gesagte  gilt  überhaupt  von  einer  l)6liebigen  Kegelfläche 
n-ten  Grades,  woraus  unmittelbar  weiter  folgt,  dass  eine  Regelfläche 
«-teil  Grades  stets  von  der  m-ten  Ordnung  und  «-ten  Classe 
zugleich  ist. 

Da  nun ,  wie  früher  gezeigt  wurde,  jede  Ebene,  welche  durch 
eine  Erzeugende  einer  Eegelfläche  dritten  Grades  führt,  mit  dieser 
noch  einen  Kegelschnitt  gemein  hat,  so  folgt  der  Satz: 

33.  „Durch  eine  beliebig  gegebene  Gerade  lassen  sieh  stets  drei 
Ebenen  legen,  ivelche  eine  Segelfläche  dritten  Grades  in  Kegelschnitten 
und  je  einer  Erzeugenden  schneiden. 

§.  37. 

Auf  diese  Erörterungen  und  Ergebnisse  gestützt,  kehren  wir  zu 
der  fundamentalen  Erzeugungs  weise  der  Kegel  flächen 
dritter  Ordnnng  durch  zwei  ein-zwei-deut ige  Punktreihen 
auf  sich  nicht  schneidenden  Trägern  D  und  S  zurück.  Der 
Kürze  halber  wollen  wir  die  Eegelfläche  dritter  Ordnung  mit  M^  ibe- 
zeichnen. 

Die  Reihe  auf  D  sei  ein-dentig  und  die  ihr  projectivische  Reihe 
auf  S  sei  eine  zwei-deutige,  stelle  also  eine  Inyolutioß  dar.  Jedem 
Punkte  a  der  Reihe  U  entsprechen  auf  S  zwei  Punkte,  welche  con- 
jugierte  Punkte  der  Involution  auf  8  repräsentieren.  Nachdem  nun 
jede  Punktinvoltition  zwei  (reelle  oder  imaginäre)  Doppelpunkte,  d,  L. 
unendlich  nahe  (oder  zusammenfallende)  Paare  von  conjugierten 
Punkten  besitzt,  so  wird  es  auch  im  vorliegenden  Falle  auf  der  Seihe 
J)  zwei  gewisse  Punkte  v^  und  «^  geben,  welchen  Doppelpunkte  9), 
und  cpq  der  Involution  auf  8  entsprechen. 

Vor  bezeichnete  Punkte  auf  D  werden  die  „Verzweigungs- 
punkte"  der  ein-deutigen  Reihe  genannt. 

Die  Bedeutung  derselben  für  die  Eegelfläche  ist  unschwer  zu 
erkennen.  Entspricht  nämlich  irgend  einem  Punkte  a  der  Reihe  D 
das  coßjugierte  Punktepaar  a,  «'  auf  der  Geraden  S,  so  sind  au  und 
aa'  zwei  Erzeugende  der  Kegelfläche.  Tritt  an  die  Stelle  des  Punktes 
a  insbesondere  ein  Terzweigungspunkt  v^,  so  fallen  die  ihm  entspre- 
e  henden  beiden  Punkte  a,  a'  in  dem  Doppelpunkte  ^,  der  Involution 
«usammeß;  es  liegen  daher  auch  die  Erzeugenden  gk  und  aa'  unend- 
lich nahe  aneinander,  oder  mit  anderen  Worten :  dieselben  sind  in 
der  Geraden  v^(p^  vereinigt. 
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Diese  unendlich  nahen  durch  einen  und  denselben  Punkt  v^ 
:eiigendeß  repräsentieren  daher  in  ihrer  Vereinigung  v,<pi, 
auf  Grund  einer  froher  gegebenen  Definition,  eine  „Torsallinie" 
der  ßegeifläche,  deren  „Spitze"  der  Punkt  w,  ist. 

Das  Gleiche  gilt  auch  von  jener  Erzeugenden,  welche  den  zweiten 
Verzweigungspunkt  v^  mit  dem  ihm  entsprechenden  Doppelpunkt  fp^ 
verbindet.    Es  folgt  mithin  der  Satz: 

S4.  „Eine  BegeJ fläche  dritten  Grades  hesitst  stets  zwei  (reelle 
oder  imaginäre)  TorsaUinien.  Die  letzteren  s-ind  jene  Geraden,  welche 
die  Vereweigungspunkfe  der  ein-dettttgen  Reihe  auf  der  Doppelgeraden 
mit  den  ihnen  entsprechenden  DoppelpunUen  der  ewei-deutigen  Reihe 
auf  der  einfachen  Leitgeraden  verbinden.  Die  Spitzen  dieser  Torsal- 
linien  sind  die  genannten  VersweigungspunUe.  Die  Torsalebenen 
sind  jene,  tvelche  durch  die  letzteren  und  die  einfache  Leitgerade  he- 
stimmt  werden." 


§.  38. 

Denken  wir  uns  in  einer  der  Torsalebenen, 
jener,  welche  durch  die  Torsallinie  v^(p,  uad  durch  die  einfache  Leit- 
gerade S  bestimmt  ist,  eine  beliebige  Gerade  t  geführt,  so  trifft  diese 
die  zur  Torsallinie  vereinigten  beiden  Ei^zeugenden  der  Kegelfläche  in 
zwei  «Hendlich  nahen  Punkten,  d.  h.  die  Gerade  t  berührt  die 
Regelfläehe  in  demjenigen  Punkte,  in  welchem  sie  die 
Torsallinie  Hjtp,  sehneidet. 

Nachdem  letztere,  wie  bekannt,  ganz  allgemein  von  den  Torsal- 
linien  einer  windschiefen  Fläche  gilt,  ergeben  sich  ohne  weifcers  fol- 
gende Sätze: 

35.  „Die  Ebenen,  welche  durch  die  einfache  Leitgerade  und 
durch  jede  der  'beiden  Torsallinien  gelegt  werden,  sind  die  Torsal~ 
eienen  der  Fläche  und  berühren  die  letztere  in  jedem  Funkte  der 
betreffenden  Torsallinie.^ 

36.  ^SammÜiche  Curven  auf  einer  Fegelfläche  dritten  Grades 
"berühren  die  beiden  Torsalebenen  in  jenen  Punkten ,  in  welchen  sie 
die  entsprechenden  Torsallinien  schneiden.'' 

Aus  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Torsallinien  einer  Eegel- 
fläche,  beziehungsweise  deren  Spitzen  (siehe  §.  15)  folgt  ferner  der 


37.  ^Jede  Gerade,  sowie  jede  Ebene,  welche  durch  eine  Spitze 
der  Fegelfläche  dritten  Grades  gelegt  wird,  berührt  die  letztere  in 
dieser  SpUze.'^ 
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Der  ebene  Sclmitt  einer  Kegelfläche  dritten  Grades  ist,  wie 
bereits  früher  nachgewiesen  wurde,  bei  allgemeiner  L^e  der  sehnei- 
denden Ebene  eine  Curve  dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte. 

Aus  der  PlOcker'schen  Formel: 

n  =  m(m—  1)  —  2^  — 3)(, 
wobei  im  vorliegenden  Falle   m  =  3;  3=1;  x  =  0  ist,  folgt:  «  =  4; 
d.  h.  die   Schnittcurve   ist  eine  Curve   dritter   Ordnung  und 
vierter    Classe.    Es   kann    hiernach    auch    der  Satz  aufgestellt 
werden : 

38a,  „Die  ebenen  Schnitte  einer  Begelfläche  dritten  Grades  sind 
stäs  Cwrven  dritter  Ordnung  und  vierter  Classe." 

Oder,  da  man  unter  dem  „Rang"  einer  Fläche  die  Classe 
eines  ebenen  Schnittes  derselben  versteht: 

38h.  „Jede  Begelßäche  dritten  Orades  ist  vom  vierten  Bange."- 

%.  40. 

Mit  Zugrundelegung  des  vorhergehenden  Satzes  38«)  können 
somit  an  die  ebene  Schnittcnrve  der  Eegelfläche  dritten  Grades  von 
einem  Punkte  außerhalb  der  Curve  stets  vier  Tangenten 
gezogen  werden. 

Nimmt  man  jedoch  einen  Punkt  p  auf  einer  Cnrve  dritter 
Ordnung  und  vierter  Classe  an,  so  fallen  zwei  von  den  vier  Tan- 
genten in  diejenige  Gerade  zusammen,  welche  die  Curve  im  Punkte  p 
berührt;  es  bleiben  mithin  nur  zwei  Tangenten  übrig,  welche  die  Curve 
an  anderer  Stelle  als  im  Punkte  p  berühren. 

Zwei  solche  Tangenten,  welche  von  einem  Punkte  p  einer  Curve 
dritter  Ordnung  und  vierter  Classe  gezogen  werden  können,  pflegt 
man  „conjugierte  Tangenten"  der  Curve  und  den  Punkt  j)  ihren 
„Tangentialpunkt"  zu  nennen. 

Diesen  oonjugierten  Tangenten  kommen  eine  ganze  Reihe  merk- 
würdiger Eigenschaften  zu,  auf  die  jedoch  hier  nicht  näher  eingegangen 
werden  kann. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  nur  die  Existenz  dieser  Tangenten 
in  einer  besonderen  Lage  auf  einem  beliebigen  ebenen 
Schnitte   einer  B^  hervorheben. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Behiife  eine  M^  durch  eine  beliebige 
Ebene  P  gesehnitteo.  Die  Sehnitteurve  C\  geht  durch  den  Punkt  s, 
welchen  die  schneidende  Ebene  mit  der  einfachen  Leitgeraden  gemein 
hat.  Die  beiden  Torsalebenen  der  Eegelfläche  werden  von  der  schnei- 
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denden  Ebene  P  in  zwei  Geraden  t,  und  t^  geschnitten,  welche  {nach 
Satz  36)  die  Schnittcurve  CP^  ia  jenen  Punkten  berühren,  welche  sich 
als  die  Schnittpunkte  der  Ebene  P  mit  den  beiden  Torsailinien  v,  9), 
und  v^^g  ergeben. 

Andererseits  wissen  wir  aber  auch,  dass  die  Toraalebenen  durch 
die  einfache  Leitgerade  S  geben.  Die  Schnitte  t^  und  t^  derselben 
mit  der  Ebene  P  müssen  daher  durch  jenen  Punkt  s  führen,  welchen 
die  Ebene  P  mit  der  Leitgeraden  s  gemein  hat  und  welcher,  wie 
vorher  gezeigt  wurde,  gleichzeitig  auch  der  Schnittcurve  angehört. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Geraden  t,  und  t,^  zwei  conjugierte 
Tangenten  der  Schnittcurve  C\  repräsentieren  und  dass  ihr 
Tangentialpunkt  der  Punkt  s  sei.  Diesen  Ergebnissen  entspringen 
die  Sfitze. 

39  a  ^Zielit  man  von  dem  Punkte  s,  in  welchem  die  einfache 
Leitgeraäe  einen  ebenen  Schniit  einer  Seffelfläclie  dritten  Grades  trifft, 
Tangenten  an  den  letzteren,  so  gehören  dieselben  den  Torsalebenen 
und  ihie  Beruhnrngspttnlte  den  TorsaUinien  der  Megelfiache  an." 

Oder 

39b  „Die  Schnittgeraden  einer  leliebigen  Ebene  mit  den  leiden 
Torsalebentn  etner  Hegelflache  dritten  Grades  sind  conjugierte  Tan- 
genten der  mtt  äteset  Ebene  resultierenden  Schnittcurve  dritter  Ord- 
nung und  oiertei  Glosse,  und  det  Tangentialpunkt  derselben  ist  jener 
Punkt,  tn  welchem  die  schneidende  Ebene  von  der  einfachen  Leii- 
geraden  getroffen  wird.'^ 

§■  41. 

Tangentialebenen,  umscliriebene  Kegel  etC'  einer  Regelfläche  dritten 

Grades  und  deren  Eigen  schalten. 

Es  wurde  bereits  uachgewiesea ,  dass  jede  Ebene,  welche  durch 
eine  Erzeugende  einer  Eegelfläche  gelegt  wird ,  die  letztere  in  einem 
Punkte  dieser  Erzeugenden  berühre.  Dieser  Punkt  ist  in  dem  Falle, 
als  von  einer  Kegelfläehe  dritten  Grades  die  Rede  ist,  wie  wir  aus 
Früherem  {Satz  2,  Band  III)  wissen,  derjenige,  in  welchem  die  genannte 
Erzeugende  von  dem  ia  der  Tangentialebene  liegenden  Kegelschnitte 
getroffen  wird. 

Betrachten  wir  nun  insbesondere  einen  Punkt  a,  welcher  der 
Doppelgeraden  D  der  Eegelfläche  F^  angehört.  Durch 
diesen  Punkt  a  gehen  bekanntlich  zwei  verschiedene  Erzeugenden  g 
und  g'  der  Fläche.  Legt  man  durch  jede  dieser  Erzeugenden  und  durch 
ide  D  eine  Ebene,  so  berühren  diese  offenbar  die  Eegel- 
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fläche  in  dem  Punkte  a-,  denn  jede  dieser  Ebenen  enthält  außer  der 
betreffenden  Erzeugenden  g  resp.  g'  noch  eine  zweite  durch  a  gebende 
Gerade  (die  Doppelgerade)  der  Fläche,  welche  in  jedem  ihrer  Punkte 
als  ihre  eigene  Tangente  betrachtet  werden  kaan. 

Hieraus  ist  direct  zu  entnehmen,  dass  die  Eegelfläehe  in  jedem 
Punkte  der  Doppelgeraden  D  zwei  verschiedene  Berüh- 
rungsebenen besitze. 

Die  Ebene,  welche  durch  die  beiden  Erzeugenden  g  und  g'  geht, 
berührt  aber  selbstverständlich  die  Fläche  im  Punkte  a  nicht.  Denn 
würde  eine  Berührung  statthaben,  ao  besäße  die  Fläche  in  jedem 
Punkte  der  Doppelgeraden  drei  verschiedene  Berührungsebenen  und  es 
würde  somit  irgend  eine  Ebene  die  ßegelfläche  in  einer  Curve  dritter 
Ordnung  schneiden,  welche  in  dem  Punkte,  in  welchem  sie  von  der 
Doppelgeraden  D  getroffen  wird ,  drei  verschiedene  Tangenten ,  d.  i. 
die  Schnitte  der  vorgenannten  Ebene  mit  den  drei  diesem  Punkte  ent- 
sprechenden Tangentialebenen  hätte,  oder  mit  anderen  Worten,  die 
Ebene  würde  die  ßegelfläche  in  einer  Curve  dritter  Ordnung 
mit  einem  dreifachen  Punkte  sehneiden,  was  offenbar  ganz 
unmöglich  ist.    Es  gilt  daher  der  Satz: 

40.  „Eine  Begelßäche  drUten  Grades  hesitgt  in  jedem  Funkte 
der  Dqppelgeraden  swei  verschiedene  Berukre})enen ,  d.  i.  jene  beiden 
Ebenen,  welche  die  Doppelgerade  mit  jeder  der  beiden  durch  den 
genannten  Punkt  gehenden  Erseugenden  der  Fläche  bestimmt.'^ 

§.  42. 

Betracbten  wir  nun  jene  Ebene,  welche  durcb  zwei  Erzeugende 
g  und  g'  geführt  wird,  die  sich  in  einem  Punkte  a  der  üoppelgeraden 
D  schneiden. 

Jede  dieser  Erzeugenden  trifft  die  einfache  Leitgerade  der  B^  in 
einem  Punkte  a  resp.  a'  so,  dass  die  einfache  Leitgerade  S  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  nach  in  der  Ebene  der  beiden  Erzeugenden  g  und 
g'  liegt.  Besagte  Ebene  berührt  die  Eegelfläehe  offenbar  in  zwei  ver- 
schiedenen Punkten,  deren  jeder  auf  einer  der  beiden  Erzeugenden  g 
und  g'  sich  vorfindet,  und  selbstverständlich  kein  anderer  sein  kann, 
als  beziehungsweise  einer  der  Punkte  a  oder  a',  in  welchem  die  be- 
treffende Erzeugende  g  resp.  g'  die  Leitgerade  S  trifft,  da  die  Ebene 
(g,  g'}  außer  der  Erzeugenden  g  auch  noch  eine  zweite  durch  den 
Punkt  a  dieser  Erzeugenden  gehende  und  auf  der  Fläche  liegende 
Gerade  (nämlich  die  Leitgerade  S)  enthält,  welche  als  ihre  eigene 
Tangente  in  jedem  ihrer  Punkte  betrachtet  werden  kann;  diese  Ebene 
berührt  sonach  die  Kegelfläche  in  dem  Punkte  k. 
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In  gleicher  Weise  fiadet  man,  dass  die  Ebene  {g,  g')  die  Kegel- 
fläehe  auch  in  dem  Punkte  a'  berührt ,  in  welchem  die  Leitgevade  8 
von  der  zweiten  Erzeugendea  getroffen  wird,  dass  dieselbe  mithin  eine 
Doppeltangentialebene  der  Regelfläche  darstelle.  Hiernach 
kann  der  Satz  aufgestellt  werden : 

il.  „Jede  durch  die  einfache  Leitgerade  einer  Regelflache  gehende 
Ebene  ist  eine  Doppeltangentialebene  der  Eegdftäche.  Die  Berührungs- 
punkte derselben  siiid  die  SchniltpunMe  der  einfachen  Leitgeraden 
mit  den  beiden  in  dieser  Ebene  liegenden  Erzeugenden." 

§.  43. 

Der  einer  windschiefen  Fläche  von  einem  Punkte  außerhalb 
derselben,  als  Scheitel  umschriebene  Kegel,  ist  bekanntlieh  di& 
Enveloppe  aller  jener  Ebenen,  welche  durch  dieseu 
Punkt  und  durch  die  einzelnen  Erzeugenden  gelegt  wer- 
den können, 

Ist  die  Kegelfläche  von  der  dritten  Ordnung,  so  ist  dieser  um- 
schriebene Kegel  von  der  vierten  Ordnung,  Denn  ist  p  dessen  Scheitel 
und  l  eine  beliebige  Gerade,  so  ist  die  Anzahl  der  diese  Gerade 
schneidenden  Tangenten  der  Regelfläche  gleichzeitig  die  Anzahl  der 
die  Gerade  l  treffenden  Kegelerzeiigenden  des  umschriebenen  Kegels. 
Diese  Tangenten  sind  aber  nebstbei  auch  die  Tangenten  des  mit  der 
Ebene  (p,l)  resultierenden  Schnittes  der  Eegelfläehe,  deren  Anzahl 
(nach  Satz  38a)  gleich  vier  ist. 

Andererseits  ist  leicht  einzusehen,  dass  der  der  Regelfläehe  aus 
einem  Punkte  p  außerhalb  der  Fläche  umschriebene  Kegel  von  der 
dritten  Ciasse  ist,  da  sich  diesfalls  durch  einen  beliebigen  Punkt 
m  drei  Berührungsebenen  an  den  Kegel  legen  lassen,  welche  keine 
anderen  als  diejenigen  drei  BerQhruagsebenen  der  Regelfläehe  sind, 
die  durch  die  Verbinduagsgerade  der  beiden  Punkte  m  und  p  gehen. 
Es  ergibt  sich  mithin  der  Satz: 

42.  „Der  einer  Regelfläehe  von  einem  FunJde  außerhalb  der 
Fläche  als  Scheitel  umschriebene  Kegel  ist  von  der  vierten  Ordnung 
und  von  der  dritten  Classe." 

Der  vorstehende  Satz  ist,  wie  dies  überhaupt  bei  jeder  alge- 
braischen Kegelfläche  der  Fall ,  vollkommen  reciprok  zu  dem 
Satze  38  a). 

§.  44. 

Wie  aus  den  allgemeinen  Eigenschaften  der  Torsallinien  und  der 
Spitzen    einer    Kegelfläche    klar   hervorgeht,    ist  jede   durch    die 
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Toraallinie  der  Fläche  gehende  Ebene  eiae  BerülirHngsebene 
der  Regelfläche  in  der  zugehörigen  Spitze. 

Es  ergibt  sich  daher,  da  durch  einen  Punkt  p  stets  eine  Ebene 
gelegt  werden  kann ,  welche  eine  Torsallinie  enthält,  dE^s  die  Beräh- 
rungscurve  der  Fläche  mit  dem  ihr  aus  dem  Punkte  p  umschriebenen 
Kegel  durch  die  Spitzen  der  Torsallinien  gehen  müsse. 

Ferner  besitzt  der  einer  Eegelfläche  dritten  Grades  aas  einem 
Punkte  p  umschriebene  Kegel  eine  Doppeltangentialebone, 
nämlich  (Satz  41)  jene,  welche  durch  den  Punkt  p  und  durch  die  ein- 
fache Leitgerade  S  der  Fläche  bestimmt  ist;  es  folgt  daher  der  Satz: 

43.  „Der  einer  Begelßäche  dritten  Grades  aus  einem  beliebigen 
Ftmkte  im  Baum^  umschriebene  Kegel  besiist  eine  Doppdtangenten- 
ebene,  nämlich  jene,  welche  durch  den  Kegelscheitel  und  die  ein- 
fache Leitgerade  bestimmt  ist;  die  Berührungscurve  des  Kegels  geht 
durch  die  Spitgen  der   beiden  Torsallinien.^ 

§.  45. 

Setzen  wir  nunmehr  insbesondere  voraus,  der  Scheitel  p  des 
umschriebenen  Kegels  liege  auf  der  Regelfläehe  selbst. 

Diesfalls  lässt  sich  leicht  zeigen ,  dasa  besagter  Kegel  in  ein 
Ebenenbttschel  und  einem  Kegel  zweiten  Grades  zerfällt. 

Durch  den  Punkt  p  geht,  da  derselbe  als  auf  der  Fläche  liegend 
vorausgesetzt  wird,  eine  Erzeugende  g.  Weiters  wird  der  Kegel  von 
sämmtlichen  durch  den  Punkt  p  gehenden  Tangentialebenen  der 
Regelfläehe  umhüllt. 

Nun  ist  aber  jede  Ebene,  welche  durch  die  Erzeugende  g  geht, 
eine  der  besagten  Tangentialebeaen,  daher  das  Ebenenbüschel  durch  g 
einen  Bestandtheil  erster  Claase  dieses  Kegels  bildet. 

Nachdem  aber  der  Kege!  im  allgemeinen  (Satz  42)  von  der 
dritten  Classe  ist,  so  rauss  im  vorliegenden  Falle  der  Rest  der  Enve- 
loppe  aller  durch  p  gehenden  Tangentialebenen  ein  Kegel  zweiter 
Classe  (oder  ein  Kegel  zweiten  Grades)  aein. 

Von  der  Richtigkeit  der  aufgestellten  Behauptung  überzeugt 
man  aich  auch  einfach  durch  folgende  Betrachtung.' 

Durch  irgend  einen  beliebigen  Punkt  a  im  Räume  gehen  immer 
drei  BerOhrungsebenen  T^,  T^  und  T^  eines  umschriebeuen  Kegels, 
nämlich  jene  Berührungsebenen  der  Regelfläehe,  welche  durch  die 
Verbiudungagerade  des  Punktes  a  mit  dem  Kegelscheitel  p  geführt 
werden   können.    Eine    von    diesen  Ebenen,    etwa  T,,   ist   diejenige, 
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welche  durch  die  Erzeugende  g  und  durch  die  Gerade  ap  gelegt  wird 
und  daher  dem  Ebenenbüschel  mit  der  Achse  g  angehört. 

Hieraus  ist  unschwer  zu  ersehen ,  dass  es  durch  jeden  Punkt  a 
im  Räume  bloß  zwei  Berührungsebenen  T^  uad  T^  des  aus 
dem  Punlfte  p  der  Eegelfläehe  umschriebenen  Kegels  gibt,  welche 
nicht  gleichzeitig  dem  Ebenenhüsehel  g  angehören;  diese 
Ebenenpaare  T^  und  T^  umhüllen  daher  einen  Kegel  zweiten 
Grades.    Hieraus  folgt  der  Satz; 

44.  „Der  einer  Eegdfläche  dritten  Grades  aus  einem  ihrer 
Pmüde  umschriebene  Kegel  zerfällt  im  das  Ebenenhüsehel,  dessen, 
Achse  die  durch  diesen  Punkt  gehende  Ereeugende  ist,  und  in  einen 
Kegel  zweiten  Grades." 

§.  46. 

Da  eine  Gerade,  welche  in  der  Berührungsebene  eines  Kegels 
liegt,  eine  Tangente  dieses  Kegels  darstellt,  so  ist  einleuchtend,  dass 
sämmtliche  Erzeugenden  der  Regelfiäche  Tangenten  eines  jeden  ihr 
umschriebenen  Kegels  sind. 

In  dem  aligemeiaen  Falle,  d.  h.  unter  der  Toraussetzuag ,  dass 
der  Kegelschnitt  i)  nicht  auf  der  Fläche  liegt,  haben  wir  gefunden, 
dass  die  Ebene,  welche  durch  p  und  die  Doppelgerade  I)  der  Fläche 
geht,  eine  einfache  Berührungsebene  des  Kegels ,  also  die 
Doppelgerade  selbst  eine  einfache  Tangente  des  Kegeis  dar- 
stellt, während  die  durch  p  und  die  einfache  Leitgerade  S  gelegte 
Ebene  eine  Doppeltangentenebene,  die  Leitgerade  5  mithin  eine 
Doppeltangente  des  umschriebenen  Kegels  repräsentiert. 

Untersuchen  wir  nun  auch  das  Verhalten  der  beiden  Leit- 
geraden D  und  S  der  Kegelfläche  dritten  Grades  zu  einem  der- 
selben aus  irgend  einem  ihrer  Puükte    umschriebenen  Kegel. 

Sei  p  der  auf  der  Fläche  liegende  Kegelscheitel;  g  die  durch 
denselben  gehende  Erzeugende,  welche  die  Doppelgerade  D  \ü  a  und 
die  einfache  Leitgerade  S  in  «  treffen  möge. 

Die  durch  p  und  J)  gelegte  Ebene  enthält  zwei  Punkte  p  und 
a  der  Erzeugenden  g,  also  diese  letztere  selbst  imd  gehört  demnach 
dem  Ebenenbüschel  g  an.  Dieselbe  berührt  demnach  den  aus  p  um- 
schriebenea  Kegel  zweiten  Grades  nicht,  daher  auch  die  Doppelgerade 
keine  Tangente  des  Kegels  seia  kann. 

Die  Ebene,  welche  durch  p  und  durch  die  einfache  Leitgerade  S 
gelegt  wird,  enthält  ebenfalls  die  Erzeugende  g;  dieselbe  ist  mithin 
auch  eine  Ebene  des  Büschels  g   und   als  solche  keine  Beruh- 
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ruiigsebene  des  umscliriebeneQ  Kegels  zweiten  Grades.  Die  besagte 
Ebene  enthält  aber,  wie  jede  durch  s  gehende  Ebene,  noeh  eine  zweite 
Erzengende  g'  der  Regelfläche,  welche  die  Gerade  S  in  a'  treffen 
möge;  die  bezeichnete  Ebene  berührt  also  die  Regelfläche  noch  in 
einem  zweiten  Punkte  a',  welcher  der  Erzeugenden  g  nicht  angehört. 

Die  obgenannfce  Ebene  ist  daher  nehsthei  anoh  eine  Berührnngs- 
ebene  des  Kegela  zweiten  Grades;  die  einfache  Leitgerade  S  mithia 
eine  einfache  Tangente  (mit  dem  Berührungspunkte  «')  desselben 
Kegels.    Hiernach  ergeben  sich  die  Sätze: 

i6a.  „Alle  einer  Begelfläcke  dritten  Grades  umschriebenen  Kegel 
dritter  Clause  und  vierter  Ordnung  haben  die  einfache  Leitgerade  zur 
Doppeltangente  und  berühren  die  Doppelgerade  einfach" ; 
und  ebenso: 

45b.  „Alle  einer  Megelßäcke  dritten  Grades  umschriebenen  Kegel 
sweiten  Grades  berühren  die  einfache  Leitgerade  einfach,  die  Doppel- 
gerade hingegen  gar  wicÄ(." 

§.  47. 

Die  beiden  vorstehenden  Sätae,  sowie  die  Eigenschaft,  dass 
sämmtliche  Erzeugenden  der  Regelfläche  Tangenten  Jedes  «mschrie- 
benen  Kegels  sind,  geben  Veranlassung  zu  folgenden  zwei  Entstehungs- 
arten  einer  Regelfläche  dritten  Grades: 

4:6  a.  ^Serührt  eine  Gerade  in  jeder  ihrer  Lagen  einen  Kegel 
dritter  Glosse,  vierter  Ordnung,  und  schneidet  sie  nehstbei  eine  ein- 
fache und  eine  Doppeltangente  dieses  Kegels,  so  erzeugt  dieselbe  eine 
Segelfläche  dritten  Grades.  Die  einfache  Tangente  ist  die  Doppel- 
gerade und  die  Boppeltangente  die  einfache  Leitgerade  dieser  Fläche." 

46b.  ^Berührt  eine  Gerade  in  jeder  Lage  einen  Kegel  sweiten 
Grades  und  schneidet  sie  nebsfbei  swei  Geraden,  von  welchen  die  eine  eine 
Tangente  des  Kegels  ist,  so  erzeugt  sie  eine  Regelfläche  dritten  Grades. 
Die  Tangente  ist  die  einfache  Leitgerade  und  die  nicht  berührende 
gegebene  Gerade  ist  die  Doppelgerade  dieser  Fläche." 


Nehmen  wir  weifcers  auf  einer  Regelfläche  dritten  Grades  zwei 
Punkte  p  und  p',  als  Scheitel  umschriebener  Kegel  zweiten  Grades 
an.  Die  durch  diese  Punkte  gehenden  Fläehenerzengenden  seien  g 
und  g'. 

Die  Ebene,  welche  durch  p  und  g'  geht,  ist  eine  Berllhrungs- 
ebene  des  dem  Punkte  p  entsprechenden  Kegels,  aber  keine  Beruh- 
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rungsebene  des  dem  Punkte  ^'  entsprechenden  Kegels.  Denn  obwohl 
besagte  Ebene  diesen  Punkt  ^'  enthält  und  die  Kegelfläebe  berührt, 
gehört  sie  doch  nur  dem  Ebenenbüsehel  g'  an.  Umgekehrt  ist  die 
Ebene,  welche  durch  f'  und  g  führt,  eine  Berührungsehene  des  Kegels 
^',  nicht  aber  eine  Berührebene  des  Kegels  f.  Diese  beiden  Ebenen 
sind  also  keine  gemeinschaftlichen  Berührungsebeneo  beider  Kegel. 

Denken  wir  uns  aber  die  beiden  Eegelseheitel  f  und  $'  durch 
eine  Gerade  verbunden,  so  bat  diese  mit  der  Kegelfläche,  außer  den 
Punkten  p  und  $\  noch  einen  dritten  Punkt  x  gemein.  Legt  mau 
durch  diese  Verbindungsgerade  $p'  und  durch  die  dem  Punkte  x 
entsprechende  Erzeugende  g^  eine  Ebene,  so  berührt  diese  offenbar 
sowohl  den  dem  Punkte  j»,  als  auch  den  dem  Punkte  ^'  entsprechenden 
Kegel  aweiten  Grades;  dieselbe  ist  also  eine  gemeinschaftliche  Tan- 
gentialebene beider  Kegel.    Es  gilt  folglieh  der  Satz: 

4:7.  „Je  etvei  einer  Megelfläcke  dritten  Grades  ■uMsdiriehenen 
Kegel  zweiten  Grades  haben  eine  gemeinschaftliche  Serührungsebene.'^ 

Hieraus  ergibt  sich  (mit  Berücksichtigung  des  Satzes  456)  nach- 
stehende ErzeuguQgsweise  der  Regelfläche: 

48.  „Eine  Gerade,  welche  in  jeder  Lage  sivei  Kegel  eweUen 
Grades,  die  eine  gemevnschaftliehe  Beruhrungsebene  besitgen,  her^rt 
und  nebs^i  eine  gemeinschaftliche  Tangente  dieser  Kegel  schneidet, 
ereeugt  eine  Segelfläche  dritten  Grades,  deren  einfache  Leitgerade 
die  genannte  Tangente  ist." 


Greifen  wir  auf  die  in  §.  47.  Satz  466)  angegebene  Erzeugungs- 
weise der  Eegelfläebe  dritten  Grades  zurück  und  sei  K^  ein  der  Kegel- 
fläche umschriebener  Kegel  zweiten  Grades,  D  die  Doppelgerade  der 
Fläche  und  S  jene  einfache  Leitgerade,  welche,  wie  wir  dort  fanden, 
den  Kegel  K^  berühren  muss,  so  können  beliebige  Erzeugenden  g  der 
;  in  der  Weise  coostrujert  werden,  dass  man  eine  beliebige 
5  Kegels  J'jj  mit  den  Geraden  D  und  Äaum  Schnitte 
bringt,  und  die  sich  dabei  ergebenden  bezüglichen  Schnittpunkte  a 
und  a  durch  eine  Gerade  g  verbindet, 

Man  erkennt  sofort,  dass  die  Tangentialebenen  des  Kegels  auf 
1)  und  S  jene  beiden  ein-awei-deutigeu  Reihen  bestimmen ,  ver- 
mittelst deren  die  Regelfläche  erzeugt  wird. 

Einem  beliebigen  Punkte  a  von  D  entsprechen  auf  S  zwei  ver- 
schiedene Punkte  K  und  a',   d.  s.  die  Schnittpunkte  von  S  mit  jenen 


y  Google 


47 

beiden  Berühruugsebenen  T  und  T  des  Kegels  K„ ,  welche  durch  den 
Punkt  a  gelegt  werden  können. 

Irgend  einem  Punkte  a  von  S  hingegen  entspricht  auf  D  nur 
ein  einziger  Punkt  a,  d.  i.  der  Schnittpunkt  von  D  mit  der  durch  a 
gehenden  (die  Gerade  S  jedoch  nicht   enthaltenden)  Tangentialebene, 

Betrachten  wir  nun  insbesondere  jene  beiden  Punkte  v^  und  v^ 
auf  D,  welche  sich  als  Schnittpunkte  der  Geraden  D  mit  dem  Kegel 
K^  ergehen. 

Die  beiden  Tangentialebenen  T  und  T',  welche  von  jedem  dieser 
Punkte  an  die  Kegelüäche  gelegt  werden  können,  fallen  diesfalls  ins- 
besondere in  je  eine  Ebene  T\  und  T^^  zusammen;  den  bezüglichen 
Punkten  v^  und  v^  entsprechen  mithin  auf  8  zwei  Paare  zusammen- 
fallender Punkte  ß  und  a',  nämlich  die  Sehn ittp unkte  q?,  und  ip^  der 
Geraden  S  mit  den  beiden  Ebenen  1"b  und  2^^ 

Dieses  Ergebnis  sagt  uns,  dass  die  Schnittpunkte  i;,  und  %  des 
umschriebenen  Kegels  K^  mit  der  Doppelgeraden  D  die  Verzwei- 
gungspnnfcte  der  ein-deutigen  Reihe  auf  D,  oder  was  dasselbe 
ist,  die  Spitzen  der  Torsaliinien  der  Eegelfläche  darstellen. 

Weiters  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Tangentialebenen 
T'i  und  2^„  des  umschriebenen  Kegels  in  diesen  Punkten  v^  und  v^, 
beziehungsweise  durch  die  Geraden  «,  qs,  und  %  y^,  d,  i.  durch  die 
Torsaliinien  der  Fläche  hindurchgehen.  Hiernach  ergibt  sich  der  Satz : 

49.  ^ÄUe  einer  Begelfläche  dritten  Grades  umschriebenen  Kegel 
zweiten  Grades  gehen  d/iwch  die  Spitzen  der  Torsaliinien  der  Fläche, 
und  werden  in  ihnen  von  Ebenen  berührt,  welche  durch  die  Torsal- 
iinien gellen." 

§.  50. 

Jede  Erzeugende  der  Regelfläche  liegt  in  einer  einzigen  Tangen- 
tialebene des  umschriebenen  Kegels  iC,  und  bestimmt  auch  mit  der 
Doppelgeraden  D  eine  einzige  Ebene.  Es  sind  sonach  die  Tangential- 
ebenen des  Kegels  K^  und  die  Ebenen  des  Büschels  D  eindeutig 
auf  einander  bezogen.  Hiermit  gelangen  wir  zu  der  nachstehenden 
Entstehungaart  einer  Eegelfläche  dritten  Grades: 

50.  „Ist  das  Tangentenebenensystem  eines  Kegels  zweiten  Grades 
jtrojeetivisch  (eindeutig)  auf  ein  JEbenenbüschel  bezogen,  dessen  Achse 
den  Kegel  nicht  berührt,  so  schneiden  sich  sämmtliche  Faa/re  ent- 
sprechender Ebenen  in  Eraeugenden  einer  Segelfläche  dritten  Graäes. 
Die  Achse  des  Ebenenbüsehels  ist  die  Doppelgerade  der  j 
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Sind  K  und  K'  zwei  einer  Kegelfläche  umschriebene  Kegel  zweiten 
Grades,  so  ist  jede  Erzeugende  gleichzeitig  eine  Tangente  beider  Kegel. 

Jede  Erzeugende  bestimnat  daher  auf  jedem  dieser  Kegel  eine 
eiflzige  Berührebene,  so  dass  die  Tangentialebenen  beider  Kegel  ver- 
mittelst der  Erzeugenden  der  Regelfiäche  projectivisch  aufeinander 
bezogen  erscheinen. 

Auf  Grundlage  des  Satzes  47j  besitzen  aber  die  beiden  Kegel  K 
und  K'  eine  gemeinschaftliche  Berührebene,  welche  durch  eine  Erzeu- 
gende der  Kegelfläche  geht.  Diese  Ebene  ist  somit  in  beiden  Tangeu- 
tialbüscheln  sich  selbst  entsprechend.  Hieraus  entspringt  folgende 
Erzeugungsweise  der  Eegeifläche. 

51.  „Sind  die  Tangentialebenen  sweisr  Kegel  zweiten  Grades, 
welche  eine  gemeinschaftliche  Serührebene  besitsen,  derart  projectiviseh 
(ein-deutig)  aufeinander  bezogen,  dass  diese  gemeinschaftliche  Berähr- 
eiene  sich  selbst  entspricht,  so  erzeugen  die  Schnittgeraden  entspre- 
chender Tangentialebenen  eine  Eegelfiacke  dritten  Grades.'^ 


Durch  vorausgesehicicte  IJntersucliungen  wurde  klar  gelegt,  dass 
jedem  Punkte  a  der  Doppelgeraden  D  einer  R^  zwei  verschiedene 
Tangentialebenen  entsprechen.  Als  solche  wurden  die  beiden  Ebenen 
festgestellt,  welche  durch  die  Doppelgerade  selbst  und  die  beiden 
durch  diesen  Punkt  a  gebenden  Erzeugenden  g  und  g'  der  Regelfläche 
bestimmt  erscheinen. 

Wird  durcb  a  eine  beliebige  Ebene  gelegt,  so  schneidet  diese 
die  Eegelfläche  in  einer  Curve  dritter  Ordnung ,  welche  in  a  einen 
Doppelpunkt  besitzt,  dessen  Tangenten  die  Schnittgeraden  dieser  Ebene 
mit  den  vorgenannten  Tangentialebenen  {g,I))  and  (g',D)  sind. 

Betrachten  wir  nun  statt  des  beliebigen  Punktes  a  auf  D,  ins- 
besondere einen  jener  Punkte  «,  oder  v^,  beispielsweise  «, ,  welche 
Spitzen  von  Torsallinien  repräsentieren. 

Die  beiden  Erzeugenden  g  und  g',  welche  durch  den  Punkt  «i, 
gehen,  fallen  in  eine  und  dieselbe  Gerade,  die  Torsallinie  »,  (p,,  zu- 
sammen. Es  vereinigen  sich  daher  auch  die  beiden  Ebenen  (g,D)  und 
(g',D),  welche  die  Eegelfläche  in  dem  Punkte  w,  berühren,  in  eine 
und  dieselbe  Ebene  {D,Vlg)^). 

Legt  man  daher  durch  den  Punkt  «i  eine  beliebige  Ebene,  so 
schneidet  diese  die  Eegelfläche  in  einer  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
in  v^    einen    Doppelpunkt    mit   zwei    zusammenfallenden 
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Tangenten    [im    Schnitte    mit   der   Ebene   (Z>, «,  tp,)],    d.  b.    einen 
Köelikebrpunkt  besitzt.    Mithin  besteht  der  Satz: 

53.  ^Jede  Ebene,  welche  durch  eine  Spitze  einer  Begelfläche 
dritten  Grades  geht ,  schneidet  die  letztere  in  eiwer  Guree  dritter  Ord- 
nung, welche  in  diesem  FunJäe  einen  Rücklcehrfunkt  besüet." 

Beachten  wir,  dass  nach  der  PlOeker'schen  Gleichung: 
n  =  m  (m  — 1)  —  25  — 3x, 
sobald  m  ^  3;  d  =  0;  )(  =  1  ist,  auch  n  gleich  3  sein  miiss,  d.  h. 
dass  eine  Curye  dritter  Ordnung  mit  einem  Eücktehr- 
punkte  gleichzeitig  auch  von  der  dritten  Classe,  also  kurz  vom 
dritten  Grade  ist;  es  kann  demnach  der  vorstehende  Satz  auch  in 
folgender  Fassung  ausgesprochen  werden: 

53.  „Alle  durch  eine  Spitze  einer  Megelfläche  dritten  Grades 
geltenden  ebenen  Curven  sind  Curven  dritten  Grades,  deren  JRüch- 
hehrpttnMe  mit  jener  Spitze  susammenfallen."' 

Eeciprok  zn  diesem  Satze  ergibt  sich  somit  unmittelbar  der 
folgende : 

54.  jjÄlle  der  Regelßäehe  aus  Punkten  einer  Torsatebene  um- 
schriebenen Kegel  sind  Kegel  dritten  Grades,  deren  Infiexionsehenen 
mit  der  genannten  Torsalebene  zusammenfallen.^ 

§.53. 

Eine  Erzeugende  der  Regelfläche  dritten  Grades  sei  g.  Dieselbe 
möge  die  Doppelgerade  D  ia  dem  Punkte  a  treffen.  Irgend  eine  durch 
diese  Erzeugende  gelegte  Ebene  e  habe  mit  der  Regelfläche  noch  einen 
Kegelschnitt  K^  gemein,  weicher,  wie  bekannt,  durch  den  Punkt  a 
geht.  Die  Tangente  dieses  Kegelschnittes  im  Punkte  a  sei  t. 

Diese  Tangente  liegt  in  der  durch  die  Doppelgerade  D  und  die 
zweite  durch  a  gebende  Erzeugende  g'  bestimmten  Ebene,  da  besagte 
Ebene  eine  Berührungsebene  der  Eegelfiäche  im  Punkte  a  ist.  Eine 
zweite  Berührungsebene  im  Pimkte  a  wird  durch  die  Ebene  (g,  D) 
dargestellt.  Selbstverständlich  muss  die  Tangente  einer  durch  a  gehen- 
den Curve  auf  der  Eegelfiäche  in  diesem  Punkte  a,  ia  einer  dieser 
beiden  Ebenen  {g,  D)  öder  (g',  I>)  liegen. 

Dasselbe  gilt  von  der  Tangente  t  des  Kegelschnittes  K'^  im 
Punkte  ».  Letztere  kann  jedoch  in  der  Ebene  {g,I>)  nicht  liegen; 
denn,  da  dieselbe  in  der  Ebene  e  sich  vorfindet,  welche  auch  die 
Gerade  g  enthält,  müsste  t  mit  g  zusammenfallen,  der  Kegelschnitt 
K^  mflsste  also  die  Erzeugende  g  selbst  berühren ,  was  nicht  statt- 
finden kann.    Es  folgt  daher  der  Satz: 

P  etclika,  Darsteneniie  n.  projsotiio  aeomeWie.  lY.  4 
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'55.  „Die  Kegelschnitte ,  loelche  eine  Segelfläche  dritten  Grades 
mit  den  Ebenen  eines  Büschels,  dessen  Achse  eine  Erseugenäe  der 
Fläcfie  ist,  gemein  hat,  gehen  durch  jenen  Punkt,  in  welchem  diese 
Erzeugende  die  Doppelgerade  trifft.  Die  sämmtUchen  Eegdsehnitte 
werden  in  dem  bemchneten  Punkte  von  jener  Ebene  berührt,  welche 
durch  die  Doppelgerade  und  die  zweite  von  dem  genannten  Punhte 
ausgehende  Erzeugende  bestimmt  ist.'* 

§.  54. 

Projioiert  mau  ein  derartiges  System  von  Kegelschaittea  aus 
einem  beliebigen  Punkt  d  der  Doppelgeradeu  D,  so  kann  man  sich 
unschwer  die  tTberaeugung  verschaffen,  dass  die  auf  diese  Weise  ent- 
stehenden con  Cent  rischeu  Kegelfläehen  ein  Kegelbüsehel 
zweiten  Grades  repräsentieren,    also  vier  Erzeugende  gemein  haben. 

Da  nämlich  (mit  Zugrundelegung  des  vorstehenden  Satzes)  eine 
gewisse  durch  D  gehende  Ebene  alle  oberwähnten  Kegelschnitte  in 
dem  Punkte  «,  welchen  dieselben  mit  der  Doppelgeraden  D  gemein 
haben,  berührt,  so  muss  die  besagte  Ebene  auch  eine  Berührungs- 
ebene  alier  jener  Kegel,  welche  aus  dem  Punkte  d  den  Kegelschnitten 
«mscbriehen  werden,  längs  der  gemeinsamen  Erzeugenden  D  sein. 
Die  Doppelgerade  D  repräsentiert  somit  zwei  unendlich  nahe 
gemeinschaftliche  Erzeugenden  all  dieser  Kegel. 

Da  ferner  jeder  Kegelschnitt  auf  der  Regelfläche  sämmtUche 
Erzeugenden  derselben,  also  auch  die  beiden  durch  den  Punkt  d  gehen- 
den Erzeugenden  ga  und  g'd  schneidet,  so  stellen  diese  letzteren  eben- 
falls zwei  gemeinschaftliche  Erzeugenden  all  der  obgenannten 
Kegel  dar.    Hieraus  folgt  der  Satz: 

56.  „Projiciert  man  sämmtUche  Kegelschnitte  einer  Regelfläche, 
welche  mit  einer  und  derselben  Erzeugenden  in  einerlei  Ebenen  liegen, 
von  einem  beliebigen  Ptmhte  der  Doppelgeraden  aus,  so  hüden  die 
auf  diese  Weise  entstehenden  Kegelflächen  ein  Kegelbüschel  zweiten 
Grades.^' 

§.  55. 

Es  erübrigt  ferner  noch,  zu  untersuchen,  was  für  ein  Ver- 
halten jene  Kogeisehnitte  zeigen,  welche  die  durch  eine 
Torsallinie  gelegten  Ebenen  mit  der  Kegelfläehe  K^ 
gemein  haben. 

Behufs  Erreichung  dieses  Zweckes  wird  es  bloß  erforderlich 
sein,  die  bezüglich  des  Satzes  55)  angestellten  Betrachtungen  zu 
specialisieren. 
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Die  sämmtlicben  Kegelschnitte  mössea  nämlich  durch  die  Spitze 
der  betreffendeü  Toraallinie  gehen  und  die  letztere  in  der  Spitze  be- 
rühren. 

Das  Gesagte  ist  «oniittelbar  einleuchtend,  wenn  man  berück- 
sichtigt, dass  die  beiden  Tangentialebenen,  welche  eine  Eegelfiäehe  ß^ 
in  einem  Punkte  der  Doppeigeraden  besitzt,  für  die  „Spitze"  ins- 
besondere mit  jener  Ebene  zosamnaenfallen,  welche  durch  die  Doppel- 
gerade und  die  zugehörige  Torsallinie  bestimmt  ist.  Es  gut  somit 
der  Satz: 

57.  „Alle  Ebenen,  welche  durch  eine  TorsalUnie  einer  Begelfiäche 
dritten  Grades  gelegt  werden ,  schneiden  diese  letetere  in  Kegel- 
schnitten, welche  die  Torsallinie  sämmtlich  in  der  sugehörigen  Spitme 
berühren. " 


Schnitte  der  Regelflächen   dritten  Grades  mit  Kegel-  und  Begelfläclten 
zweiten.  Orades. 

Die  SchnittcuiTO  einer  Kegelfläche  dritten  Grades  mit  einer 
Fläche  zweiten  Grades  ist  im  allgemeinen  eine  Curve  sechster 
Ordnung. 

Mit  dieser  Schnittcurve  wollen  wir  uns  übrigens  an  dieser  Stelle 
nicht  eingehender  beschäftigen,  dagegen  dürfte  es  aber  gerechtfertigt 
erscheinen,  diejenigen  Fälle  hervorzuheben  und  zu  untersuchen,  in 
welchen  die  besagte  Schnittcurve  in  Linien  niederer  Ord- 
Qung  zerfällt.  Letzteres  wird  offenbar  dann  eintreten,  wenn  beide 
Flächen  eine  oder  mehrere  gerade  Erzeugenden  (oder  auch  Leitgeraden) 
gemein  haben. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  Kegel,  welcher  die  größtmög- 
lichste Zahl  von  Erzeugenden  (beziehungsweise  Leitgeraden)  mit 
der  Regelfiäehe  dritten  Grades  gemeinschaftlich  besitzt. 

Da  sich  alle  Erzeugenden  einer  Kegelüäche  im  Seheitel  derselben 
treffen ,  so  haben  wir  diesfalls  auf  der  Regelfläche  nur  einen  Punkt 
derartig  au  wählen,  dass  durch  denselben  die  größtmöglichste  Zahl 
von  Geraden  der  Fläche  geht.  Bin  solcher  Punkt  ist  offenbar  jeder 
Punkt  p  der  Doppel  geraden,  indem  durch  denselben  drei  Gera- 
den (die  Doppelgerade  D  selbst,  und  zwei  Erzeugenden  g  und  g')  führen, 
während  durch  irgend  einen  anderen,  nicht  auf  der  Doppelgeraden 
liegenden  Punkt  der  Fläche  höchstens  zwei  solche  Geraden  geführt 
werden  können. 

Wählen  wir  daher  als  Scheitel  des  Kegels  zweiten  Grades  einen 
beliebigen  Punkt  p  der  Doppelgeraden  D,  und  lassen  wir  den  Kegel 
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durch  die  Doppelgerade  D  und  durch  die  beiden  dem  Punkte  j>  ent- 
sprechenden Erzeugenden  ^  und  p'  gehen,  so  ist  klar,  dass  die  Doppel- 
gerade D  im  Schnitte  beider  Flächen  als  doppelte,  die  Erzeugenden 
g  und  g'  hingegen  als  einfache  Geraden  zählen  werden.  Diese  drei 
Geraden  repräsentieren  somit  im  gegenseitigen  Schnitte  einen 
Bestandthei!  vierter  Ordnung,  während  der  Rest  durch  eine  Curye 
aweiter  Ordnung  vertreten  sein  muss. 

Es  ergibt  sich  demgemäß  der  Satz: 

58.  „Ein  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Scheitel  auf  der  Doppel- 
geraden einer  eidiischen  Segelfläche  liegt  und  die  Doppelgerade  ,  sowie 
die  beiden  durch  den  KegelscheUel  gehenden  Ergeugenden  enthält,  hat 
mit  der  Megelfläche  noch  einen  Kegelschnitt  gemein." 

§.  57. 

Die  Erzeugende  der  Eegelfläche,  welche  in  der  Ebene  dieses 
Kegelschnittes  K  liegt,  kann  leicht  bestimmt  werden. 

Wir  wiesen  nämlich,  dass  der  Kegelschnitt  K  die  Doppelgerade 
in  einem  Punkte ,  durch  welchen  die  betreffende  Erzeugende  geht, 
schneidet.  Es  genügt  daher,  jenen  Punkt,  m  welchem  die  einfache 
Leifcgerade  S  von  der  Kegelschaittsebene  getroffen  wird,  mit  diesem 
Punkte  in  der  Doppelgevaden  zu  verbinden,  um  die  gewünschte  Er- 
zeugende zu  erhalten. 

Bisher  haben  wir  dem  Kegel  die  Bedingung  auferlegt,  durch  die 
Doppelgerade  D  und  durch  zwei  Erzeugende  g  und  g'  der  Eegelfläche 
KU  gehen.  Fügen  wir  nunmehr  die  weitere  Bedingung  hinzu, 
dass  derselbe  noch  eine  beliebige,  durch  den  Punkt  p 
gehende  Gerade  l  enthalten  seile. 

Alle  Kegel,  welche  durch  die  vier  Geraden  D,  g,  g'  und  l  gehen, 
bilden  ein  Kegelbusche],  Jeder  dieser  Kegel  sehneidet  die  ßegel- 
fläche  DOch  in  einem  Kegelschnitte,  und  es  wird  zu  untersuchen  sein, 
was  für  eine  Fläche   die  Ebenen  all  dieser  Kegelschnitte  umhüllen. 

Die  beliebig  durch  p  gezogene  Gerade  l  schneidet  die  Regel- 
fläehe  außer  in  dem  doppelt  zählenden  Punkte  p  noch  in  einem  wei- 
teren Punkte  X.  Es  ist  einleuchtend,  dass  durch  diesen  Punkt  die 
Schnittcurven  der  Eegelfläche  mit  allen  Kegeln  des  Büschels  gehen 
werden,  oder,  dass  alle  vorgenannten  Kegelschnitte,  mithin  auch  deren 
Ebenen,  durch  den  Punkt  a^  führen.  Besagte  Ebenen  umhüllen  somit 
einen  Kegel. 

Da  aber  jede  dieser  Ebenen  außer  dem  Kegelschnitte  noch 
eine  Erzeugende    enthält,    also  eine  Tangentialebene  der 
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Eegelfläehe  darstellt,  so  ist  der  gesuchte  Kegel  keio  anderer,  als 
der  der  Fläche  von  dem  ihr  angehörenden  Punkte  x  aus  umschriebene 
Kegel,  also  ein  Kegel  zweiten  Grades.  Es  folgt  mithin  der  Satz: 
59.  „  "WaMi  man  als  StheiM  eines  KegelbüscheU  sweiten  Grades 
einen  FunM  p  auf  der  Doppelgeraden  einer  Begelfläche  dritten  Gra- 
des, und  als  Gtundkanten  des  Sttböhels  die  Doppelgerade,  die  beiden 
durch  p  gehenden  Ei  zeugenden  der  Segelfläche  und  eine  helidiige, 
durch  p  gesogene  Gerade  l,  so  schneiden  die  sämmtlicken  Kegel  des 
Büschels  die  Hegelßäche  noch  in  Kegelschnitten,  deren  Ebenen  jenen 
Kegel  zweiten  Grades  umhüllen,  toelcher  der  Begelßache  am  dem 
FmiMe,  in  welchem  die  Gerade  l,  außer  in  p,  die  Megel fläche  noch 
trifft,  umsehriehen  ist.'^ 

§.  58. 

Sehmen  wir  wieder  einen  beliebigen  Punkt  p  auf  der  Doppel- 
geraden der  ßegelfläche  an ,  betrachten  wir  denselben  als  den 
Scheitel  eines  Kegels  dritter  Ordnung  und  vierter  Clasae,  und  setzen 
wir  überdies  fest,  dass  einerseits  die  Doppelerzeugende  des  Kegels  mit 
der  Doppelgeraden  der  ßegelfläche,  und  dass  andererseits 
zwei  seiner  Erzeugenden  mit  den  beiden  durch  ^3  gehenden  Er- 
zeugenden g  und  g'  der  Kegelfläche  zusammenfallen,  so  wird  der 
Schnitt  beider  Flächen  eine  degenerierte  CurTC  neunter 
Ordnung   sein. 

Die  Doppelgerade  D  beider  Fläelien  zählt  im  Schnitte  Tierfach, 
die  beiden  Erzeugenden  g  und  g'  einfach.  Diese  drei  Geraden  reprä- 
sentieren daher  zusammen  einen  Ort  der  sechsten  Ordnnng;  der 
Eest  wird  somit  eine  Curve  dritter  Ordnung  sein,  welche,  wie  die 
nachstehende  einfache  Betrachtung  lehrt,  doppelt  gekrümmt  sein 
und   die  Doppelgerade   als  zweipunktige  Secante   besitzen  wird. 

Da  nämlich  die  Gerade  D  eine  Doppelgerade  der  Eegelfläche 
sowohl,  als  auch  des  Kegels  p  ist,  so  wird  jede  durch  D  gehende 
Ebene  e  sowohl  die  ßegelfläche,  als  auch  den  Kegel  beziehungsweise 
noch  in  den  Erzeugenden  ge  und  G^  schneiden ,  während  sieh  diese 
beiden  Geraden  gi  und  Gi  wieder  in  einem  Punkten  der  yorgenann- 
tea  Curve  dritter  Ordnung  treifen  werden. 

Die  Kegelfläche  dritter  Ordnung  hat  aber  längs  der  Doppel- 
geraden D  zwei  Tangentialebenen,  oder  mit  anderen  Worten:  es  gibt 
awei  Lagen  der  Ebene  e,  in  welchen  die  zugehörigen  Kegelerzen- 
genden  (J,  unendlich  nahe  an  D,  mithin  auch  die  beiden  auf  diesen 
Erzeugenden  liegenden  Punkte  z  auf  die  Gerade  D  falien.  Es  ergibt 
sich  sonach  der  Satz: 
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00.  „Ein  Kegel  dritter  Ordnung,  vierter  Classe,  dessen  Doppel- 
erseugende  mit  der  Doppelgeraden  einer  cubischen  Eegelfläche  zusam- 
menfällt, und  welcher  überdies  zwei  Erseugenden  dieser  Regelfläche 
enthält,  schneidet  die  Megelftäche  noch  in  einer  Raumcurve  dritter 
Ordnung,  welche  die  Doppelgeraäe  der  beiden  Flächen  sur  ztoei- 
punktigen  Secante  hat.^ 


Damit  diese  SehEitteurve  dritter  Ordnung  eine  ebeae 
Curve  werde,  ist  es  genügend,  wenn  die  beiden  vorgenannten  auf 
Z>  liegenden  Punkte  ß  der  Scliaittcurve  zusammenfallen,  also  einen 
wirklichen  Doppelpunkt  darstellen. 

Diese  Bedingung  setzt  aber,  den  früheren  Betrachtungen  gemäß, 
voraus,  dass  die  beiden  Ebenen  e,  welche  den  Kegel  längs  der  Doppel- 
erzeugenden  berühren ,  in  eine  und  dieselbe  Ebene  zusammenfallen, 
dass  also  die  besagte  Doppelerzeugende  insbesondere  eine  Rüek- 
kehrerzeugende  des  Kegels  werde. 

Hiernach  ergibt  sich  der  Satz : 

61.  „Fällt  die  Hüch'hehrerseugende  eines  Kegels  dritten  Grades 
mit  der  Doppelgeraden  einer  cubischen  Eegelfläche  gusammen,  und 
enthält  dieser  Kegel  ßwei  Erseugenden  der  Regelfläche,  so  schneidet 
er  die  leidere  noch  in  äiner  eienen  Curve  dritten  Grades." 

Dass  die  vorbezeichnete  Sehnitteurve  vom  dritten  Grade  ist, 
folgt  daraus ,  dass  der  ebene  Schnitt  des  vorgenannten  Kegels 
einen  Eückkehrpunkt  besitzt. 


Gleichzeitig  möge  hier  noch  in  Erinnerung  gebracht  sein,  dass 
der  Schnitt  zweier  krummen  Flächen  immer  „wirkliche 
Doppel  punkte"  haben  wird ,  wenn  die  eine  oder  beide 
Flächen    eine  Doppelcurve    besitzen. 

Setzen  wir  nämlich  voraus,  dass  eine  Fläche  m-ter  Ordnung 
eine  Doppelcurve  Mer  Ordnung  besitze,  und  dass  die  besagte  Fläche 
von  einer  zweiten  Fläche  n-ter  Ordnung  geschnitten  werde. 

Die  Sehnitteurve  beider  Flächen  wird  selbstverständlich 
durch  die  n.Ä  Punkte  gehen,  in  welchen  die  Doppelcurve  die  Fläche 
«-ter  Ordnung  trifft. 

Berücksichtigen  wir  einerseits,  dass  die  Tangente  in  einem  be- 
liebigen Punkte  der  Sehnitteurve  nichts  anderes  darstelle,  als  die 
Sehßittgerade  der  Tangentialebenen  beider  Flächen  in  diesem  Punkte, 
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uud  andererseits,  dass  einer  Fläche  in  jedem  Punkte  ihrer  Doppel- 
eurve  zwei  verschiedene  Berübrebenen  eotsprecben,  so  ist  eioIeuRhtend, 
dass  die  Sehnittcurve  der  beiden  Flächen  in  jedem  gleichzeitig  auch 
der  Doppelcnrve  angehörenden  Punkte  zwei  Tangenten  besitzt, 
dass  also  jeder  derartiger  Punkt  einen  wirklichen  Doppelpunkt 
der  Sehnittcurve  repräsentiert, 

Ist  die  Fläche  m-ter  Ordnung  insbesondere  eine  Eegelfläche 
dritten  Grades,  so  wird  dieselbe  von  einer  beliebigen  Fläche  »-ter 
Ordnung  in  einer  Cui've  der  3w-ten  Ordnung  geschnitten,  welche  auf 
der  Doppelgeraden  n  Doppelpunkte,  d.  i.  n  Schnittpunkte  dieser 
Doppelgeraden  mit  der  Fläche  w-ter  Ordnung,  besitzt. 

§.  61. 

Auf  einer  RegelSäche  dritten  Grades  liege  eine  Kaumeurve 
dritter  Ordnung,  die  wir  kurz  C^  nennen  wollen. 

Durch  die  letztere  kann  man  bekanntlich  unendlich  riele  ßegel- 
fiächen  aweiten  Grades  legen.  Eine  dieser  Eegelfiächen  sei  jR".  Die- 
selbe wird  die  cubische  Regelfläehe  in  einer  Curve  sechster  Ord- 
nung schneiden,  welche  jedoch  aus  zwei  Raumcurven  dritter  Ordnung 
zusammengesetzt  sein  wird,  da  ein  Thei!  der  den  beiden  Hegelflächeu 
gemeinschaftlichen  Linie  eben  die  vorausgesetzte  Curve  0^  ist. 

Da  aber,  nach  den  vorhergebenden  Betrachtungen,  die  Sehnitt- 
curve der  beiden  Kegeiflächen  einerseits  auf  der  Doppelgeraden 
zwei  wirkliche  Doppelpunkte  besitzen  muss,  andererseits  aber 
einer  Baumcurve  dritter  Ordnung  kein  wirklicher  Doppelpunkt  zu- 
kömmt, so  folgt  nothwendigerweise,  dass  die  beiden  Raumcurven  die 
Doppelgerade  in  den  nämlichen  zwei  Punkton  schneiden 
müssen.     Demnach  kaan  der  Satz  aufgestellt  werden: 

62.  „Jeäe  auf  einer  eiibischen  Segelfläche  Hegende  Maumcurve 
dritter  Ordnung  schneidet  die  Doppelgerade  der  Fläche  in  swei 
Funkten.  Jede  Fläche  sweiten  Grades,  welche  durch  eine  solche 
Maumcurve  gelegt  wird,  schneidet  die  cubische  B.egelfiäche  noch  in 
einer  smeiten  Baumcurve  dritter  Ordnung,  welche  die  Voppelgcrade 
in  denselben  swei  Punkten,  wie  die  erste  Maumcttrve,  trifft."^ 

§.  62. 
Die    bei'den    vorbezeichneteii    Raumcurven    kann    man 
als  den    Ort     der    Schnittpunkte     aller    Erzeugenden     der 
cubischen    Regelfläche  mit    der  Fläche    zweiten   Grades 
betrachten. 
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Jede  dieäer  Erzeugenden  schneidet  iiämlieli  die  Fläche  zweiten 
Grades  in  zwei  Punliten,  von  weichen  je  einer  airf  einer  der  beiden 
Eaumcui'ven  dritter  Ordnung  liegt. 

Der  Fall,  dass  eine  Erzeugende  der  liegelfläche  die  eine  der 
beiden  Kaumcurven  in  zwei  Punkten,  die  andere  hingegen  iu  gar 
keinem  Punkte  schneiden  würde,  kann  aus  nachstehendem  Grunde 
nicht  eintreten. 

Die  Eaumcurve  hat  nämlich,  wie  vorher  nachgewiesen  wurde, 
mit  der  Doppelgeraden  nothwendig  zwei  Punkte  gemein.  Würde  auch 
noch  eine  Erzeugende  y  der  Eegelfläehe  existieren,  welche  mit  der 
ßaumcurve  ebenfalls  zwei  Punkte  gemein  hätte,  so  würde  die  durch 
diese  Erzeugende  und  durch  die  Doppelgerade  gelegte  Ebene  die 
RanmcurTe  dritter  Ordnung  in. vier  Punkten  schneiden  müssen,  was 
ganz  unmöglich  ist. 

Es  lässt  sich  aber  auch  weiters  zeigen,  dass  die  EaumcurTß 
dritter  Ordnung  mit  der  einfachen  Leitgeraden  der  Regelfläche 
nur  einen  einaigen  Punkt  gemeinsam  hat.  Denn  auf  jeder 
durch  die  einfache  Leitgerade  gelegten  Ebene  müssen  drei  Punkte 
der  Raumcurve  liegen.  Zwei  von  diesen  Punkten  sind  aber  jene,  in 
welchen  die  in  der  Yorhezeichneten  Ebene  liegenden  Erzeugenden  der 
Regelfläche  die  Eaumcurve  treffen.  Der  übrig  bleibende  dritte  Puukt 
liegt  dann  auf  der  einfaehea  Leitgeraden.  Es  besteht  mithin  der  Satz: 

63.  „Eine  ctuf  einer  cubiscken  Hegelfläche  liegende  Maumcurve 
dritter  Ordnung  wird  sowohl  von  der  einfachen  Leitgeraden  als  auch 
von  jeder  Erzeugenden  nur  in  einem  einsigen  PunMe  getroffen." 

§.  ö3. 

Aus  den  vorhergehenden  Sätzen  und  Betrachtungen  ergibt  sich 
unmittelbar  die  nachstehende  Entstehuugsurt  einer  cubischen 
Regelfläche; 

6i.  Eine  Gerade,  welche  in  jeder  Lage  eine  cubische  Eaumcurve, 
eine  gweipunktige  Seeante  und  eine  einpunJdige  Secante  derselben 
schneidet,  erzeugt  eine  cubische  Begelftäche.  Die  sweipunktige  Secante 
ist  die  Doppelgerade,  die  einpunktige  Secante  dagegen  ist  die  ein- 
fache Leitgerade  dieser  Fläche." 

Vorstehende  Entstehuagsweise  kann  wieder  direot  durch  die  all- 
gemeine Cremona'sche  Gleichung  verificiert  werden. 

Die  Ordnungen  der  drei  Lettcurven  C*,  G,  und  Q^  sind  m,  ^=  3; 
m^  =  m^  =:  1 ;    die   Zahl    der    gemeinschaftlichen   Punkte   derselben : 
s,  =0;  Sg  =  1;  Sj  =^  2;  mithin  ist: 
Jf=r  2m, m„m.,  —  Sim,  —  s„m„ —  s,m,  =  2.3.1.1 —0  —  1—2  =  3 
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Der  vorliegende  Fall  ist  principiell  derselbe,  wie  der  in  Satz  21) 
besprochene. 

§.  64. 

üater  dem  Doppelverhältnisso  YOn  vier  Punktea  {a,b,c,d) 
einer  cubischen  Kaumeurve  versteht  man,  wie  bereits  bekannt, 
das  Doppelverbäitnis  der  vier  Ebenen,  welche  diese  Punkte  mit 
irgend  einer  zweipuaktigen  Seeante  der  Curve  verbinden. 

Wie  aus  der  Theorie  der  Raudcurven  dritter  Ordnung  bekannt 
ist,  ändert  dieses  Doppelverhältnis  seinen  Wert  nicht,  wenn  auch 
die  La^e  der  genannten  Seeante  geändert  wird.  Es  sind  daher  auch 
die  Ebenenbüschel,  welche  die  Punkte  einer  cubischen  Eaum- 
eurve  aus  Kwei  zweipunktigen  Secanten  derselben  projicieren ,  stets 
projeetivisch. 

Auf  Grund  dieser  Eigenschaft  kann  man  die  Punkte  einer 
Baumeurve  dritter  Ordnung  projeetivisch  auf  jene  einer  beliebigen 
geraden  Punktreihe  beKieben. 

Ist  also  G'^  eine  Eaumcurve  dritter  Ordnung,  D  eine  zweipunk- 
tige  Seeante  derselben  und  S  eine  eiupuaktige  Seeante,  d.  h.  eine 
Gerade,  welche  mit  der  Curve  nur  einen  einzigen  Punkt  s  gemein  hat, 
so  sind  (aaeh  Sata  64)  diese  drei  Linien  Eestimmungselemente  einer 
cubischen  ßegelfläche. 

Irgend  eine  beliebige  Erzeugende  g  dieser  RegelMehe  wird  er- 
halten, wenn  man  durch  die  zweipunktige  Seeante  JO  eine  beliebige 
Ebene  e  legt;  diese  letztere  schneidet  die  ßanmcurve  C*  in  einem 
dritten  Punkte  a  und  die  einpunktige  Seeante  S  in  einem  Punkte  ct. 
Die  Verbindungsgerade  aa  ist  sodann  eine  Erzeugende  der  Eegel- 
üäche. 

Dreht  sich  die  Ebene  e  um  D,  erzeugt  dieselbe  also  ein  Ebeuen- 
büschel  mit  der  Achse  2),  so  durchläuft  sowohl  der  Punkt  a  auf  der 
Curve  C^,  als  auch  der  Funkt  c.  auf  der  Geraden  S  eine  zu  diesem 
Büschel  J)  (e..  .)  perspeotivischo  Punktreihe.  Es  sind  dem- 
gemäß die  Punktreihen  a  und  a  untereinander  projeetivisch, 

Hierbei  ist  jedoch  Nachstehendes  zu  beachten. 

Der  Voraussetzung  entsprechend,  bat  die  Gerade  S  mit  der 
Eaumcurve  (7*  einen  Punkt  s  gemein.  Es  ist  einleuchtend,  dass  dieser 
Punkt  in  den  beiden  Eeihen  sich  selbst  entspricht,  wenn  man  berücksich- 
tigt, dass  derselbe  als  Schnittpunkt  der  Curve  C^  und  der  Geraden  S 
mit  einer  und  derselben  Ebene  des  Büschels  D  [der  Ebene  {jD,s)]  be- 
trachtet werden  kann.     Es  ergibt  sich  demgemäß  der  Satz: 
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65.  „Die  Funktreihen ,  welche  die  Erzeugenden  einer  cuhisehen- 
Jiegelfläche  auf  der  einfachen  Leitgeraden  und  auf  irgend  einer  der 
Fläche  angehörenden  Baumcurve  dritter  Ordnung  bestimmen,  sind 
projedivisch;  der  Punlct,  in  welchem  die  eubisehe  Baumcurve  von  der 
einfachen  Leitgeraden  getroffen  wird,  entspricht  in  beiden  Beihen  sich 
selbst.'* 

Die  trmkehrung  dieses  Satzes  liefert  die  folgende  ErKeugungs- 
weise  der  Regelfläche: 

66.  fSind  auf  einer  cuhisehen  B<mincurve  und  auf  einer  ein- 
punMigen  Secante  derselben,  swei  projectivische  Seihen  derart  gegeben, 
dass  in  beiden  der  gemeinschaßliche  Funkt  sich  selbst  entspricht, 
so  ergeugen  die  Verbindungsgeraden  entsprechender  Punkte  eine 
eubisehe  Begelfläche  mit  jener  Secante  als  einfacher  Leitgeraden.'' 

§.  65. 

Die  nachstehende  Betrachtung  wird  einerseits  die  Zulässigkeit 
dieser  ümkehrung  nachweisen,  andererseits  aber  auch  zeigen,  wie  die 
Doppelgerade  der  Fläche  gefunden  werden  kann 

Seien  nämlich  a  und  b  zwei  Punkte  der  Reihe  auf  der  cuhisehen 
Raumcurve  C^  während  a  und  ß  die  ihnen  pnt'<piecbenden  Punkte 
auf  der  einpunktigen  Secante  S  repräsentieren  migen 

Diese  beiden  Punktepaare  bestimmen  mit  dem  sieh  selbst  ent- 
sprechenden Schnittpunkte  s  von  C*  und  &  die  projectivische  Beaie- 
hung  beider  Reihen  vollkommen,  so  dass  leimittelst  deiselben  beliebige 
Paare  entsprechender  Punkte,  also  auch  beliebige  Erzeugenden  der 
Regelfläehe  construiert  werden  können. 

Zieht  man  die  Geraden  aa  und  bß,  so  werden  diese  Geraden  zwei 
Erzeugenden  der  Regelfläche  repräsentieren.  Durch  eine  dieser  Erzeu- 
genden, etwa  aa,  und  durch  die  Raumcurve  C^  kann  man  eine  Regel- 
flache  zweiten  Grades  legen.  Die  Schar  jener  Erzeugenden,  die  auf 
dieser  Fläche  zu  dem  Systeme  aa  gehören,  sind,  ebenso  wie  diese 
letztere  selbst,  bekanntlich  einpunktjge  Secanten  der  Raumcurve  C^ 
Die  Erzeugenden  des  zweiten  Systems,  welche  sämmtlioh  die  Gerade 
aa  schneiden,  sind  dagegen  zweipunktige  Secanten  der  Raum- 
curve C^. 

Die  Gerade  bß  bat  mit  der  eben  erwähnten  EegelÖäche  zweiten 
Grades,  außer  dem  Punkte  b,  noch  einen  zweiten  Punkt  c  gemein. 
Durch  diesen  Punkt  führen  wir  jene  Erzeugende  D  der  Regelfläehe 
zweiten  Grades,  welche  nicht  zum  Systeme  aa  gehört,  welche  also 
einerseits  die  Gerade  aa  sehneidet  und  andererseits  eine  zweipunktige 
Secante  der  Raumcurve  C*  repräsentiert. 
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Die  eben  gefundene  Gerade  J)  hat  somit  die  Eigenschaft,  eine 
zweipuüktige  Secaate  der  Raumcurve  C*  k«  aein  und  die  beiden  Ge- 
raden aa  und  hß  zu  sehneiden. 

Betrachten  wir  nun  D,  C  uud  S  als  LeiUiuiea  einer  Regelfiäche 
dritten  Grades,  so  wird  (nach  Satz  65)  das  Ebenenblisohel  aus  B  die 
Curve  C  uad  die  Gerade  S  in  zwei  projectivjsehea  Punktreihen  treffen, 
deren  entsprechende  Punkte  miteinander  verbunden  die  Erzeugen- 
den der  cubischen  Regelfiäche  darstellen. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  in  diesen  beiden  Reihen  eineraeitw 
der  Schnittpunkt  s  von  C*  und  S  sieh  selbst  entspricht  und  anderer- 
seits, da  die  Gerade  J5  von  aa  und  hß  gesehDitten  wird,  a  und  «; 
h  und  ß  ebenfalls  entsprechende  Punkte  der  Reihen  sind,  so  folgt, 
dass  diese  beiden  durch  das  Ehenenbüschel  B  auf  C^  und  S  erzeugten 
Reihen  ahs. . .  und  aßs. , .  identisch  sind  mit  des  beiden  ursprüag- 
lich  gegebenen  Reihen  «&s..,  und  aßs...,  dass  also  auch  die  durch 
die  letzteren  erzeugte  Regelfläche  identisch  sein  müsse  mit  der 
durch  D,  C^  und  S  erzeugten  eubisehen  Regelfläche.  Diese  Betrach- 
tung bietet  somit  gleichzeitig  auch  ein  Hilfsmittel  für  die  Constrnc- 
tion  der  Doppelg^raden  B   einer  Regelfläche. 


Untersuchen  wir  nun  jene  Fälle,  in  welchen  es  möglich  wird, 
Raumcurven  dritter  Ordnung  auf  einer  cubiscben  Regel- 
flache  vermittelst  ßegelfläehen  zweiten  Grades  zu  er- 
ze  ugen. 

Da  der  Schnitt  einer  cubischen  Regelfiäche  mit  einer  Regelfiäche 

zweiten  Grades  von  der  sechsten  Ordnung  ist,  so  muss,  wenn  der 

eine  Bestandtheil  dieses  Schnittes  von  der  dritten  Ordnung  sein  soll, 

auch  der  zweite  Theil  von  der  dritten  Ordnung  sein,  also  entweder 

a)  eine    wirkliche   Kaumcurve    dritter  Ordnung   darstellen, 

oder  aber 
h)  aus  einem  Kegelschnitte  uud  einer  Geraden,  oder 
c)  aus  drei   Geraden  bestehen. 

Wir  wollen  vor  allem  den  letzten  Fall  diseutieren.  Legen  wir 
zu  diesem  Bebufe  eine  Regelfläche  zweiten  Grades  durch  drei  Erzeu- 
gende ^i,  g^,  g^  der  cubischen  Regelfläche  i^^ 

Damit  letzteres  möglich  sei,  muss  nothwendig  die  Bedingung, 
dass  keine  zwei  von  diesen  drei  Erzeugenden  einen  Punkt  gemein 
haben,  erfüllt  werden.  Denn  würden  beispielsweise  g^  und  g^  einen 
gemeinschaftlichen  Punkt  (der  auch  der  Doppellinie  B  angehören  würde) 


y  Google 


besitzen ,  so  würdeo  diese  Geraden  selbstYerständlich  verscbiedeuen 
Systemen  der  Kegelfläche  zweiten  Grades  angehören  und  es  naüssto 
infolge  dessen  auch  die  eine  oder  die  andere  von  ihnen  die  dritte 
Gerade  g^  sehneiden,  was  offenbar  undenkbar  ist,  sobald  g^,  g^  und  g^ 
Erzeugende  einer  cubischen  Eegelfläehe  sind.  Hiernach  muss  also 
vorausgesetzt  werden,  dass  keine  zwei  von  den  drei  Geraden  gy,g^ 
und  ^3  einen  Punkt  gemeia  haben. 

Legen  wir  demnach,  wie  oben  angedeutet,  durch  g^,  g,^  und  g^ 
eine  Regelfläehe  zweiten  Grades,  so  sind  Erzeugenden  derselben  all 
jene  Geraden,  welche  g^,  g^  und  g^  schneiden.  Hierunter  befinden 
sich  selbstverständlich  auch  die  beiden  Leitgeraden  D  und  S  der 
cubischen  Begelfläche.  Da  aber  die  erstere  von  ihnen,  als  Doppel- 
gerade der  einen  Fläche,  doppelt  zählt,  so  repräsentieren  die  fünf 
Geraden  gi,  (/„  ^3,  S  und  D  einen  Schnitt  sechster  Ordnung  der 
beiden  ßegelflächen ;  diese  letzteren  können  daher  keine  weiteren 
Punkte  gemein  haben.     Wir  erhalten  mitbin  den  Satz : 

67.  „  Wird  durch  drei  sich  fcrmeende  Erscugenden  einer  cubi- 
schen,  Begelfläche  eine  Begelfläche  mveiten  Grades  gelegt,  so  hat  diese 
mit  der  ersten  noch  die  Doppelgerade  und  di^  einfache  Leitgerade, 
sonst  aber  keine  weiteren  Punkte  gemein.'^ 

§.  67. 

Ebenso  lässt  sich  auch  nachweisen,  dass  jede  Eegelfläehe  zweiten 
Grades,  welche  durch  die  Doppelgerade  und  durch  die  einfache 
Leitgerade  einer  cubischen  Kegelfläehe  gelegt  wird,  mit  der  letzteren 
nur  drei  Erzeugenden  gemein  haben  kann. 

Vorausgesetzt,  die  Eegelfläehe  zweiten  Grades  gehe  durch  D,  S 
und  durch  eine  beliebige  B  und  S  nicht  schneidende  Gerade  G. 

Die  Gerade  G  hat  mit  der  Eegelfläehe  dritten  Grades  drei  Punkte 
gemein,  durch  deren  jeden  eine  Erzeugende  g„  g^,  g^  geht.  Diese 
letatgenannten  Geraden  g^,  g^  und  g^  sind  aber  gleichzeitig  auch  Er- 
zeugenden der  Fläche  zweiten  Grades,  da  jede  von  ihnen  die  drei  Leit- 
geraden D,  S  und  G  trifft. 

Die  fünf  Geraden  D,  S,  £»,,  g^  und  g^  repräsentieren  sonach 
wieder  einen  Ort  sechster  Ordnung,  stellen  also  den  vollstän- 
digen Durchschnitt  beider  ßegelflächen  dar,  welche  somit  keine 
anderweitigen  Linien  mehr  gemein  haben  können.  Daher  besteht 
der  Satz: 

68.  „Jede  Begelfläche  gweiten  Grades,  welche  durch  die  Doppel- 
gerade  und  durch  die  einfache  Leitgerade  einer  nihischen  Begelfläche 
geht,  hat  mit  dieser  letzteren  nur  noch  drei  Erzeugenden  gemein.'- 
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Besondere  Beachtung  verdient  der  fall,  in  welchem  eine  ßegel- 
fläche  zweiten  Grades  (ein  einfaches  Hyperboloid)  durch  drei 
unmittelbar  anfeiuauder  folgende  Erzeugenden  einer 
eubischen  Eegelfiäche  gelegt  wird. 

Wir  wissen  nämlich,  dass  jedes  Hyperboloid,  welches  durch  zwei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Eraeugende  einer  windschiefen  Fläche 
geht,  ein  „Schmieguagshyperboloid"  dieser  Fläche  längs  der 
genannten  Erzengenden  ist. 

Sämmtliehe  Erzeugenden  des  zweiten  Systems  in  einem  solchen 
Hyperboloide  sind  Tangenten  der  windschiefen  Fläche  in  jenen  Punkten, 
in  welchen  sie  die  Schmieguugserzeugenden  treffen.  Schneidet  man 
weiters  beide  Flächen  durch  eine  Ebene,  so  erhält  man  zwei  Curven, 
welche  sieh  in  jenem  Punkte  berühien,  in  welchem  sie  die  Sohmie- 
gungs erzeugend 6  begegnen. 

Setzen  wir  mm  aber  insbeEondere  Toraus,  ein  Hyperboloid  gehe 
durch  drei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Erzeugen- 
den ^i,  g^  und  öa  ßiner  windschiefen  Fläche  —  im  yorliegenden  Falle 
der  eubischen  Segelfläche  —  so  wird  jede  Ebene  beide  Flächen  iu 
zwei  Curven  schneiden,  welche  drei  unmittelbar  auf  einander  folgende 
Punkte  (die  Schnittpunkte  dieser  Ebene  mit  g,,  g^  und  g^)  gemein 
haben,  sich  also  osculieren.  (Siehe  §.  14.) 

Wir  wollen  aus  diesem  Grunde  ein  solches  Hyperboloid  als 
„Osculationsh}  p  iMloid"  der  Regelfläche  längs  der  Er- 
zeugenden g  (dl  man  sich  g^  g^,  g^  als  unendlich  nahe  oder  in 
dieselbe  Gerade  q  zusammenfallend  vorzustellen  hat)  bezeichnen. 

Der  früher  aufgestellte  Satz  67)  lässt  sonach  unmittelbar  den 
folgenden  speciellen  Satz  zu 

69.  j^Sammthche  OscittahonshyperholoifJe  einer  Begelfläche  dritten 
Grades  enthalten  die  Doppelgerade  und  die  einfache  Zeit  gerade 
dieser  Begelfläche.^ 

§.  69. 

Sei  nun  die  Gerade  l  eine  Erzeugeade  des  zweiten  Systems  auf 
einem  Osculationshyperboloide,  d.  i.  eine  Gerade,  welche  die 
drei  Geraden  gr,,  g^  und  g^  schneidet.  Die  drei  Punkte  «,,  cfg  und  «3, 
in  welchen  das  Schneiden  der  vorerwähnten  Geraden  stattfindet,  sind 
offenbar  die  drei  Schnittpunkte  der  Geraden  l  mit  der  eubischen 
Kegelfläche. 

Besagte  Punkte  liegen  aber,  infolge  der  bezüglich  g^,  g„_  und  y^ 
gemachien  Voraussetzung,  unendlich  nahe  an  einander;  es  wird  daher 
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die  Gerade  l  eine  „Inflesionstangente"  oder  eiue  „Haupt- 
tangente" der  eubiscben  Begelfläche  darstellen.  Da  dies  von 
allen  Erzeugenden  l  des  Osculationsliyperboloides  gilt,  erhält 
man  den  Satz; 

70.  Die  Inflexionstangenten  einer  cuhischen  Begelfläche  in  allen 
Funkten  einer  Erzeugenden,  sind  Ersmgende  eines  und  desselben 
Hyperboloides,  nämlich  des  dieser  Erseugenden  entsprechenden  Oscu- 
lationshyperholoides  der  Begelfläche.'^ 

Es  braucht  wohl  kaum  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass 
dieser  Satz  seine  allgemeine  Giltigkeit  für  jede  beliebige  Eegel- 
fiäehe  behaupte,  da  es  (wie  bereits  auch  in  §.  14  gezeigt  wurde) 
ganz  einerlei  ist,  auf  was  für  einer  Regelfläche  man  drei  unmittelbar 
aufeinander    folgende  Erzeugende  annimmt. 

§.  70. 

Dem  vorstehenden  Satze  kann  jedoch  auch  eine  andere  Gestalt 
gegeben  werden. 

Wir  wissen  nämlich  bereits,  dass  die  Berührungsebene  in  einem 
Punkte  a  einer  krummen  Fläche  diese  Fläche  in  einer  (reellen  oder 
imaginären)  Curve  sehneidet,  welche  den  Punkt  a  zum  Doppelpunkte 
hat.  Die  beiden  Doppelpunktstangenten  sind  sodann  bekanntlich 
die  der  Fläche  im  Punkte  «  entsprechenden  Haupt-  oder  Infiexions- 
tangenten. 

Ist  die  Oberwähnte  Fläche  speeiell  eine  cubische  ßegelfläche, 
so  besteht  deren  Schnitt  mit  einer  Tangentialebene  im  Punkte  a  aus 
der  durch  a  gehenden  Erzeugenden  g  und  einem  durch  a  gehenden 
Kegelschnitte.  Die  Erzeugende  selbst  stellt  sodann  die  eine  Haupt- 
tangente und  die  Kegelschnittstangente  in  a  die  zweite  Haiipttan- 
gente  dar. 

Die  Inflesionstaagenten  einer  cuhischen  Eegelfläche 
in  den  Punkten  einer  Erzeugenden  sind  daher  gleichzeitig 
Tangeuten  jener  Kegelschnitte,  welche  als  'Schnitte  der  Eegelfläche 
mit  den  durch  die  genannte  Erzeugende  gelegten  Ebenen  resultieren. 
Hieraus  folgt  die  nachstehende  Fassung  des  obigen  Satzes: 

71.  ,.,Die  Tangenten  der  KegelschnUte,  welche  sich  als  Schnitte 
aller  durch  eine  und  dieselbe  Erzeugende  einer  Begelfläche  dritten 
Grades  mit  dieser  letsteren  in  den  Funkten  der  genannten  Erzeu- 
genden ergeben,  erfjUlen  ein  einfaches  Hyperboloid,  ä.  i.  das  jener 
Erzeugenden  entsprechende  Osculationshyperboloid.'^ 

Weitere  Eigenschaften  der  Schnitte  von  Eegelfläcben  zweiten 
und  dritten  Grades  zu    entwickeln,    würden  an  dieser  Stelle  zu  weit 
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führen.  Wir  wollen  uns  daher  mit  dem  bereits  BesprocheneB  zu- 
friedenstellen, dagegen  aber  noch  einiges  über  zwei  besondere 
Formen  der  Regelfläche  dritten  Grades  anreihen. 

§.  71. 
Die  Cayley'sche  Eegelfläche  dritten  Grades. 

Setzt  man  voraus,  dass  die  ßegelfläche  dritten  Grades  durch 
vier  ihrer  Erzeugenden  und  einen  Punkt  gegeben  ist,  und 
stellt  man  bezüglich  dieser  vier  Erzeugenden  die  Bedingung,  dass 
irgend  eine  von  ihnen,  allenfalls  g^,  das  dareh  die  drei  anderen 
Eraeugenden  ff^,  g^  und  g^  bestimmte  Hyperboloid  berühre,  so  ist 
einleuchtend,  dass  die  beiden  Geraden  D  und  8,  welche  alle  vier  Er- 
aengendea  g^. .  .g^  sehneiden,  jene  zwei  Erzeugenden  des  Hyperboloides 
i9i9i9ä)  sein  werden,  welche  durch  die  beiden  zum  Berührnngspunltte 
vereinigten  Schnittpunkte  dieses  Hyperboloides  mit  der  Geraden  g^ 
gehen. 

In  diesem  Falle  werden  daher  die  Doppelgerade  D  und  die  ein- 
fache Leitgerade  S  zwei  unendlich  nahe  aueiaander  liegende,  sieh 
kreuzende  Geraden  darstellen. 

Eine  solche  besondere  Art  einer  Eegelüäehe  dritten  Grades  wird 
nach  C a y  1  e y,  welcher  sie  zuerst  betrachtete,  eine  „C ay i  e y'sche 
Regelfläehe  dritten  Grades"  genannt. 

Es  ist  einieuehtend ,  dass  jede  Gerade,  welche  der  Regelfläche 
angehört,  also  die  beiden  Leitgeraden  D  und  S  schneidet,  das  ob- 
genannte  Hyperboloid  in  einem  Punkte  der  zu  einer  und  derselben 
Geraden  vereinigten  Leitgeraden  D  und  8   berühren  wird. 

Untersuchen  wir  nun,  in  welcher  Weise  eine  derartige 
Eegelfläche  erzeugt  werden  kann,  und  welche  besondere 
Eigenschaften  derselben  zukommen. 

Denken  wir  uns  von  derselben  vier  Erzeugenden  3i,  ^g,  g^  und 
jij  in  einer  solchen  Lage  gegeben,  dass  die  eine  g^,  das  durch  die  drei 
anderen  bestimmte  Hyperboloid  [g^g^y^  in  einem  Punkte  «^  bertihre, 
oder  mit  anderen  Worten :  in  Kwei  mit  a^  zusammenfallenden  Punkten 
s  ehneide. 

Die  Erzeugende  l  des  Hyperboloides  (gig^g^,  welche  durch  «^ 
geht  und  g,,  g^-,  9a  beziehungsweise  in  a^,  a^  und  «j  schneiden  möge, 
repräsentiert  sodann  die  zwei  unendlich  nahen  (zusammenfallenden) 
Leitgeraden  D  nnd  S  der  cubisohen  Regelfläohe. 

Durch  die  Angabe  von  vier  Erzeugenden  ist  aber,  wie  wir  wissen, 
eine  cubisehe  Kegelfläche  noch  nicht  bestimmt.  Letzteres  wird 
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erst  danü  der  Fall  sein,  wenn  noch  eine  einfache  Bedingung  hinzu- 
tritt, wenu  also  beispielsweise  die  Regelfläehe  durch  einen  gegebenen 
Punkt  p  zu  gehen  hätte. 

Die  durch  p  führende  Erzeugende  Itann  leiett  gefunden  werden. 
Dieselbe  muss  nämlich  die  beiden  Leitgeraden  B  und  18  schneiden, 
oder  was  diesfalls  gleichbedeutend  ist,  das  Hyperboloid  (j'jö'a^a)  '^ 
einem  Punkte  der  Erzeugenden  l  berühren.  Dies  augrunde  gelegt, 
muss  die  vorgenannte  Erzeugende  aber  nothwendig  auch  in  jener  Kbene 
liegen,  weiche  durch  p  und  l  gelegt  werden  kann ;  dieselbe  wird  daher 
als  die  Verbindungsgerade  gp  des  Punktes  p  mit  dem  Berührungs- 
punkte der  oberwähnten  Ebene  {p,  V)  erhalten. 

Hiemit  sind  von  der  Cayley'schen  Regelfläehe  fünf  Erzeu- 
genden 3,,  (/j,  ^3,  g^,  gp  und  die  beiden  zu  einer  Geraden  l  vereinigten 
Leitgeraden  D  und  S  bekannt.  Vermittelst  derselben  lassen  sich  nun- 
mehr die  Erzeugenden  der  Kegelfläche  auf  folgende  Weise  con- 
struieren. 

Eine  beliebige  durch  die  Erzeugende  3,  gelegte  Ebene  wird  mit 
der  Regelfläehe  noch  einen  Kegelschaitt  iC,  gemein  haben,  von  welchem 
fünf  Punkte,  nämlich  die  Schnittpunkte  g^,  g^,  g^,  gp  und  l  (der 
letztere  ist  der  den  Geraden  l  und  g^  gemeinschaftliche  Punkt  «■,) 
bekannt  sind,  und  der  somit,  als  vollständig  bestimmt,  auch  leicht 
gezeichnet  werden  kann. 

Da  alle  Punkte  dieses  Kegelschnittes  K^,  der  gesuchten  Regel- 
flache  angehören,  so  kann  die  Erzengende  gx,  welche  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  X  desselben  geht,  so  construiert  werden,  wie  die  Er- 
zeugende 3p  aus  dem  Punkte  p.  Man  hat  nämlich  nichts  anderes  zu 
thun,  als  durch  x  und  l  eine  Ebene  z«  legen,  den  Berührungspunkt 
§  dieser  Ebene  mit  dem  Hyperboloide  {gig^g^^  aufzusuchen  und  den- 
selben mit  dem  Punkte  p  zu  verbinden,  um  die  obbesagte  Erzeugende 
3i  zu  erhalten. 

Diese  Betrachtung  führt  zu  folgender  Erzeugungsweise: 

75.  „Bewegt  sich  eine  Gerade  derart,  dass  sie  stets  ein  einfaches 
Hyperboloid  in  PunMen  einer  mid  derselben  Ergeugenden  beriet  und 
nehsibei  dnen  Kegelschnitt,  welcher  mit  dieser  Erzeugenden  einen 
Punkt  gemein  hat,  schneidet,  so  erzeugt  dieselbe  eine  Cayleg'sche 
Eegelfläche  dritten  Grades,  für  welche  die  genannte  Erzeugende  des 
Hyperboloides  die  vereinigte  Doppel-  und  einfache  Leitgerade  reprä- 


§.  72. 
Ak3  dieser    eben  besprochenen  Erzeugungsweise   lässt   sich  un- 
schwer eine  aweite  folgern. 
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Denkt  man  sieh  nämlich  durch  die  Erzeugende  l  des  Hyperbo- 
loides eine  beliebige  Ebene  e  gelegt,  welche  das  Hyperboloid  in  einem 
Punkte  a  dieser  Eraeugenden  berühren  wird  und  den  Kegelschnitt  K 
in  einem  Punkte  «  (der  aber  von  dem  gemeinschaftlichen  Punkte  s 
von  I  nl  Ä  ve  helen  st)  eine  let  so  ist  nach  dem  Früheren  aa 
eile  F  ze  ge  le  der  Kegelfl'i  he 

D  eht  s  ch  d  e  Fl  eue  e  ml  o  beschreibt  der  Punkt  a  auf  l 
sowol  I  als  a  h  der  P  nkt  a  auf  lern  Kegelschnitte  K  eine  au  dem 
v(ö  h  e  ctenElenenl  seh  1  l(  ),  perspectivische  Punkt- 
re  he 

D  e  P    he  nl  wei  he  die  Erzeugenden  der  Kegel- 

flä  he  a  f  de  e  id  0  i  nd  lif  d  m  Kegelschnitte  K  erzeugen,  sind 
(iaher  projectivisch. 

Zu  bemerken  ist  hierbei,  dass  der  Punkt  s  in  beiden  Reihen  sieh 
nicht  entspricht.  Denn  infolge  der  allgemeinen  Lage  des  Kegel- 
schnittes K  gegen  das  Hyperboloid  wird  die  Ebene  e,  welche  das 
Hyperboloid  in  s  berührt,  den  Kegelschnitt  K  in  einem  von  s  ver- 
scbiedeuen  Punkt  treffen.  Hiernach  ergibt  sich  folgende  Erzeuguugsart: 

73.  „Sind  auf  einem  Kegelschnitte  und  auf  einer  Geraden, 
welche  mit  dem  erstereti  dnen  PunM  gemein  hat,  0wei  projectivische 
Seihen  —  wobei  aber  der  genannte  gemeinschaftliche  PunM  sich  nicht 
seihst  entsprechen  darf  —  gegeben,  so  erzeugen  die  Verbindungsgeraden 
entsprechender  Punkte  beider  BeiJien  eine  Cayley'sche  Regelfläche,  für 
welche  der  Träger  der  geraden  Seihe  die  vereinigte  Doppel-  und  ein- 
fache Leitgerade  darstellt.''^ 

Würde  der  Punkt  s,  in  welchem  die  Gerade  l  den  Kegelschnitt  Ä" 
schneidet,  in  den  beiden  Reihen  «...  und«...  sieh  selbst  ent- 
sprechen, so  würde  die  Eegelfläche  dritten  Grades  in  eine  Regel- 
fläche zweiten  Grades,  die  durch  K  und  l  geht,  und  in  die  Berähr- 
ebene  zerfallen,  welche  (im  Punkte  s)  durch  die  Gerade  Isia  Z"  gelegt 
werden  kann. 

Betrachten  wir  die  vorerwähnte  Erzetigungsweise  näher,  so  er- 
geben sich  sofort  zwei  charakteristische  Merkmale,  beaie- 
hungsweise  Eigenschaften  der  Cayley'sehen  ßegelfiä.che  dritten  Grades. 

Da  nämlich  die  beiden  Reihen  auf  l  und  K  projectivisch  sind, 
80  folgt  unmittelbar,  dass  durch  jeden  Punkt  von  l  bloß  eine 
einzige  Erzeugende  der  Regelfläche  führt. 
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Letzteres  steht  scheinbar  im  Widerspruche  mit  der  Eigenschaft 
der  allgemeinen  cubischen  Kegelfläche,  bei  welcher  von  jedem  Punkte 
der  Doppelgeraden  Z*  zwei  Erzeugende  ausgehen.  Dieser  Widerspruch 
klärt  sieh  einfach  folgendermaßen  auf.  Wir  haben  im  Satze  73)  aus- 
driicklich  herrorgehobeii,  dass  der  Punkt  s,  welchen  die  Gerade  l  mit 
dem  Kegelschnitte  K  gemein  hat,  sieh  nicbt  selbst  entspricht.  Be- 
trachten wir  daher  s  als  einen  Punkt  der  Eeihe  auf  K,  so  wird  ihm 
ein  von  s  verschiedener  Punkt  0  auf  der  Geraden  l  enteprechen,  und 
die  Gerade  se,  welche  ihrer  ganzen  Länge  nach  mit  ?  zusammenfällt, 
wird  eine  Erzeugende  der  ßegelfläche  sein.    Hieraus  folgt  sofort: 

74.  „Bei  einer  cubischen  Oayley'sch&n  Begelfiäelie  fällt  mit  der 
vereinigten  Doppel-  und  einfachen  Leitgeraden  eine  Ersrngenäe  gu- 
sammen.  Durch  jeden  Funkt  dieser  Geraden  geht  nur  eine  einzige  Er- 
zeugende der  Fläche." 

Nach  dem  vorstehenden  Satze  wäre  man  versucht  zu  glauben, 
dass  die  obgenannte  Gerade  eine  vierfache  Gerade  auf  der 
Fläche  sei,  indem  sie  als  Doppelgerade,  als  einfache  Leitgerade  und 
als  Erzeugende  auftritt ,  was  bei  einer  Fläche  dritten  Grades  ganz 
unmöglich  ist. 

Fürs  erste  ist  aber  hiebei  nicht  zu  vergessen,  dass  die  Gerade  l 
Dur  in  der  Weise  als  Vereinigung  der  Geraden  D  und  S  [Erzeugenden 
des  früher  besprochenen  Hyperboloides  (£(, S'ai/a)]  aufzufassen  ist,  als 
D  und  S  zwar  zwei  unendlich  nahe,  sich  jedoch  kreuzende  Geraden 
vorstellen,  die  somit  nicht  direct  zusammenfallen  ki5nnen. 

Andererseits  erhält  die  eine  von  diesen  beiden  Geraden  D  und  S 
erst  dadurch  den  Charakter  einer  Doppelgeraden,  als  sie  mit  der 
vorher  gefundenen  Erzeugenden  (sa)  zusammenfällt,  was  übrigens  auch 
darausfolgt,  dass  durch  jeden  ihrer  Punkte  nur  eine  Erzeugende  der 
Fläche  geht. 

§.  U. 

Eine  anderweitige  besondere  Form  einer  cubischen  Regelfläche 
ist  das  sogenannte  „eubisebe  Cönoid". 

Wenn  eine  cubische  Eegelüäche  durch  eine  Gerade 
erzeugt  wird,  weiche  zwei  sich  kreuzende  Geraden  und 
einen  Kegelschnitt,  der  mit  einer  dieser  Geraden  einen 
Punkt  gemein  hat,  sehneidet,  so  kann  insbesondere  voraus- 
gesetzt werden,  dass  eine  von  den  beiden  Leitgeraden  in  unend- 
liche Entfernung  fällt,  also  durch  eine  Riclitebeue  ersetzt  werden 
könne. 
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Wir  wollen  zunächst  den  Fall  ins  Auge  fassen,  in  welchem  die 
einfache  Leitgerade  S  der  cubischen  Regelfläche  in  un- 
endliche Entfernung  fällt,  also  durch  eine  ßichtebene  B^, 
welche  diese  Gerade  enthält,  ersetzt  wird. 

Jede  Gerade,  welche  die  Doppelgerade  X),  sowie  den  Kegelschnitt 
schneidet  und  zu  Bs  parallel  ist,  repäsentiert  sodann  eine  Erzeugende 
der  Eläche.     Daher  der  Satz: 

75,  „Sewegt  sich  eine  Gerade  so,  dass  sie  in  jeder  Lage  einen 
Kegelschnitt  und  eine  Gerade  sehneidet,  welche  mit  diesem  Kegel- 
schnitte einen  Punkt  gemein  hat,  und  bleibt  dieselbe  außerdem  siets 
zu  einer  festen  Ebene  parallel,  so  erzeugt  dieselbe  eine  Begelfläche 
dritten  Grades,  welche  wir  als  cubisckes  Conoid  bezeichnen  tvoUen. 
Die  Leitgerade  der  Fläche  ist  gleichseitig  eine  Doppelgerade  derselben.^ 

Die  unendlich  ferne  Ebene  schneidet  die  Doppelgerade  D  in 
einem  Punkte  )■»  und  den  Leitkegelschnitt  K  in  Ewei  reellen  oder 
imaginären  Punkten  p»  und  p'=.  Die  Verbindungsgeraden  dieser  beiden 
Pnatte  p«  und  p'»  mit  dem  Punkte  s-o,  treffen  auch  die  in  der 
unendlich  fernen  Ebene  liegende  einfache  Leitgerade  Sa= ,  repräsentieren 
daher  zwei  unendlich  ferne  (reelle  oder  imaginäre)  Erzeugenden  des 
cubischen  Conoldes.    Hiernach  besteht  der  Satz: 

76.  „Ein  cubisehes  Conoid  hesitet  gwei  reelle  oder  mvei  imagi- 
näre Erseugenden  in  unendlicher  Entfernung." 

Sind  diese  Erzeugenden  reell,  was  offenbar  dann  der  Fall  sein 
wird,  wenn  der  Leitkegelsehnitt  K  reelle  unendlich  ferne  Punkte  hat, 
so  wird  jede  durch  eine  beliebige  Erzeugende  gelegte  Ebene  die 
Conoid fiäche  in  einem  Kegelschnitte  schneiden,  welcher  in  un- 
endlicher Entfernung  zwei  reelle  Punkte  besitzt,  und  zwar 
jene,  in  welchen  die  genannte  Ebene  von  den  unendlich  fernen  Er- 
zeugenden  getroffen  wird. 

Setzt  man  voraus ,  dass  der  Leitk  egelschnitt  eine 
Hyperbel  ist,  also  zwei  reelle,  jedoch  nicht  zusammenfaliende 
Punkte  in  unendlicher  Entfernung  besitzt,  so  sind  die  beiden  unend- 
lich fernen  Erzeugenden  ebenfalls  reell  und  voa  einander  getrennt. 

Eine  beliebige,  durch  eine  im  Endlichen  liegende  Erzeugende  des 
Conoides  geführte  Ebene  wird  sodann  diese  beiden  unendlich  fernen 
Erzeugenden  in  zwei  getrennten,  reellen  Punkten  schneiden.  Der  Kegel- 
schnitt .  in  welchem  diese  Ebene  die  Regelfläche  schneidet ,  wird 
somit  selbst  auch  eine  Hyperbel  sein. 

Ist  die  Leitlinie -ff  eine  Parabel,  d.  h.  besitzt  dieselbe 
zwei   zuaaramenfalleude   reelle  Punkte   in  unendlicher  Entfernung,    so 
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fallen  auch  die  beiden  uneudlieh  feraeu  £n:eiigeuden  zusammen,  stellen 
also  offenbar  in  ihrer  Vereinigöng  eine  Torsallinie  der  Regel- 
fläche dar. 

Diesfalls  werden  die  Ebenen,  welche  durch  Erzeugende,  die  im 
Endlichen  liegen,  gehen,  die  oberwäbnten  unendlich  fernen  Erzeugenden 
in  zwei  reellen,  zuaammenfallendeu  Punkten,  die  Regelfläehe  mithin 
nach  Parabeln  schneidea. 

Ist  endlich  der  Leitiiegelschnitt  K  eine  Ellipse,  so  sind 
dessen  unendlich  fernen  Punkte  nicht  reell,  und  wird  das  Gleiche 
also  auch  von  den  unendlich  Jemen  Erzeugenden  des  Conoides  gelten. 
Sämmtliche  auf  dem  Conoide  liegenden  Kegelschnitte  können  daher 
keine  reellen  unendlich  fernen  Punkte  besitzen, 
mithin  Ellipsen  sein. 

Man  gelangt  hiernach  zu  folgenden  Sätzen: 

77.  ^Ist  äer  Leithegelschnitt  eines  cubischen  Conoides  eine  1 
eine  Hyperbel  oder  Farabel,  so  sind  jene  KegelschnUte ,  in  welchen 
die  in  endlicher  Entfernung  die  Begelftäehe  berührenden  Ebeneji  diese 
leidere  schneiden,  ebenfalls  Ellipsen,  Hyperbeln  oder  Parabeln,"  und 

78.  „Ist  der  Leithegelschnitt  eines  ctibischen  Conoides  eine  Faraiel, 
so  ist  die  unendlich  ferne  Ebene  eine  Torsalebene  der  Fläche,  Die  in 
ihr  liegende  Torsallinie  ist  die  Verhinäungsgerade  des  unendlich  fernen 
Punktes  der  Parabel  mit  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  Leitgera- 
den. Der  letztgenannte  Punkt  ist  gleichzeitig  die  Spitze  der  Torsal- 
linie.'^ 

Letzteres  folgt  unmittelbar  „als  speeieller  Fall"  aus  dem 
Satze  34)  über  die  Torsallinien  der  allgemeinen  cubischen  Kegelfläehe. 

§.  75. 

Bei  einetD  elliptischen  cubischen  Conoide,  d.  h.  bei 
einem  Conoide,  weiches  nur  Ellipsen,  also  weder  Hyperbeln  noch 
Parabeln  enthält,  sind  die  beiden  Torsallinien  stets  reell. 

Denkt  man  sich  nämlich,  parallel  zu  der  gegebenen  Richtebene, 
Ebenen  T'„  und  r^„  gelegt,  welche  die  Leitellipse  K  beziehungsweise 
in  j/j,  und  %  berühren,  und  die  Gerade  D  in  den  Punkten  v,  und  «, 
achneiden,  so  wird,  da  der  Bertthrungspiinkt  ip,  sowohl,  als  auch  der 
Berührungspunkt  i/f,  zwei  ausammeufallenae  Schnittpunkte  repräsen- 
tieren, die  Gerade  y^T^,  zwei  sich  ia  «,  scliueideude,  zusammenfallende 
Erzeugende  des  Conoides  bestimmen,  oder  mit  anderen  Worten:  eine 
Torsallinie  mit  der  Spitze  v^  und  der  Torsalebene  3%  dar- 
stellen.   Desgleichen    wird   auch  durch  v^Tp^   eine  Torsallinie  des 
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cubischen  Coaoides,    durch  u,  deren  Spitze  und  durch  T\  derea 
Torsalebeue  repräsentiert.    Es  folgt  demgemäß  der  Satz: 

79.  „Die  Torsallinien  eines  cubisch- elliptischen  Conoiäes  sind 
stäs  reell.  Besagte  Torsallinien,  sind  diesfalls  jene  Geraden ,  welche 
die  Schnittpunkte  der  Leitgeraden  und  der  Leitellipse  mit  denjenigen 
Beriihrebenen  der  leteteren,  welche  isur  Itichtebene  parallel  sind,  durch 
gerade  Linien  verbinden.  Die  genannten  Ebenen  sind  die  ^zugehörigen 
Torsalebenen ,  und  die  I'unkte,  in  welchen  die  ieseiehneten  Ebenen 
die  Leiigerade  treffen,  repräsentieren  die  Spitsen  des  Conoiäes." 


Neiimen  wir  schließlich  als  Leitlinien  einer  windschiefen  Fläche 
einen  Kegelschnitt  X  und  eine  Gerade  _D  an,  welche  mit  diesem 
Kegelschnitte  einen  Punkt  gemein  hat.  Ais  dritte  Bedingung  setzen 
wir  fest,  dass  die  Erzeugenden  der  ßegelfläuiie  zu  der  Leitgeraden  D 
senkrecht  stehen. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  so  erzeugte  Fläche  ebenfalls 
ein  oubisehes  Conoid  sei,  da  die  sämmtlichen  Erzeugenden  au  jener 
Ebene  parallel  sind,  die  an  beliebiger  Stelle  senkrecht  zur  Leitgera- 
den  D  geführt  werden  kann. 

Nennt  man  ein  Conoid,  dessen  Leitgerade  auf  der  Richt- 
flbene  senkrecht  steht,  ein  „gerades  Conoid",  so  folgt  für  ein 
gerades  oubisehes  Conoid  die  nachstehende  Erzeugungsweise: 

80.  ^Bewegt  sich  eine  Gerade  so ,  dass  sie  in  jeder  Lage  eine 
gegebene  Gerade  rechtwinklig  sehneidet  und  einen  Kegelschnitt,  der 
mit  dieser  Geraden  einen  PunU  gemein  hat,  trifft,  so  erzetigt  die- 
selbe ein  gerades  cubisches  Conoid,  für  welches  die  genannte  Leu- 
gerade  sugleich  Doppdgerade  ist."- 


Es  erübrigt  noch,  denjenigen  Fall  besonders  zu  erwähnen  ,  in 
welchem  die  Doppelgerade  einer  Kegelfläcbe  dritten 
Grades    in  unendliche  Entfernung   fällt. 

Auch  diesfalls  entsteht  ein  cubisches  Conoid ,  welches  aber 
anderer  Art  ist,    als  die  Yorhergehend  besprochenen  es  waren. 

Setzen  wir  hier  wieder  voraus,  dass  die  Fläcbe  durch  einen  Leit- 
kegelsehnitt  und  eine  Leitgerade  gegeben  sei. 

Es  unterliegt  unter  den  obwaltenden  Verliältnissen  keinerlei 
Schwierigkeit,  die  Bedingungen  für  die  gegenseitige  Lage  dieser  Leit- 
linien und  der  Eiebtebene  festzustellen. 
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Da  nämlich  die  Doppelgerade  in  nnendliclie  Feme  fillU, 
und  bei  einer  Eegeifläcfee  dritten  Grades  ein  auf  derselben  liegender 
Kegelschnitt  einen  Punkt  mit  der  Doppelgeraden  gemein  haben  muss, 
so  folgt,  dass  im  vorliegenden  Falle  der  Leitltegelaehnitt  nothwendig 
einen  reellen  unendlieh  fernen  Punkt  haben,  also  entweder 
eine  Hyperbel  oder  eine  Parabel  sein  muss. 

Hieraus  ergibt  sich  aber  auch  weiters  die  Bedingung,  dass  die 
ßiehtebene,  welche  diese  Doppelgerade  vertritt,  entweder  zu  einer 
der  Asymptoten  der  Hyperbel,  oder  aber  aur  Achse  der  Pa- 
rabel parallel  sein  müsse. 

Die  in  endlicher  Entfernung  liegende  Leitgerade  8  darf  sodann, 
weil  sie  die  einfache  Leitgerade  der  Regelfläehe  darstellt  (nach 
Satz  26),  den  Leitkegelschuitt  in  keinem  Pnnkte  treffen. 

Die  Erzeugungsarten  und  die  Eigenschaften  dieser  Art  eubischer 
Conoide  zu  entwickeln,  dürfte  jedoch  überflüssig  erscheinen,  da  diese 
mit  Leichtigkeit  „als  S  p  e  ci  al  f  äl  1  e"  aus  den  bezüglich  der  all- 
gemeinen cubischen  Kegelfläcbe  aufgestellten  Sätzen  gefolgert  werden 
können.  *) 


m.   Capitel. 
Allgemeine  Eigenschaften  der  Conoide. 

§■  78. 

Unter  einem  „C o n o i d"  verstellt  man  jede  windschiefe 
Fläche,  welche  eine  Leitgerade  und  eine  Kichtebene  be- 
sitzt, oder  was  dasselbe  bedeutet,  jede  windschiefe  Fläche  mit  zwei 
Leitgeraden,  von  welchen  jedoch  die  eine  in  unendlicher 
Entfernung  liegt. 

Außer  der  Bedingung,  diese  beiden  Leitgeraden  zu  schnei- 
den, müssen  die  Erzeugenden  des  Conoides  noch  einer  dritten 
einfachen  Bedingung  Genüge  leisten.  Als  diese  letztere  kann 
aligemein  die  Forderung  gelten,  dass  jede  der  Erzeugenden  des  Conoides 
eine  gegebene  Curve  schneide,  oder  eine  gegebene  Fläche 
berühre.  Im  ersteren  Falle  wird  die  gegebene  Curve, die  „Leit- 
curve",  im  zweiten  Falle  dagegen  wird  die  gegebene  Fläche  die 
„Leitfläche"  des  Conoides  genannt. 

Die  Bezeichnung  des  Conoides  pflegt  man  diesbezüglich  häufig 
nach  der  besonderen  Art  der  Leitcurve  oder  Leitfiäche  zu 
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wählen.  So  Tersteht  man  beispielsweise  unter  einem  „Kreis-"  oder 
„Kegelsclmitts-CoDoide''  ein  solclies,  dessen  Leitcuive  ein  Kreis 
resp.  irgend  ein  Kegelsclmitt  ist,  und  als  ein  Kugelconoid  ist  jenes 
aufzufassen,    dessen  Leitfläche  durch  eine  Kugel  vertreten  erscheint. 

§.  79. 

Allgemein  wurde  bereits  nacligewieseii,  dass  der  Grad  einer 
windschiefen  Fläche,  deren  Erzeugeaden  drei  Leiteurven  von  den  be- 
züglichen Ordnungen  «,,  «^  und  n^  schneiden,  gleich  2n,n^^n^  ist, 
sobald  man  voraussetzt,  dass  keine  awei  von  den  drei  Leiteurven 
gemeinschaftliche  Punkte  besitzea.    (§.  16.) 

Im  Falle  eines  Conoides,  dessen  Leitcurve  von  der  n-ten.  Ord- 
nung ist,  hat  man  %  =  w;  »j,  =:  %  :=  1  zu  setzen;  es  wird  mithin 
der  Grad  M  des  Conoides  gleich   Jf=2'i   sein. 

Was  den  Grad  der  Vielfachheit  der  drei  Leitlinien  be- 
trifft, so  ist  vor  allem  einleuchtend,  dass  die  Leitcurre  stets  ein- 
fach sein  müsse,  d.  h.  dass  durch  jeden  Punkt  x  derselben  nur  eine 
einzige  Erzeugende  des  Conoides  gehe.  Durch  einen  Punkt  x  ist 
selbstverständlich  nur  eine  einzige  Gerade  möglieh,  welche  zwei  ge- 
gebene sieh  kreuzende  Geraden,  d.  i,  die  im  endliehen  liegende  Leit- 
gerade D  und  die   unendlich  ferne  Leitgerade   Ü   des   Conoides  trifft. 

Was  die  beiden  Leitgeraden  D  und  U  anbelangt,  so  kann  auf 
ähnliche  Weise  dargethan  werden,  dass  der  Grad  ihrer  Vielfaeh- 
heit  der  Ordnungszahl  der  Leitcurve  C  gleich  ist. 

Ist  nämlich  n  die  Ordnung  von  C,  so  ist  auch  der  Kegel, 
welcher  G  aus  irgend  einem  Punkte  x  von  D  projiciert,  von  der  «-ten 
Ordnung.  Dieser  Kegel  wird  von  der  unendlich  fernen  Leitgeraden 
U  in  n  Punkten  getroffen  imd  jene  Geraden,  welche  diese  Punkte  mit 
dem  Kegeischeitei  x  verbinden,  sind  Erzeugenden  des  Conoides.  Das- 
selbe gilt  auch  von  jedem  Punkte  der  unendlich  fernen  Leitgeraden. 
Hiernach  ist  bei  einem  Kegelschnittsconoide  sowohl  die  im  end- 
lichen liegende  Leitgerade,  als  auch  die  unendlich  ferne  Leitgerade 
eine  Doppelgerade  der  Fläche, 

Ein  Conoid,  dessen  Leitlinie  eine  Raumcurve  C  w-ter  Ordnung 
ist,  hat  stets  eine  gewisse  Anzahl  doppelter  Erzeugenden.  Dies 
siud  nämlich  jene  Geraden,  welche  die  beiden  Leitgeraden  D  und  U 
in  je  einem  Punkte,  die  Leitcurve  G  dagegen  in  awei  Punkten  §, 
und  Ij  treffen. 

Die  Zahl  dieser  Doppelerzeugenden  lasst  sich  folgender- 
maßen  leicht   bestimmen.    Sei  C  eine  Curve   «-ter  Orduucg   mit  h  ■ 
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scheinbar  SB  Doppelpunkten  und  jf, ,  g^  zwei  Geraden  im  Eauaie, 
von  welchen  wir  zunächst  voraussetzea  wollen,  dasa  sie  einen  Punkt 
X  gemein  haben.  Die  h  Geraden,  welche  durch  x  gehen  und  Doppel- 
erzeagenden des  die  Curve  C  aus  x  projiciereEden  Kegels  vorstolleD, 
sind  offenbar  solche,  welcbe  sowohl  g^  als  auch  g^  einfach,  die 
Curve  C  hingegen  zweifach  schneiden. 

Kenieksichtigt  man  ferner,  dass  die  Ebene  {g„  g^)  die  Curve  C 
in  n  Punkten  schneidet,  weiche  sich  paarweise  durch  "  ■^~~  Gerade 
verbinden  lassen,  so  ist  einleuchtend,  dass  es  im  ganzen  h-{--^n{n—i') 
Geraden  gibt,  welche  die  Curve  C  in  zwei  Punkten  und  die  Geraden 
()^  und  g^  in  je  einem  Punkte  treffen. 

Diese  Zah!  wird  aber,  da  sie  endlich  ist  (nach  dem  Erhal- 
tangsgesetze  g.  10,  h,  Band  K)  auch  fQr  den  FaU  gelten,  wenn  g, 
und  g^  keinen  Punkt  gemein  haben;  dieselbe  wird  mithin  gleichzeitig 
die  Zahl  der  Doppelerzeugenden  des  Conoides   vorstellea. 

Die  Anzahl  der  stationären  Erzeugenden  des  Conoides 
ist  bekanntlich  gleich  der  Änaabl  ß  der  stationären  Punkte  der  Leit- 
curve  C,  da  durch  jeden  solchen  Punkt  nur  eine  einzige  Erzeugende, 
d.  i.  eine  Gerade  geht,  welche  D  und   V  sehneidet. 

Endlieh  kann  mit  eben  solcher  Leichtigkeit  aueii  noch  die  An- 
zahl der  „Torsallinien"  des  Conoides  bestimmt  werden. 

Denken  wir  uns  durch  eine  der  Leitgeraden,  beispielsweise  durch 
X),  eine  Ebene  c  gelegt,  welche  die  Leitcurve  C  in  einem  Punkte  x 
berühren,  d,  h.  in  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Punkten  3;, 
und  x^  schneiden  möge.  Diese  Ebene  e  trifft  die  zweite  Leitgerade, 
diesfalls  die  unendlich  ferne  Leitgerade  U,  in  einem  Punkte  m,  welcher 
mit  X,  und  x^  verbunden,  zwei  unendlich  nahe  Erzeugeöden  des  Co- 
noides bestimmt.  Die  Vereinigung  dieser  beiden  Erieugendeu  stellt 
sonach  eine  „Torsallinie",  der  Punkt  u  die  zugehörige  „Spitze" 
und  die  Ebene  e  die  entsprechende  „Torsalebene"  dar, 

Ist  die  Leitcurve  C  vom  /-ten  Range,  so  wird  offenbar  jede 
der  r  durch  D  gelegten  Berührebenen  von  C  eine  Torsallinie  ent- 
halten, deren  Spitze  auf  ü  liegt  und  weiters  jede  der  r  durch  U  ge- 
führten Berührebenen  von  G  eine  Torsallinie  in  sich  schließen,  deren 
Spitze  auf  D  vorfindig  ist.  Das  Conoid  besitzt  also  im  ganzen  2r 
Torsallinien. 

Endlich  kana  mit  derselben  Leichtigkeit  auch  der  Nachweis  er- 
bracht werden,  dass  das  Conoid,  außer  den  beiden  Leitgeraden  und 
den  Doppelerzeugenden,  keine  anderweitigen  doppelten  resp.  vielfachen 
Linien  besitze. 
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Gesetzt  aämlich ,  es  wäre  e  ein  doppelter  oder  vielfacher  Punirt 
auf  der  Fläche,  so  müssten  durch  denselben  mindestens  zwei  Erzeu- 
genden des  Conoides  gehen.  Letzteres  ist  aher  diesfalls  nicht  möglich, 
da  durch  einen  Punkt,  welcher  den  Leitgeraden  D  und  ü  nicht 
angehört,  stets  nur  eine  Gerade  gezogen  werden  kann,  welche  D  und 
ü  schneidet. 

Vermittelst  der  gefundenen  Singularitäten  kann  der  „E. an g" 
des  Conoides  auf  zweifache  Weise  festgestellt,   resp.  berechnet  werden. 

Das  eineiiial  nach  der  Sturm'schen  Formel:  T  =  2  (M  —  M), 
in  welcher  T  die  Anzahl  der  Torsallinien,  E  den  Rang  und 
M  den  Grad  einer  windschiefen  Fläche  bedeutet.    (§.  15). 

Im  vorliegenden  Falle  ist  T^2r  und  M^2n;  es  folgt  somit: 
ü  =  r  +  2n 
für  den  Kang  des  Conoides. 

Wenn  wir  andererseits  berücksichtigen ,  dass  der  Eang  einer 
Fläche  identisch  mit  der  Classe  ihres  ebenen  Schnittes  sei, 
so  erhält  man  im  vorliegenden  Falle  nach  der  Plücker'schen  Formel 

B  =  viv  —  1)  -25  —  3/. 
folgende  direete  Berechnung. 

Eine  Ebene  e  schneidet  das  Conoid  in  einer  Curve  2w-ter  Ord- 
nung.   Der  Schnitt  hesitat 

Doppelpunkte  (Schnittpunkte  von  e  mit  den  Doppelerzeugenden), 
zwei  «-fache  Punkte  (im  Schnitte  von  e  mit  den  Leitgeraden  D 
und  ü),  deren  jeder  }n(n —  1)  Doppelpunkten  äquivalent  ist,  und 
endlich  im  Schnitte  von  e  mit  den  ß  stationären  Erzeugenden, 
ß   Kückkehrpunkte.     Es  ist  also: 

v==2n;    *  =  ;*+  |tt(M— 1);     y.=  ß 
und  mitbin: 

B  ^  2n{2n  —  1)  —  3n  {n  —  l)  —  2h  —  3/3 
=  «  («  —  1)  —  2Ä  —  3j3  4-  2»  oder 
ü^r  +  2«, 
woraus  die  volle  "Übereinstimmung  des  Wertes  B  für  heide  Rechnungs- 
weisen klar  zutage  tritt. 

Alle   hier   aufgestellten    „Anzahlen"    gelten   selhstverständlieli 
nur  dann,  wenn  die  Leitcurve  C  mit  keiner  der  Leitgeraden  D  und 
V  gemeinschaftliche  Punkte  besitzt. 
Wir  erhalten  hiernach  den  Satz: 

81.  f,Jedes  Conoid,  dessen  Leitcurve  eine  Raumcurve  n-ter  Ord- 
nung, r-ten  Banges,  mit  h  scMinbaren  Doppelpunkten  und  ß  statio- 
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nären  Funkten  ist,  und  mit  heiner  der  beiden  Leitgeraden  irgeftd 
teelcke  Fwnhte  gemein  hat,  ist  vom  3n-ten  Grade  und  {r-^3n)-ten 
Bange.  Die  beiden  Leitgeraden  sind  nrfache  Linien  der  Fläche ;  die 
besagte  Fläche  besitst  außer  den  Leitgeraden  und  h-\-  ^n(n  —  1} 
Doppelerzeugenden  kerne  weiteren  doppelten  resp,  mehrfachen  FufiMe. 
Die  durch  die  ß  stationären  Funkte  gehenden  Erzeugenden  sind  selbst 
stationär.  Endlich  besitzt  das  Conoid  2r  Torsallmien,  von  welchen 
r  ihre  Spitzen  auf  der  im  Endlichen  liegenden  Leitgeraden,  und  r 
ihre  Spitzen  auf  der  unendlich  fernen  Leitgeraden  haben." 


Wir  sind  nunmehr  auch  in  der  Lage,  durch  eine  einfache  Be- 
trachtnng  die  Strietionslinie    des    Conoides  kennen  zu  lernen. 

Die  asymptotischen  Ebenen  aller  Erzeugendea  eines  Co- 
noides  sind  offenbar  parallel  zur  Kichtebene.  Berührt  nämlich  eine 
Ebene  e  das  Conoid  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  Xa,  einer  Erzeu- 
genden, so  enthält  sie  außer  dieser  Erzeugenden  auch  die  durch  ic» 
gehende  unendlich  ferne  Leitgerade  ?/ des  Conoides,  und  ist  somit 
zu  der  diese  Leitgerade  vertretenden  Eichtebene  parallel. 

Die  Centraleb  ene  eijier  Erzeugenden  ist  bekanntlich  senkrecht 
zur  asymptotischen  Ebene  derselben  Erzeugenden. 

Im  Falle  eines  Conoides  werden  daher  sämmtliehe  Centralebenen 
durch  jene  Ebenen  dargestellt  sein,  welche  durch  die  Erzeugenden  des 
Conoides  senkrecht  zur  Eichtebene  gelegt  werden. 

Diese  Centralebenen  umhüllen  einen  Cylinder,  welcher 
dem  Conoide  umschrieben  ist,  und  dessen  Erzeugenden  zur  Riehtebene 
senkrecht  stehen.  Die  Beruh rungscurve  dieses  Cyliuders  mit  dem 
CoEOide  ist  der  geometrische  Ort  der  Berührungspunkte  aller  Cen- 
tralebenen, oder  mit  anderen  Worten:  der  geometrische  Ort 
der  Centralpunkte  aller  Erzeugenden,  mithin  die  „Stric- 
tionslinie"  des  Conoides. 

Wenn  insbesondere  die  im  endlichen  liegende  Leitgerade  D  des 
Conoides  zur  Eichtebene  senkrecht  steht  —  in  welchem  Falle 
das  Conoid  ein  „gerades"  genannt  wird  —  so  enthalten  die  sämmt- 
lichen  Centralebenen  die  besagte  Leitgerade  Z>,  während  die  den- 
selben entsprechenden  Centralpunkte,  die  Schnittpunkte  der  je- 
weiligen Erzeugenden  mit  der  genamiten  Leitgeraden  D  sind.  In 
diesem  Falle  repräsentiert  somit  die  letztangeführte  Gerade  unmit- 
telbar die  Strictionsiinie  des  Conoides.  Hiernach  erhalten  wir 
den  Satz: 
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„Die  Strictionslime  eines  Conoides  ist  die  Beri^rungscurve 
i  mit  jenem  dem  Msteren  vmschnebenen  Cylinder,  dessen 
Erixugend&n  jsur  BicMebene  senkrecht  sind.  Ist  das  Conoid  speciell 
ein  „gerades'^,  so  repräsentiert  die  auf  der  BicMebene  senkrecht 
stehende  Ldtgeraäe  die  Strictionslime.'^ 

§.  81. 

Gestützt  auf  diesen  Satz  sind  wir  sofort  auch  in  der  Lage  die 
Bestimmutig  der  Ordnung  und  des  Ranges  der  Strictioaslinie 
zu  vollziehen. 

Berücksichtigt  man  nämlich,  dass  der  die  Strietionslinie  proji- 
cierende  (zur  Leitgevaden  U  parallele)  Cylinder  dem  Conoide  um- 
schrieben ist,  daas  mithin  die  „Ordnung"  desselben  gleich  dem 
„Range"  des  Conoides,  also  gleich 

r  +  2n 
ist,  so  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  diese  Zahl  auch  die  „Ordnung 
der  Strietionslinie"  repräsentiere. 

Der  Rang  der  Strietionslinie  ist  gleich  „der  Classe  des 
umschriebenen  Cy linders",  also  auch  gleich  der  „Classe 
(Grad)"  2«  des  Coaoides.    Mithin  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

83.  „Die  Strietionslinie  ei/nes  Conoides,  dessen  LeUcurve  von  der 
n-ten  Ordnung  und  dem  r~ten  Range  ist,  stellt  eine  Maumcurve 
(r -\- 3n)-ter  Ordnung  und  2n-ten  Banges  vor.'^ 

Oder  mit  anderen  Worten: 

84.  „Die  Ordnung  und  der  Bang  der  StrietionsUnie  eines  Co- 
noides ist  heeiehungsweise  dem  Bange  und  dem  Grade  des  Conoides 
gleich.'^ 

§.  82. 

"Wird  ein  Conoid  mit  einer  Leiteurve  (Kaumcurve)  M-ter  Ord- 
nung und  r-ten  Ranges  durch  eine  Ebene  geschnitten,  welche 
keine  specielle  Lage  hat,  so  ist  der  resultierende  Schnitt  (wie  dem 
SatzeSl)  unmittelbar  zu  entnehmen  ist)  eine  Curve  2«-ter  Ordnung 
und  (»■-(- 2«)-ter  Classe.  Diese  Schnittcurve  besitzt  einen  w-fachen 
Punkt  in  endlicher  Lage,  d.  i.  den  Schnittpunkt  der  Ebene  mit  der 
Leitgeraden  D,  und  einen  unendlich  fernen  w-faehen  Punkt,  d.  i. 
der  Schnittpunkt  der  Transversalebene  mit  der  unendlich 
fernen    Leitgeradeu   U. 

Die  n  Asymptoten  der  Sehiiittcurre,  das  sind  die  n 
Tangenten  in  dem  letztgenannten  Punkte,  sind  sämmtlich  parallel  zur 
Schnittgeraden  der  Trans  versalebene  mit  der  Richtebeiie  des  Conoides. 
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BerQekäichtigt  man  ferner,  dass  (aach  Satz  81)  das  Conoid 

Doppelerzettgeiideu  imd  ß  stationäre  Erzeugenden  besitzt 
{wobei  h  und  ß  die  Anzahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte, 
resp.  der  stationären  Punkte  der  Leiteurve  repräsentiert) ,  so 
tindet  man,  dass  die  Schnittcurve  in  jenen  Punkten,  in  welchen 
diese  siugulären  Erzeugenden  die  Transversal  ebene  treffen, 

h  -\-  ^n{n  —  1) 
Doppelpunkte  und  ß  Kückkehrpunkte  besitze. 

§-  83. 
Der  Schnitt  des  Conoides  mit  einer  durch  eine  Erzeugende 
gehenden  Ebene  besteht  aus  dieser  Erzeugenden  uud  einer  Oarve 
(2w — l)-ter  Ordnung. 

Die  letztgenannte  Cur?e  besitzt,  in  jenen  Punkten,  welche  gleich- 
aeitig  den 

h  +  t'^  (*^ —  1) 
Doppelerzeugenden  angehören,    ebensoyiele  Doppelpunkte,    und    in 
den  ß  Punkten,    welche  gleichzeitig  den  stationären  Erzeugenden  au- 
kommen,  ebensoviele  Riickkehrpunkte. 

Berücksichtigt  man  ferner,  dass  die  Trans veraalebene  die  Leit- 
gerade D  in  einem  Punkte  triift,  welcher  für  den  Oesammtsehnitt  ein 
rt-facher  Punkt  ist,  und  beachtet  man  andererseits,  dass  die  in  der 
Transversalebene  liegende  Erzeugende  durch  diesen  Punkt  geht, 
also  einen  von  den  n  Zweigen  des  n-fachen  Puoktes  vorstellt,  so  ist 
einleuchtend,  dass  der  besagte  Pnokt  für  die  vorgenannte  Schnittcurve 
(2w — l)-ter  Ordnung  ein  (ra  —  l)-facher  Punkt  sein  werde. 

Ein  Gleiches  gilt  auch  von  dem  Schnittpunkte  der  Trans- 
versalebene mit  der  unendlich  fernen  Leitgeraden  ü. 

In  analoger  Weise  erhält  man  im  Schnitte  des  Conoides 
mit  einer  Ebene,  welche  durch  eine  Doppelerzeugecde 
geht,  eine  Curve  (2»  —  2)-ter  Ordnung,  welche 

Doppelpunkte,  ß  Riickkehrpunkte  und  außerdem  zwei  (n — ■  2}-fache 
Punkte  (im  Schnitte  der  Transversalebene  mit  den  beiden  Leitgeraden 
D  und  ü)  besitzt. 

Selbstverständlich  gibt  es  noch  anderweitige  besondere  Lagen 
von  Ebenen,  wie  beispielsweise  Ebenen,  die  das  Conoid  längs  Torsal- 
linieu  berühren  etc.,  welche  die  Ordnung  oder  die  Singulari- 
täten des  Schnittes  beeinflussen. 
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§.  84. 

Übergehend   auf   die  nähere  Betrachtung  und  Unters uohuug  der 

Tactionsconoide,    d.  i.   jener  Conoide,  bei   weichen  die  Leitcurve 

durch    eine  Leitfiäche   vertreten  erseheint,  wollen  wir  diese  letztere 

stets  als  eine    punktallgemeine  Fläche    F"  der  w-ten  Ordnung 


Die  Erzeugenden  des  Conoides  s-iud  diesfalls  jene  Geraden, 
welche  die  endliche  Leitgerade  B,  sowie  auch  die  unendlich  ferne  Leit- 
gerade U  schneiden,  überdies  aber  die  Leitfläche  F"  berühren. 

Die  Erzeugenden,  welche  durch  einen  beliebigen  Punkt  x  der 
einen  Leitgeradeo  geben,  werden  offenbar  erhalten,  wenn  loan  die 
Schnittpunkte  der  anderen  Leitgeraden  und  jenes  Kegels,  welcher  ans 
dem  Seheitel  x  der  Fläche  i^"  umschrieben  wird,  mit  x  verbindet. 

Aus  dieser  Constraction  folgt  nnmittelbar,  dass  die  Anzahl 
der  durch  x  gehenden  Erzeugenden  des  Conoides  gleich 
der  Ordnung  jenes  Kegels,  also  auch  gleich  dem  Kange  n{n —  1) 
der  Leitfläche  F»  sei. 

Da  das  Gesagte  von  jedem  Punkte  der  Leitgeraden  D  sowohl, 
als  auch  von  der  (unendlich  fernen)  Leitgeraden  JJ  gilt,  so  folgt,  dass 
diese  beiden  Leitgeraden  n  (n  —  l)-faehe  Linien  des  Conoi- 
des sind. 

Aaf  Grund  dieser  Eigenschaft  lässt  sich  nunmehr  auch  leicLt 
der  Grad  des  Conoides  bestimmen. 

Denken  wir  nns  zu  diesem  Zwecke  durch  eine  der  Leitgeraden, 
etwa  durch  'Ü ,  eine  beliebige  Ebene  e  gelegt.  Diese  sehneidet  die 
andere  Leitgerade  D  in  einem  Punkte  x,  und  die  Leitfläche  JP"  in 
einer  Curve  C  der  «-tea  Ordnung  und  der  n  {n  —  l)-ten  Classe. 

Die  n{n—  1)  Tangenten  von  x  an  die  Curve  C  sind  Geraden, 
welche  einerseits  die  Fläche  F"  berühren,  andererseits  aber  die  beiden 
Leitgeraden  JJ  und  I)  (letztere  im  Punkte  x)  schneiden,  also  Er- 
zeugende des  Conoides  repräsentieren. 

Weiters  ist  leicht  der  Nachweis  zu  erbringen,  dass  die  Ebene  e 
mit  dem  Conoide  außer  der  w  (n  —  l)-faehen  Leitgeraden  IJ  und  den 
eben  gefundenen  n{n — 1)  Erzengenden,  keine  weiteren  Elemente, 
also  auch  keine  Punkte  gemein  haben  können.  Wäre  nämlich  allen- 
falls a  ein  solcher  Punkt,  so  mttsste  durch  denselben  eine  Erzeugende 
des  Conoides,  d.  i.  eine  Gerade  geben,  welche  I)  und  U  schneidet  und 
F"  berührt.  Diese  Gerade  könnte  offenbar  nur  die  Verbindungslinie 
xa  sein,  und  diese  könnte  F"  (also  aueii  C)  nur  dann  berühren,  wenn 
a  auf  einer  der  vorgenannten  nin —  1)  Erzeugenden  liegen  würde. 
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Hiernach  gelaufen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  der  Gesammt- 
schnitt  der  Ebene  e  mit  dem  Conoide  nur  aus  der  n  (n  —  l)-faehen 
Leitgeradec  und  den  durcb  x  gehenden  wfn —  1)  Erzengeiiden  besteht, 
woraus  weiter  folgt,  dass  der  ebene  Schnitt  des  Conoidea  von  der 
2n(H  — l)-ten  Ordnung,  das  Conoid  selbst  mithin  vom 
2n{n  —  l)-ten  Grade  ist. 

§-  85. 

Wolters  haben  wir  zu  untersuchen,  ob  das  Conoid  außer  den 
beiden  n{n  —  l)-fachen  Leitgeraden  noch  andere  doppelte  oder 
einfache  Linien  resp.  Punkte  besitze. 

Durch  jeden  doppelten  Punkt  a  (sowie  auch  durch  jedeu  Punkt 
einer  etwa  vorhandenen  doppelten  Curve)  des  Coaoides  müssen  zwei 
Erzeugende  geben.  Da  aber  durch  einen  Punkt  a,  welcher  auf  keiner 
Leitgeraden  D  oder  fliegt,  nur  eine  einzige  Gerade  gezogen  werden 
kann,  welche  D  und  U  zugleich  schneidet,  so  ist  einleuchtend,  dass 
wenn  a  in  der  That  ein  Doppelpunkt  des  Conoides  ist,  die 
beiden  durch  ihn  gehenden  Erzeugenden  in  diese  eine  Gerade  zu- 
sammenfallen müssen. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  Jeder  doppelte  Punkt  eines  Conoides 
nur  einer  Doppelerzeugenden  angehören  kann,  dass  also  das  Conoid 
nur  Doppelerzeugende,  aber  keine  Doppelcurven  uod  keine 
isolierten  Doppelpunkte  besitzen  könne. 

Soll  eine  Gerade  g,  welche  D  und  Z7  in  a:  resp.  y  schneidet, 
eine  Doppelerzeugende  des  Conoides  sein,  so  kann  dies  nur  dann 
eintreten,  wenn  diese  Gerade  g  die  Leitfläehe  F"  in  zwei  verschiedenen 
Punkten  2  und  z'  berührt. 

Dies  vorausgesetzt,  hat  man  nämlich  die  Gerade  g  als  eine  Er- 
zeugende des  Conoides  zu  betrachten,  welche  sowohl  durch  die  drei 
Punkte  X,  y  und  e  führt,  als  auch  als  Erzeugende  anzusehen,  welche 
durch    die  drei  Punkte  x,  y  und  s'  geht, 

Die  nachstehende  Erörterung  wird  zeigen,  dass  es  in  der  That 
eine  bestimmte  Zahl  solcher  Doppelerzeugenden  gibt. 

Es  ist  bekannt,  dass  durch  jeden  Punkt  im  Räume 
|w()i  — 1)  (n  — 2)  (m-3) 
Geraden  gehen,  deren  jede  eine  punktallgemeiue  Fläche  n-ter  Ordnung 
in  zwei  verschiedenen  Punkten  (Satz  278,  Band  II)  berührt.    Ebenso 
liegen  (§.   134,  Band  II)  in  einer  beliebigen  Ebene 

4-ji(«  — 2)  (m=  — 9) 
solcher  Geraden  (Doppeltangenten  des  ebenen  Schnittes  von  F"). 
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DeQkeu  wir  uns  sämmtliche  Geraden  construieit,  welche  die 
Leitfläclie  F"  des  Conoides  in  zwei  verschiedenen  Piinkteii  berühren 
und  nebsthei  die  eine  der  Leitgeraden,  etwa  D,  schneiden,  so  wird 
hieduvoh  eine  Kegelfläohe  erzeugt,  deren  Grad  sieh  folgendermaßen 
bestimmen  lässt. 

Da  durch  joden  Punkt  im  Kaiime,  also  auch  durch  jeden  Punkt 
TOn  D 

4-«(«-l)(«~2)(n-3) 
Erzeugenden     der     fragliehen    Eegelfläche     gehen,     so     ist    J)    eine 
4-»  («  —  1)  («  — 2)  (n  — 3)-fache    Gerade    dieser  Fläche.    Führen 
wir  weiters  durch  D  eine  beliehige  Ehene  e,  so  enthält  dieselbe 

in  in -2)  (n"  -  9) 
Doppeltangenten  von  F",  welche  ebensoviele  Erzeugende  der  Regel- 
fläehe  vorstellen.     Der  Gesammtschoitt  von  e  mit  der  Eegelfläche 
besteht    aus   diesen  Erzeugenden    und    der  vielfachen   Leitgeradeu  D, 
repräsentiert  somit  eine  Sehnittcnrve  der 

I «  (n  —  1)  {n  —  2)  ()*  —  3)  +  I «  {k  ~  2}  («"  —  9)  = 
=  m(B-|-  1)  (K  —  2)  (w  —  3)-ten  Ordnung, 
welche  Zahl  gleichzeitig  auch  den  Grad   der   genannten  Regel- 
fläche vorstellt. 

Die  besagte  Eegelfläche  wird  von  der  Leit^eradeu  JJ  des  Co- 
noides in 

n  (w  +  1)  {«  -  2)  («  -  3) 

Punkten   geschnitten,    durch  deren  jeden   eine  ihrer  Erzeugenden 
geht:  es  gibt  somit  auch 

n{n-\-l)  (n  —  2)  (n  —  3) 
Geraden,    deren  jede  die  Geraden  D  und  U  schneidet  und  F"  iu 
zwei  Punkten  berührt,  oder,  was  dasselbe  ist,  das  Conoid  besitzt 

n  (M  4-  1)  (w  —  2)  (n  —  3) 
Doppelerzeugenden. 

Ist  eiae  Doppelerzeugende  des  Conoides  inabesondere  so  beschaffen, 
dass  ihre  beiden  Berührungspunkte  mit  F"  unendlich  nahe  liegen, 
dass  also  an  die  Stelle  einer  Doppeltangente  von  F"  eine  stationäre 
Tangente  von  i*^  tritt,  so  wird  die  besagte  Erzeugende  insbesondere 
eine   stationäre  Erzeugende  des  Conoides   repräsentieren. 

Da  bekanntlich  (Satz  276,  Band  II)  die  Anzahl  der  durch  einen 
Punkt   im   Baume    gehenden    stationären  Tangenten   von  F"  gleich: 

n  (n  —  1)  (n  ^  2) 
und  jener  in  einer  Ebene  (§.  134,  Band  II)  gleich: 
3  M  (H  —  2) 
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ist,  so  ergibt  sieh  vermittelst  einer  der  vorhergehenden  analogen  Be- 
trachtung die  Anzahl  der  stationären  Erzeugenden  des  Conoides 
als  Summe  dieser  beiden  Zahlen,  also  gleich: 
n  K  -  4). 
Berücksichtigt  man  endlich,  dass  der  ebene  Schnitt  des  Co- 
noides eine  Curve  2n{n — l)-ter  Ordnung  ist,  welche  awei  n{n — 1)- 
faehe  Punkte  (Durchstoßpunkte  der  Transversalebene  e  mit  Z>  und 
fJ),  n  {n  -}-  1)  (h  —  2)  {n  —  3)  Doppelpunkte  (Dnrchstoßpunkte 
von  e  mit  den  Doppelerzeugenden)  und  n  {n''  —  4)  Rückkehr- 
punkte  (Durchstoßpunkte  von  e  mit  den  stationären  Erzeugenden) 
besitzt,  und  beachtet  man  andererseits,  dass  jeder  ■»{«  —  l}-faohe 
Puukt 

Doppelpunkten    äquivalent    ist,   ao  ergibt  sich  vermittelst   der 
bekannten  Plücker'schen  Formel  der  Rang  des  Conoides; 
R=:4n''in  —  l)^_2«(m  —  1)  —2n(n-{-  1)  (n  ~  2)  (w  —  3)  — 
—  2n'  (n  —  Vf  +  2nin—  \)~5  n  (»=  —  4)    oder 
B  =  n^ 


Schließlich  haben  wir  noch  die  Anzahl  der  „Torsallinien" 
des  Conoides,  d.  i,  die  Zahl  jener  Erzeugenden  zu  bestimmen, 
welche  von  den  tinmittelbai'  folgenden  geschnitten  werden. 

Denken  wir  uns  durch  die  Leitgerade  U  an  die  Leitflüche  F" 
eine  Tangentialebene  (  gelegt,  welche  die  Leitgerade  D  in  einem 
Punkte  X  schneiden  möge.  Diese  Ebene  wird  selbstverständlich  auch 
eine  Tangentialebene  des  der  F"  aus  dem  Scheitel  x  umschriebenen 
Kegels  (/c,  x)  sein,  oder  mit  anderen  Worten :  die  besagte  Ebene  wird 
mit  dem  Kegel  (ä,  x)  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  Erzeu- 
genden (Tangenten   von  F")  gemein  haben. 

Da  diese  Eegelerzeugenden  aber  gleichzeitig  arieh  Erzeugende 
des  Conoides  sind,  so  bilden  sie  eine  „Torsallinie",  während  ihr 
Schnittpunkt  x  auf  D   die  zugehörige   „Spitze"  darstellt. 

Die   Anzahl  jener  Torsallinien,  welche  auf  diese  Weise 
entstehen,    ist  gleich  der  Anzahl  der  durch   ü  a.n  F"  gehenden  Be- 
rührebenen, also  (nach  Satz  275,  Band  II)  gleich 
n{n-  ly. 

Ebenso  erhält  man  n{n  —  1)-  Torsallinien  in  den  durch 
D  an  F'  gelegten  Tangentialebenen;  die  Spitaen  derselben  liegen 
sämmtlich  auf  der  Leitgeraden   ü. 
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Es  ist  weiters  Imcht  uacfizuweisen,  dass  auch  jeder  Punkt,  welcher 
der  eiaen  oder  anderen  Leitgeraden  und  der  Fläche  F"  gleichzeitig 
angehört,  die  Spit-ie  einer  Tor&allinie  Torstelle. 

Sei  beispielsweise  a  einer  der  n  Schnittpnnkte  von  D  und  F". 
Führea  wir  durch  <i  und  dis  Leitgerade  U  eine  Eheue,  welche  F"  in 
einer  Curve  C",  die  durch  a  geht,  schneidet,  so  werden  die  M{n— 1) 
Tangenten,  welche  durch  a  an  diese  Curve  geaogei)  werden  können, 
sämmtlich  Erzeugende  des  Conoides  sein.  Zwei  von  diesen  Tangenten 
fallen  aber  hekanntlich  in  die  Tangente  der  Curve  O  im  Punkte  a 
selbst  zusammen,  woraus  folgt,  dass  diese  Tangente  eine  „Torsal- 
linie"  des  Conoides  und  a  die  ihr  entsprechende  „Spitze"  sei. 

Nachdem  nun  sowohl  D  als  auch  ü  die  Fläche  .F"  in  n  Punkten 
schneidet,  erhalten  wir  weitere  2w  Torsallinien.  Die  Gesammtzahl 
der  Torsallinien  ist  daher  gleich: 

2«[w—  1)*  +  2w  =  2w  [k=— -2n  +  2J. 

AU  die  Ergebnisse  zusammengefasst,  gelangen  wir  zu  dem  Satze: 

85.  „Das  Conoid,  dessen  Leitftäche  eine  punktallgemeine  Fläche 
n-ter  Ordnung  ist,  welche  weder  gegen  die  im  Endlichen  liegende 
Leityerade,  noch  gegen  die  unendlich  ferne  Leitgerade  eine  besondere 
Lage  besitzt,  ist  vom  2n{n  —  l)-ten  Grade  und  n^-tem  Range;  die 
beiden  Leitgeraden  sind  n{n~  l]-fache  Linien  des  Conoides.  Außer- 
dem hesitst  das  Conoid  n{n  -\-  I)  {n  —  3)(n  —  3)  Doppelereeugende, 
n  (n-  —  4)  fitationäre  Erzeugende  und  an  [n^  —  ün  •]-  S\  Torsal- 
linien.'^ 

§•  87. 

Es  erübrigt  weiters  noch,  die  Curve  zu  untersuchen,  längs 
we  Icher  das  Conoid  die  Leitfläehe  F"  berührt,  d.  i,  jene  Curve 
eingebender  zu  betrachten,  welche  den  geometrischen  Ort  der 
Berührungspunkte  von  F"  mit  allen  Erzeugenden  des  Conoides 
repräsentiert. 

Die  Ordnung  dieser  Curve  kann  folgendermaßen  bestimmt 
werden.  Ein  beliebiger  ebener  Schnitt  der  Leitfläehe  -F"  werde  durch 
C"  dargestellt.  Zunächst  wollen  wir  den  Grad  jener  Eegelfläche  be- 
stimmen, welche  von  solchen  Geraden  gebildet  wird,  die  einerseits  die 
Leitgerade  D  des  Conoides  schneiden  nnd  andererseits  dio 
Fläche  F"  in  Punkten  der  Curve  C"  berühren. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  auf  J)  einen  beliebigen  Punkt  x 
au;  der  aus  diesem  Punkte  als  Scheitel  der  Fläche  F"  uraschriebeoe 
Kegel  berührt  die  letztere  bekaautlich  in  einer  Curve  n{n  —-  l)-ter 
Ordnung.  Diese  Berührungscurve  schneidet  die  angenommene  Trans- 


y  Google 


versalebene  uad  folglich  auck  die  in  letzterer  liegende  Curve  C" 
iö  n(n —  ])  Punkten.  Jede  Gerade,  welche  einen  dieser  Punkte  mit 
dem  Kegelscheitel  x  verbindet,  ist  eine  Erzeugende  der  vorgenannten 


Nachdem  hiermit  erwiesen  ist,  dass  durch  jeden  Punkt  x  von  7) 
n  {n  —  1) 
Erzeugende  gelien,  so  folgt,  dass  D  eine    n  (n  ~  I)-faehe  Gerade 
der  fragliehen  Üegelfläche  sei. 

Legen  wir  ferner  durch  ü  eine  beliebige  Ebene  e,  welche  die 
Fläche  F"-  in  einer  Curve  C\  sehneidet,  so  hat  die  letztere  mit  der 
früheren  Curve  O  n  Punkte  gemein.  Die  Tangenten  von  C",  in  diesen 
n  Punkten  sind  gleichfalls  Erzeugende  der  Eegelfläche. 

Der  Gesammtschnitt  der  Kegelfläche  mit  der  Ebene  e 
besteht  daher  aus  der  n(n —  l)-fachen  Leitgeraden  1)  und  den 
n  Erzeugenden,  demEufolge  der  Grad    der  Kegelfiäche  gleich 

n  [n  —  1)  -]-  n  =:  n'' 
ist.    Die    Leitgerade   ü   des  Conoides  sehneidet   die  obhezeichnete 
ßegellläche    in    n^    Punkten,    durch    deren    jeden    eine    Ersieu- 
gende   geht. 

Diese  Erzeugenden  sind,  nachdem  sie  I)  und  U  schneiden  und 
F"  in  Punkten  der  Curve  C"  berühren,  gleichzeitig  jene  Erzeugenden 
des  Conoides,  deren  Berührungspunkte  mit  J'""  in  der  Curve  C",  also 
auch  in  der  Ebene  dieser  Curve  liegen. 

Die  angestellte  Betrachtung  lehrt  somit,  dass  es  n"  Punkte  der 
Berührungs curve  deä  Conoides  mit  seiner  Leitfläche  gibt,  die 
gleiehaeitig  in  einer  gegebenen  Ebene  liegen,  oder  mit  anderen  Worten: 
dass  diese  E  erührungscurve  von  der   w'--teü  Ordnung  sei. 

Besagte  Berühruügseurve  geht,  wie  ohneweiters  erkenntlich,  durch 
die  2n  Schnittpunkte  der  Leitfläche  F"  mit  der  im  endlichen 
liegenden  Leitgeraden  J)  und  der  unendlich  fernen  Leitgeraden  p;  es 
ist  somit  einleuchtend,  dass  obhezeichnete  Curve  behufs  Eraeugang  des 
Conoides  der  Leitfläche  substituiert  werden  kann.  Wir  erhalten  somit 
den  Satz; 

86.  „Ein  Conoid,  dessen  Leitfläche  eine  punldallgemeine  Flache 
'ti-ter  Ordnung  ist,  berührt  diese  letalere  in  einer  Faumcurve  n^-ter 
Ordnung,  welche  durch  die  3n  Funkte  geht,  in  welchen  die  Leitfläche 
von  der  int  endlichen  und  der  im  unendlichen  gelegenen  Leitgeraden 
geschnitten  wird." 
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IV.  Capitel. 
Theorie  der  Normalenflächen.' 


Eine  Normaleiifläelie  ist  der  geometriselie  Ort  der 
Normalen  einer  gegebenen  Fläcbe  F  in  den  einzelnen 
Punkten  einer  auf  dieser  Fläche  F  v  o  r  geze  iehnet  en 
Curve    a 

Die  gegebene  Fläche  F  lieKeichnen  wir  in  dieser  Eigenschaft 
als  die  „Direetris:-  oder  Leitfläefae"  der  Normalenfläche,  während 
wir  die  auf  F  verzeichnete  Ctirve  C  die  „Directris-  oder  Leit- 
curve"  der  Normalenfläche  nennen. 

Da  jede  Normalenfläche  nach  obiger  Definition  durch  gerade 
Linien  erzeugt  wird,  so  kann  dieselbe  nur  eine  „windschiefe"  oder 
in  besonderen  Fällen  (im  allgemeinen  längs  der  sogenannten  Krüm- 
mungslinien)  eine  „ au f w i ck e  1  b a r e ",  also  kurz  eine  E e g e  1- 
fläche  sein. 

Dass  eine  Normaleafläche  im  allgemeinen  eine  wind- 
schiefe Fläcbe  sein  werde,  lässt  sich  wie  folgt  nachweisen. 

Es  wird  sieh  hier  offenbar  nur  darum  handeln,  zu  zeigen,  dass 
sich  die  Normalen  einer  Fläche  in  zwei  beiiebigen  unmittelbar  auf- 
einander  folgenden ,    also   unendlich  nahen  Punkten  der   Fläche  nicht 


Nehmen  wir  au  diesem  Behufe  an,  es  sei  F  (Taf.  I,  Fig.  8) 
«ine  beliebige  Fläche,  Te  die  Tangentialebene  in  irgend  einem  Punkte  o 
derselben  und  oZ  die  diesem  Punkte  o  entsprechende  Normale;  ferner 
sei  m  ein  dem  Punkte  o  unendlich  nahe  liegender  Punkt  der  Fläche. 

Um  die  Normale  in  m  zu  ermitteln,  denken  wir  uns  durch  m 
eine  zur  Tangentialebene  Tg  parallele  Ebene  gelegt,  weiche  die  gege- 
bene Fläche  F  in  der  (unendlich  kleinen)  durch  m  gehenden  Curve  C 
schneidet.  Die  Projection  der  letzteren  auf  Te  wird  durch  die  mit  C 
congruente  Curve  C,  repräsentiert. 

Die  Tangente  der  Curve  C  im  Punkte  m  ist  eine  zu  T,  parallele 
■Gerade  t;  ihre  Projection  ist  mithin  die  Tangente  t'  im  Punkte  m'  der 
Carve  Cj,  welche  selbstverständlich  zu  t  parallel  sein  wird. 

')  PesoLka,  Sitzuugsbeviclito  d.  kais.  Äkademi9  der  Wissensüliafteri  in 
Wien,    Math.-natiii-w.  Cl.  LXXXI,  Band,  11.  Abth.  Jahrg.  J880. 
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Da  die  Normale  einer  Fläche  iu  einem  Punkte  derselben  auf 
der  Tangentialebene  in  diesem  Punkte,  also  auf  allen  Tangenter  der 
Fläche  in  dem  nämlichen  Punkte  senkrecht  steht,  so  folgt,  dass  die 
Normale  des  Punktes  m  in  jeuer  Ebene  liegen  müsse,  welche  durch 
m  senkrecht  zu  i  geführt  wird.  Weil  aber  t  parallel  au  Tg  ist,  wird 
die  vorgenannte  Ebene,  welche  die  Normale  enthält,  senkrecht  au  Tf, 
mithin  parallel  ku  oZ  sein. 

Soll  die  Normale  mN  im  Punkte  m  die  Normale  oZ  schneiden, 
so  müsste  a)  die  Normale  mN  zur  Normale  oZ  parallel  seiu  oder  es 
müsste  l))  die  durch  m  senkrecht  zu  t  gelegte  Ebene  die  Gerade  oZ 
enthalten. 

Der  erstere  Fall  wQrde  voraussetzen,  dass  die  Tangentialebenen 
der  Fläche  F  in  den  Punkten  o  und  m  gleichfalls  parallel  seien,  was 
offenbar  (im  allgemeinen)  nicht  eintreten  kann;  im  zweiten  Falle  da- 
gegen müsste  auch  die  ?.u  i'  senkrechte  Schnittlinie  m'N'  jener  Ebene 
mit  der  Ebene  Te  durch  den  Punkt  o  gehen,  oder  mit  anderen  Worten: 
es  müsste  die  Verhindungsgerade  von  in'  mit  o  die  Normale  der  Curve 
C  für  den  Punkt  m'  repräsentieren,  was  (im  allgemeinen)  ebenso- 
wenig wie  das  vorher  Angeführte  zutreffen  wird. 

Die  eben  augedeutete Eigenthümliohkeit besitzen  Dur  vier  Punkte 
der  Curve  C,  welche  überdies  in  zwei  durch  o  gehenden  und  zu  ein- 
ander senkrecht  stehenden  Geraden  liegen. 

Aus  obiger  Betracbtuiig  geht  hervor,  dass  sich  zwei  unmittelbar 
aufeinander  folgende  Normalen  einer  gegebenen  Fläche  F  längs  einer 
ihr  aufgeschriebenen  Cnrve  C  (im  allgemeinen)  nicht  sehneiden  können, 
dass  also  die  Normalenflächen  (im  allgemeinen)  windschiefe 
Flächen  sein  werden. 

§.  89. 

Hervorzuheben  wäre  hierbei  noch,  dass  es  für  jeden  Punkt  der 
Fläche  F  zwei  ganz  bestimmte  Kiehtungen  auf  derselben  gebe,  in 
welchen  die  Normalen  der  Fläche,  welche  unmittelbar  auf  die  Normale 
des  Ausgangspunktes  folgen,  diese  schneiden. 

Denkt  man  sich  diese  Eiehtungen  in  dem  benachbarten  Punkte 
bestimmt  und  setzt  man  das  Angedeutete  in  gleicher  Weise  fort,  so 
erhält  man  durch  jeden  Puukt  der  Fläche  awei  ganz  bestimmte  Curven 
„die  Krümmungslinien  der  Fläche",  längs  welcher  die  Nor- 
malenflächen   aufwickelbar    sind. 

Bei  einzelnen  Flächen  sind  die  Krümmungslinien  sehr  leicht 
EU  erkennen  und  ebenso  leicht  aufzufinden.    So  ist  beispielsweise  jede 


y  Google 


85 

beliebige  auf  einer  Kugelfiäelie  verzeiciioete  krumme  Linie  eine 
Krümmiingsiinie  derselteu. 

Da  nämlicli  sämmtliche  Normalen  einer  Kugel  durch  den  Mittel- 
punkt derselbeu  gehen,  so  ist  die  Normalenfläche  der  Kugel  für  irgend 
eine  Leitourve  auf  derselben  ein  Kegel  (also  eine  aufwickelbare 
Fläche),  welcher  seinen  Scheitel  im  Kugelmittelpunkte  hat. 

Auf  jeder  Cyiinderfläche  sind  die  geraden  Erzeugenden  und  die 
zu  denselben  senkrechten  Querschaifcte  des  Cyliaders  Krüramungs- 
1  i  D  i  e  n  ;  die  denselben  entsprechenden  aufwickelbaren  Nor- 
malenflächen sind  Ebenen, 

Für  alle  Flächen,  welche  als  ümhüllungsflächen  von  Kugeln 
betrachtet  werden  können,  bilden  die  Charakteristikeß  ein  System 
von  Kriimmungslinien.  Da  nämlich  die  Umhüllungsfläche  von 
der  erzeugenden  Kugel  längs  einer  Charakteristik  berührt  wird,  so 
besitzt  die  erstere  iängs  dieser  Charakteristik  eine  Normalenfläche,  welche 
mit  jener  der  Kugel  übereiastimmt,  d.  h.  einen  Kegel. 

Bei  den  Rotationsflächen  überhaupt,  welche  als  UmhälluQgs- 
fiäehen  von  Kugeln  gedacht  werden  können,  werden  die  Parallel- 
kreise das  eine  System  vonKrümmungslinien  repräsentieren, 
während  die  Meridiane,  längs  welchen  die  Normalenflächen 
Ebenen  sind,  das  zweite  System  derselben  darstellen. 

|.  90. 

Nach  dieser  kurzgefassten  Einleitung  wollen  wir  aaf  die  Cou- 
structioü  der  Normalenflächen  unter  der  Voraussetzung  über- 
gehen, dass  die  Leitfläche  sowie  die  Leitcnrve  durch. ihre 
Proj  ectionen  gegeben  seien. 

Um  in  einem  Punkte  einer  Fläche  die  Normale  zu  derselben  zu 
construieren,  hat  man  die  Tangentialebene  der  Fläebe  in  diesem  Punkte 
zu  bestimmen  und  durch  den  bezeichneten  Punkt  die  Senkrechte  auf 
besagte  Ebene  zu  fällen. 

Indem  wir  hiermit  das  allgemeine  Princip  für  die  Construction 
der  Normalen  anführen,  wollen  wir  gleichzeitig  die  Untersuchung 
daran  knüpfen,  ob  und  inwieferue  sich  bezüglich  der  Construction 
der  Normaienflächen,  je  nach  Beschaffenheit  der  jeweilig  gegebenen  Leit- 
fläche, gewisse  Vereinfachungen  erzielen  lassen. 

3.  Aufgabe.  Auf  irgend  einem  Kegel  ist  längs  einer  demselben 
aufgeschriebenen  Curve  die  Normalenfläche  zu  bestimmen. 

Wir  wollen  der  Äiigemeinheit  wegen  voraussetzen,  dass  die  Leit- 
linie (C,  C)  des  Kegels  in  einer  gegen  die  Projeetionsebene  geneigten 
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Ebene  liege,  welche  durch  ihre  Traeea  d  Ch  (Taf.  I,  Fig.  9)  gegeben 
ist.  Der  Scheitel  des  Kegels  sei  {S,  S')  und  die  Projectionen  der  Leit- 
eurve  für  die  Normalenfläche  sei  {L,  L'), 

Um  für  irgend  eiaen  Punkt  {n,  n')  dieser  Curve  die  !Kormale 
zu  dem  Kegel  zu  construieren ,  hätte  man  die  Tangentialebene  des 
Kegels  längs  der  Erzengenden  {Sn,  S'n')  zu  ermitteln  und  auf  diese 
durch  (w,  n')  die  Senkrechte  zu  führen.  Die  Projectionen  (raJV,  jj'iV') 
der  letzteren  ergeben  sieh  heiianntlich  als  die  durch  n  resp.  n'  zu  den 
Tracen  der  Tangentialebene  senkrecht  gezogenen  Geraden. 

"Wie  ersichtlich  ist  diese  Constructioosweise  namentlich  dann, 
wenn  sie  für  eine  größere  Anzahl  von  Punkten  der  Leitcurve  (L,  L') 
durchgeführt  werden  sollte,  ebenso  schwerfällig  als  langwierig. 

Berücksichtigen  wir  jedoch,  dass  man  in  dem  Falle,  wenn  zu 
einer  Ebene  eine  Senkrechte  zn  führen  ist,  die  Trace  dieser  Ebeae 
selbst  nicht  zu  kennen  braucht,  sondern  die  Kenntnis  ihrer  Richtungen 
hinreicht,  so  ergeben  sich  nicht  unwesentliche  Vereinfachungen. 

Es  ist  nämlich  bekannt,  dass  die  Schnittlinie  irgend  einer  Ebene 
mit  einer  zur  verticaien  (resp.  horizontalen)  Projectionsebene  parallele» 
Ebene  kö  der  verticaien  (resp.  horizontalen)  Trace  der  gegebenen 
Ebeae  parallel  sei;  ebenso  ist  aber  auch  bekannt,  dass  jede  Tangential- 
ebene eines  Kegels  durch  den  Scheitel'  desselben  gehe. 

Denken  wir  uns  daher  durch  den  gegebenen  Kegelscheitel  (ß,  8') 
eine  Ebene  si,  parallel  zur  verticaien  Projectionsebene  gelegt,  so  wird 
jede  Tangentialebene  des  Kegels  von  dieser  Ebeae  in  einer  Geraden 
geschnitten,  weiche  einerseits  durch  {S,  S')  geht  und  andererseits  zur 
verticaien  Trace  der  Tangentialebene  parallel  läuft. 

Hiernach  handelt  es  sich  nur  noch  darum,  auf  eine  einfache 
Weise  einen  zweites  Punkt  dieser  Geraden  zu  finden  und  bestimmen 
wir  zu  diesem  Zwecke  die  Schnittlinie  (s,  s')  der  Ebene  Sh  mit  der 
Ebene  G,Ch  der  Leitlinie  des  Kegels. 

Jede  Tangentialebene  des  Kegels  schneidet  die  Ebene  Cc  Ch  in 
einer  Geraden,  welche  Tangente  der  Leitcurve  (C,  C)  ist.  Diese  Tan- 
gente trifft  die  Gerade  (s,  s')  und  mithin  die  Ebene  £/,  in  einem  Punkte 
(d,  ä') ,  welcher  gleichzeitig  der  Ebene  Sk  und  der  Tangentialebene, 
daher  der  Schnittlinie  beider  angehört.  Letztere  ergibt  sich  somit  als 
Verbindungsgerade  des  oberwähnten  Schnittpunktes  {d,  d')  mit  {S,  8'). 

Hat  man  also  die  Normale  der  Kegelfläche  etwa  in  dem  Punkte 
{n,  n')  zu  bestimmen,  so  wird  man  die  Kegelerzeugende  nS  ziehen, 
deren  Schnitt  n,  mit  der  Leitlinie  C  suchen  und  die  Tangente  (  ia 
n,  an  C  fObren.  Verbindet  man  nun  den  Schnittpunkt  ä  dieser  Tan- 
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gente  t  und  der  Geraden  s  mit  S,  so  erhält  man  eine  Gerade  SS, 
welche  Kur  Vertiealtrace  der  Berührungaebene  des  Punktes  n  parallel 
ist  und  zu  welcher  somit  die  verticale  Projection  nN  der  Normale 
senkrecht  steht. 

In  analoger  Weise  kann  ebenso  einfach  die  Horizontalprojection 
n'  N'  der  Normale  mit  Benützung  der  Geraden  {ff,  ff') ,  welche  als 
Schnitt  der  Ebene  C^Ch  mit  der  durch  den  Scheitel  (ß,  S')  parallel 
Kur  horizontalen  Projectionsebene  gelegten  Hilfsebene  e,  resultiert, 
festgestellt  werden. 

Dieselbe  Construetion  wird  nun  hei  der  Bestiaimung  aller  Übrigen 
Normalen  in  Punkten  der  Leiteurve  {L,  L')  zu  wiederholen  sein. 

Wie  sich  besagte  Constructionen  gestalten,  beziehungsweise  ver- 
einfachen, wenn  als  Leitlinie  des  Kegels  irgend  eine  krumme  Linie 
in  einer  oder  der  anderen  Projectionsebene  unmittelbar  gegeben  ist, 
ist  leicht  zu  erkennen.  Zum  Überflusse  sei  übrigens  m  dem  nach- 
stehenden Beispiele  noch  der  specielle  Fall,  wenn  der  Kegelscheitel 
in  unendlicher  Entfernung  liegt,   in  Betracht  gezogen. 

§.  91- 

Liegt  als  Leitfläche  für  die  Normaleufläche  irgend  ein  Cyünder 
vor,  dessen  Leitlinie  (C,  G')  sieh  in  einer  der  Projectionsebonen ,  bei- 
spielsweise in  der  horizontalen  Projectionsebene  befindet,  und  ist  als 
Leitcurve  für  die  Normalenfläohe  eine  auf  derselben  vorgezeichnete  Curve 
(i,  L')  (Taf.  I,  Fig.  10)  gegeben ,  so  kann  behufs  Construetion  der 
zugehörigen  Normalenfläehe,  der  folgende  Weg  eingesehlagen  werden. 

Es  sei  im  Punkte  (w,  n')  der  Curve  (/-,  /-')  die  Normale  des 
Cylinders  au  construieren. 

Zieht  man  durch  {n,  n')  die  Cylindererzeugende ,  so  trifft  diese 
die  Leitlinie  C  in  n\ ;  die  Tangente  Ei,  der  Curve  C  im  Punkte  «', 
stellt  bereits  die  horizontale  Trace  der  Tangentialebene  an  die  Cylinder- 
fläche  im  Punkte  n  dar.  Hiedurch  ist  auch  bereits  die  horizontale 
Projection  der  gesuchten  Normale  bestimmt  und  erscheint  dieselbe 
durch  die  Gerade  n'N',    welche  auf  E,,  senkrecht  steht,    dargestellt. 

Die  verticale  Projection  niV"  der  Normale  ist  senkrecht  auf  der 
verticalen  Trace  der  Berührungsebene  im  Punkte  {n,  n'}  oder,  was 
gleichbedeutend  ist,  auf  einer  zu  dieser  Tangentialebene  parallelen 
Ebene.  Letztere  Eigenschaft  kann  zur  Vereinfachung  der  Construetion 
in  nachstehender  Weise  verwendet  werden. 

Wir  ziehen  ein-  für  allemal  eine  Gerade  (l,  l')  parallel  zu  den 
Cy  lind  ererzeugenden  und  bestimmen  deren  Durchstoßpunkte  v  und  V 
mit   der   verticalen   und    horizontalen    Projectionsebene.    Führt  man 
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durch  /('  eine  Gerade  e/,  parallel  zu  Eh  und  verbindet  den  Schnittpunkt 
II  von  eh  und  der  Grundlinie  mit  v  durch  e»,  so  ergibt  sich  in  e^e;, 
eine  Ebene,  welche,  indem  sie  zwei  Lagen  von  Geraden  enthält,  die 
zu  zwei  Geraden  der  Tangentialebeuö  parallel  sind,  zu  der  Berühruiigs- 
ebene  E  iro  Punkte  {n,n')  selbst  parallel  ist.  Es  wird  somit  auch 
die  Verticaltrace  E^  der  Tangentialebene  parallel  ziu-  Verticaitrace  e^ 
sein  und  demnach  die  verticale  Projeetion  nN  der  gesuchten  Normale 
durch  die  Senkrechte  in  n  auf  c^  dargestellt  erscheinen. 

§.  92. 
■  ^.  Aufgabe.    Es  ist  die  Normalenfläche  einer  Rotationsfläche 
für  eine  auf  der  letztgenannten  Ptäcie  verzeichnete  Curve  zu  con- 
struieren. 

Wir  setzen  voraus,  dass  die  ümdrehungsfläehe  durch  ihre  zur 
horizontalen  Projectionsebene  senkrechte  Achse  {Z,  Z')  und  durch  den 
HauptmeridiaB  M  (Taf.  II,  Fig.  11)  gegeben  sei. 

Die  Leiteurve  sei  durch  ihre  Projectionen  L  und  L',  deren  eine 
selbstverständlich  durch  die  andere  bedingt  ist,  festgestellt. 

Jede  Normale  einer  ümdrehungsfläehe  schneidet  bekanntlich  die 
Drehachse  in  einem  Punkte,  und  allen  Punkten  eines  und  desselben 
Parallel  kreis  es  entsprechen  Normalen ,  weiche  mit  der  Eotationsaehse 
den  nämlichen  Punkt  gemein  haben. 

Hieraus  ergibt  sich  für  die  Construction  der  Normalen  einer 
Ümdrehungsfläehe  in  einem  Punkte  {n,  n')  derselben  unmittelbai',  dass 
die  horizontale  Projection  n'W  der  Normalen  die  Verbindungsgerade 
des  Punktes  n'  mit  der  Horizontalprojection  Z'  der  Drehachse  sei. 

Zieht  man  ferner  durch  n  eine  Parallele  zur  Grundlinie,  so  trifft 
diese  den  Hauptmeridian  in  zwei  Punkten  n,  und  n^,  welche  mit  n 
auf  dem  nämlichen  Parallelkreise  liegen.  Führt  man  durch  »,  oder  n^ 
die  Normale  zum  Hauptmeridiane  M,  so  schneidet  dieselbe  die  Dreh- 
achse in  einem  Punkte  fi,  durch  welchen,  wie  oben  angedeutet,  auch 
alle  übrigen  Normalen  der  Rotationsfläche  in  den  einzelnen  Punkten 
H|,Wg...   des  betreffenden  Parallelkreises  {jt,  ji')  gehen. 

Wir  finden  somit  die  verticale  Projection  nN  der  gesuchten 
Nornaale  als  Verbindungsgerade  der  Punkte  n  und  [i  und  werden  nun- 
mehr in  ganz  gleicher  Weise  die  Normalen  der  Drehfläche  in  alleii 
rudern  Punkten  der  Leitcurve  {L,  L')  construieren  können,  so  wie 
„als  Ort  derselben",  die  Normalenfläche  selbst  dargestellt 
erhalten. 

Auch  für  andere  Flächen,  welche  als  Umhüllungsflächen 
von  Kugeln  betrachtet  werden  können,    wird    es  ebenso  wie  in  den 
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L  Fällen  keiuen  Schwierigkeiten  unterliegen,  die  Nor- 
malen in  beliebigen  Punkten  der  Fläche  zu  construieren  und  hiernaeli 
die  Normalenfläche  darzustellen. 

§.  93. 

5.  Aufgabe.  Setzen  wir  beispielsweise  voraus,  es  sei  in  einer 
horizontalen  Ebene  e„  (Tal.  II,  Fig.  12)  ein  Kreis  (K,  K')  gegeben.  Eine 
Engel  bewege  sich  derart,  dass  ihr  Mittelpunkt  (o,  o-)  stets  in  der 
Peripherie  des  Kreises  {K,  K')  verJ)leibe,  während  der  Radius  derselben 
dem  halben  Abstände  des  Mittelpunktes  (<*,  o')  von  einem  festen 
Punkte  {A,  A')  des  Kreises  {K,  K')  gleich  sei. 

Nach  Feststellung  dieses  Erzeugungsgesetzes  kann  die  Fläche, 
welche  sich  als  Umhüllung  all  der  besagten  Kugeln  darstellt,  leicht 
in  folgender  Weise  eonstruiert  werden. 

Ist  {M,  M')  der  Mittelpunkt  des  Kreises  {K,  K'} ,  so  zeichnen 
wir  in  der  Ebene  dieses  Kreises  einen  Hilfskreis  (/;,  h'),  welcher  den 
Radius  A' M'  des  ersteren  zum  Durchmesser  hat. 

Um  Dun  die  erzengende  Kugel  fttr  einen  auf  {K,  K')  gegebenen 
Mittelpunkt  (o,  o')  zu  bestimmen,  ziehen  wir  die  Gerade  J.'o',  weiche 
im  Schnittpunkte  ro  mit  dem  Kreise  k'  halbiert  wird ,  wodurch  sich 
auch  bereits  der  Halbmesser  der  erzeugenden  -Kugel  seiner  wahren 
Größe  nach  in  o'a  ergibt. 

Die  Charakteristik  der  Um  hiiliungsfläche,  d.  h.  der 
Schnitt  zweier  unmittelbar  aufeinander  folgenden  Lagen  der  erzeugen- 
den Kugel  ist  ein  Kreis,  dessen  Ebene  auf  der  geraden  Verbiadnngs- 
ÜQie  der  unendlich  nahen  Kugelmittelpunkte,  d.  i.  auf  einer  Tangente 
des  Kreises  {K,  K')  senkrecht  steht,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Cha- 
rakteristik ist  ein  Kreis,  dessen  Ebene  horizontal-projicieread  ist  und 
durch  den  Mittelpunkt  {M,  W)  des  Kreises  {E,  K')  geht. 

Die  Horizoatalprojeetion  einer  jeden  Charakteristik  ist  mithin 
eine  durch  M'  gehende  Gerade. 

Diese  Eigenschaft  gestattet  uns,  die  Normaleufläche  der  vor- 
liegenden ümhüUungsfiäche  für  eine  auf  derselben  ver- 
zeichnete Leiteurve  (L,  L')  auf  eine  höchst  einfache  Weise  zu 
construieren. 

Um  die  Normale  in  irgend  einem  beliebigen  Punkte  (w,  n')  von 
(L,  L')  zu  ermitteln,  haben  wir  zu  berücksichtigen ,  dass  die  Umhül- 
iuugsfläche  längs  der  durch  (w,  n')  gehenden  Charakteristik  von  einer 
bestimmten  Lage  der  erzeugenden  Kugel  berührt  wird. 
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Die  horizontale  Projection  der  Charakteristik  ist  die  Gerade  M'n'N'. 
Dieselbe  achiieidet  den  Kreis  {K,  K')  in  dem  Mittelpuckte  (p,  o')  der 
ehen  erwähnten  erzeugendea  Kugel. 

Nachdem  besagte  Kugel  die  Umhüll  ungsfläebe  im  Punkte  {n,  n') 
berdhrt,  so  haben  beide  Flächen  in  diesem  Punkte  dieselbe  Berührungs- 
ebene und  hiermit  auch  die  niimliche  Normale.  Letztere  ergibt  sich 
direet  als  die  Verbinduugsgerade  der  Punkte  {n,  n')  und  (o,  o').  — 
Gleichzeitig  bemerkt  man,  dass,  welches  auch  immer  die  Lage  des 
Pnnktes  (n,  n")  sein  mag,  die  horizontale  Projeetion  n'o'  durch  M' 
gehe,  dass  also  alle  Normales  der  Umhüllungsfläche  die  horizonta!- 
projicierende  Gerade  M'  schneiden. 

§■  94. 

6.  Aufgabe.  Es  ist  für  irgend  eine  beliebige  aufwiekelbare  Fläche 
(e,,  e'J;  (ßg,  e'j);  (e„  e'3) (Taf.  II,  Fig.  13)  längs  einer  auf  der- 
selben fixierten  Leitourve  (i,  L')  die  Normalenfläehe  zu  eonstruieren. 

Diesfalls  kann  man  aweckmäßigerweise  folgends  vorgehen,  jüau 
nimmt  in  einer,  etwa  in  der  verticalen  Projectionsebene,  irgend  einen 
Punkt  {S,  S')  als  Scheitel  des  Richtungskegels  für  die  aufwickelbare 
Fläche  an  und  bestimmt  die  horizontale  Trace  c'  des  Kegels  als  den 
geometrischen  Ort  der  horizontalen  Durchstoßpunkte  der  zu  (c,,  e',); 

(e„,e'j);    (e^,  c'3) parallelen  Kegeierzeugenden  ('t/,,?;',);  (ijn.tj',); 

(»^B.  ^'3)  ■  ■  ■  ■ 

Ist  die  Normale  der  Developpablen  m  einem  Punkte  11  n') 
der  Leitcurve  {L,  L')  zu  bestimmen,  so  ziehe  man  duieh  (n.  n')  die 
Erzeugende  {e^,  e\)  der  Fläche,  ermittle  die  ihi  entspieehende 
Kegel  erzeugende  (tj^,  9j'„)  und  bestimme  auf  bekannte  "Weise  die  Tan- 
gentialebene B^Bk  der  Kegelüäehe  längs  der  Erzeugenden  -ri^.  Nach- 
dem aber  B^Bk  parallel  zur  ßerührungsebeue  der  Deveioppablea  längs 
der  Erzeugendea  e^  ist,  wird  auch  die  Normale  im  Punkte  {n,rf) 
senkrecht  auf  der  Ebene  B„Bk  stehen,  d.  h.  ihre  Projeetionen  nN 
und  n'I^'  werden  sich  beziehungsweise  als  die  durch  si  und  n' zu  den 
bezflgiiohen  Tracen  B^  und  B;,  senkrecht  geführten  Geraden  ergeben. 


Abgesehen  von  den  hier  angeführteu  aligemeinen  Constructionen 
ergeben  sieh,  je  nach  der  Natur  der  Leitfläche  und  Leitcurve,  auch 
noch  anderweitige,  nicht  unwesentliche  Vereinfachungen  in  der  Dar- 
stellung der  Normalenflächen. 

So  ist  beispielsweise  die  Normalenfläche  einer  Fläche 
zweiten  Grades  längs  eines  beliebigen  ebenen  Schnittes 
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derselben,  identisch  mit  der  Normalenfläche  der  ihr  längs 
dieses  Schnittes  umschriebenen  Kegelfläche. 

Ferner  ist,  wie  bereits  nachgewiesen  wurde,  die  Normalen- 
flache  irgend  einer  beliebigen  windschiefen  Fläche  für  eine 
gerade  Erzeugende  als  Leitlinie  immer  ein  hyperbolisches 
Paraboloid. 

Endlieh  wird  für  ganz  beliebige  Leitflächen  and  Leit- 
cnrven  die  in  nachstehendem  entwickelte  Theorie  Eigenschaften 
liefern,  welche  in  den  meisten  Fällen  die  erforderlichen  Hilfsmittel 
zur  zweckmäßigen  Construction  und  zur  Durchführung  der  yerschie- 
denen,  bisher  nicht  berührten  Probleme  bieten  werden. 

§.  95. 
Eigenscliafteii  der  Normalenilächen. 

Von  hervorragender  Wichtigkeit  ist  es,  den  jeweiligen  Grad 
der  Normalenfläche  zu  bestimmen,  wenn  die  Leitfläehe  und 
auf  derselben  die  Leitcurre  gegeben  ist. 

Wir  wollen  diesfalls  voraussetzen,  die  Leitfläehe  F  (Taf  II, 
Fig.  14)  sei  eine  aligemeine  Fläche  m-ter  Ordnung  (ohne  vielfache 
Carven  und  ohne  Spitzen).  Auf  F  sei  als  Leitcurve  für  die  Normalen- 
fläche eine  Curve  L  von  der  Ordnung  m^  gegeben,  wobei  es  gleich- 
gütig  sein  mag,  ob  die  Curve  L  als  vollständiger  oder  als  theilweiser 
Schnitt  der  Fläche  F  mit  irgend  einer  zweites  Fläche  F'  von  der 
Ordnung  m'  resultiere. 

Im  Falle  des  vollständigen  Durchschnittes  heider  Flächen 
ist  selbstverständlich 

n\  =  ni'in'. 

Denken  wir  uns  in  allen  Punkten  der  Leitcurve  L  an  die  Fläche 
F  die  Tangentialebenen  gelegt,  eo  umhüllen  diese  eine  develop- 
pable  Fläche  D,  welche  der  Fläche  I^  längs  der  Curve  L  um- 
schrieben ist. 

Da  die  Normalen  der  Fläche  F  in  den  einzelnen  Punkten  von 
L  auf  den  bezüglichen  Berührungsebenen  senkrecht  stehen ,  so  sind 
dieselben  gleichzeitig  auch  Normalen  der  Developpablen  D.  Es  besteht 
sonach  der  Satz: 

87.  „Die  NormaUnfläche  einer  Fläche  F  längs  der  Ourve  L  ist 
idmtisch  mit  der  NormalenßäcJie  jener  Developpablen  D  längs  L, 
welche  der  ursprünglichen  Fläche  F  nach  der  Curve  L  umschriehen 
werden  Äom«." 
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Wir  wollen  zunächst  die  Classe  der  DeveloppableE  B, 
d.  h.  die  Anzahl  dec  Berührungsebenea  an  dieselbe,  welche  durcli 
einen  beliebigen  Punkt  P  gehen,  ermitteln. 

Da  diese  Tangentialebenen  auch  die  Fläche  F,  und  zwar  in 
Punkten  der  Curve  L  berühren  müssen,  so  erhält  man  die  BerühniQgs- 
punkte  a,  ß,y,d,...  derselben  mit  der  Fläche  F  als  Schnittpiinkte 
der  Curve  L  und  der  Beiührungscurve  B  der  Fläche  F  mit  dem  ihr 
aus  P  umschriebenen  Kegel. 

Die  genannte  Berflhrungscurve  S  ist  aber  bekanntlich  der  Schnitt 
der  Fläche  F  mit  der  dem  Punkte  P  entsprechenden  ersten  Poiar- 
fläohe,  welche  von  der  {m  —  1)  Ordnung  ist. 

Diese  Polareofläehe  schneidet  die  Leiteurve  L  in  m^{m  —  \) 
Punkten,  welche  keine  anderen,  als  die  obgenannten  Berührungs- 
punkte a,  ß,  y,  6,  .  .  .  .  sein  können. 

Die  Anzahl  der  von  einem  Punkte  P  an  die  Developpable  D 
geführten  Berührungsebenen,  oder  mit  anderen  Worten:  die  Classe 
der  Developpablen  B  ist  mithin: 

)!*,  {m  —  1). 

Da  der  ebene  Schnitt  einer  au fwi ekelbaren  Fläche 
von  der  nämlichen  Classe  ist,  wie  diese  selbst,  so  ist  welters 
auch  klar,  dass  die  unendlich  ferne  Curye  U^  der  Develop- 
pablen I)  gleichfalls  von  der    »h,  {m  —  l)-ten  Classe  sein  wird. 

Ein  Gleiches  gilt  auch  von  dem  Bichtungskegel  Ba  der 
Developpablen  D,  d.  h.  von  einetn  Kegel,  welcher,  mit  i)  die  un- 
endlich ferne  Curve  JJd  gemein schaftliüh  hat,  oder  was  dasselbe  ist, 
welcher  sich  als  Enveloppe  der  durch  einen  festen  Punkt  au  den 
Berührungsebeuen  von  B  parallel  gelegten  Ebenen  ergibt. 

§,  96. 

Nach  dieser  kurzen  Vorbereitung  kehren  wir  zur  Betrachtung  der 
Normalenfläche  zurück. 

Denken  wir  uns  in  irgend  einem  Punkte  A  der  Leiteurve  L  die 
Normale  iß,  JV'),  d.  i.  die  Senkrechte  zur  entsprechenden  Tangential- 
ebene T  der  Fläche  F  oder  der  Developpablen  D  eonstruiert,  so  wird 
die  Gerade  SN^ ,  welche  man  durch  den  Scheitel  S  des  Eiehtungs- 
kegels  lia  parallel  zur  Normalen  (N,  N')  zieht,  auch  auf  jener  Berüh- 
rungsebeae  T'  des  Kichtungskegels  Ed  senkrecht  stehen,  welche  zur 
Tangentialebene  T  parallel  ist. 

Führt  man  somit  zu  allen  Tangentialebenen  des  Kegels  Bi  durch 
den  Scheitel  S  Senkrechte,    so    erhält   man  einen  zweiten  Kegel  Ä„, 


y  Google 


93 

dessen  Erzeugenden  au  sämmtlichcn  Normalen  der  Fläche  F  längs 
der  Curve  i  parallel  sind,  und  welcher  demnach  den  Kichtungs- 
kege!  der  Normalenfläche  vorstellt. 

Nennen  wir  die  unendlich  ferne  Curve  dieses  Eichtungs- 
kegels,  welche  selhstverständlich  auch  der  Normalen  fläche  angehört, 
Ü7„,  so  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  [7„  von  der  m,  (m  —  ])-ten 
Ordnung  sei. 

Die  Erzeugenden  des  Kegels  JR»  sind  nämlich  senkrecht  zu  den 
Berührungsebenea  des  zweiten  Kegels  Ra-  Die  unendlich  fernen  Curven 
i[/„  und  Vd  sind  somit  polar-reciprok  in  Bezug  auf  den  imagi- 
nären Kugelkreis  im  Unendlichen,  d.  h.  die  Ordnung  der  einen 
Curve  ist  der  Classe  der  andern  gleich  und  umgekehrt. 

Nachdem  eben  nachgewiesen  wurde,  dass  die  Curve  'üg.  von 
der  m^  {m  —  1)  Classe  sei,  so  folgt,  dass  f.'„  eine  Curve 
m,  (m  —  l)-ter  Ordnung  repräsentiere. 

Hiernach  kennen  wir  für  die  Normalenfläche  bereits  zwei 
Leitlinien,  und  zwar  die  Curven  L  und  J7„. 

Berücksichtigt  raan,  das  es  im  allgemeinen  zu  einer  beliebigen 
Normalen  der  Fläche  in  Punkten  der  gegebenen  Leiteurve  L  keine 
zweite  parallele  gebe,  und  dass  andererseits  in  jedem  Punkte  der 
Leitlinie  L  auch  nur  eine  Normale  zur  Fläche  F  gezogen  werden 
kann,  so  ist  klar,  dass  die  Curven  L  und  P,.  einfache  Leitlinien 
der  windschiefen  Normalen  Sache  sind. 

Eine  unmittelbare  Folge  hiervon  ist,  dass  die  krummen  Punkt- 
reihen ,  welche  auf  besagten  Curven  durch  die  erzeugenden  Normalen 
bestimmt  werden,  ein-eindeutig  sind. 

Wäre  dies  nicht  der  Fall,  sondern  wäre  die  Curve  L  etwa 
fi-deutig  und  jene  P„  allenfalls  ,«,  -deutig,  so  würden  jedem  Punkte  von 
i,  ll^  Punkte  auf  P„  entsprechen ,  d.  h.  durch  jeden  Punkt  von  L 
würden  fi,  Erzeugende  der  windschiefen  Fläche  gehen.  Die  genannte 
Curve  wäre  also  eine  ft,  -fache  Curve  dieser  Fläche.  Andererseits 
würde  die  Leiteurve  V„  eine  ^-fache  Curve  der  windschiefen  Fläche 
darstellen. 

Die  Erzeugenden  der  windschiefen  Normalenfläche  ergeben  sich 
mithin  als  die  Verbindungslinien  entsprechender  Punkte  zweier  ein- 
deutigen Reihen  auf  den  Leitcurven  L  und  [7,1,  welche  beziehungs- 
weise von  den  Ordnungen  J»;  und  m,  {m  —  1)  sind. 

Diese  Bedingung  erlaubt  uns  den  Grad  der  Normalen- 
fläche, d.  h.  die  Anzahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  einer 
beliebigen    Geraden    G    oder    die    Anzahl    ihrer    Erzen- 
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genden,  welclie  G  schneiden,  ohne  jedwede  Schwierigkeit  zu 
bestimmen. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  Gerade  G  als  gemeinschaftliche 
Achse  zweier  Ebenen biischel  G;  und  G«,  wovon  das  erstere  zu  der 
Keihe  auf  L,  das  zweite  zu  der  Keihe  auf  U„  perspectivisch  ist,  und 
sehen  wir  nach  in  welcher  Weise  diese  beiden  Ebenenbilschel  einander 
entsprechen. 

Irgend  eine  Ebene  des  Büschels  Gi  schneidet  die  Cnrve  L  in 
m,  Punkten,  welchen,  wie  oben  vorausgesetzt  wurde,  auf  der  Curve  U,, 
gleichfalls  j»,  Punkte,  mithin  m,  Ebenen  des  zweiten  Büschels  (x„ 
entsprechen.     Dieses  Büschel  ist  also  »«|-deutig. 

Hingegen  schneidet  eine  Ebene  des  Büschels  G«  die  Curve  U„ 
in  m,(m  —  1)  Punkten,  welchen  auf  der  Curve  £  ebenfalls  m^(m  —  1) 
Punkte,  im  Büschel  Ge  also  m,  {m  —  1)  Ebenen  entsprechen. 
Dieses  Ebenenbüschel  ist  sonach  m,  (m^  l)-deutig. 

Während  also  jeder  Ebene  des  Büschels  Gi  )«,  Ebenen  des 
Büschels  G„  entsprechen,  entsprechen  jeder  Ebene  des  Büschels  G„ 
m,  {m  —  1)  Ebenen  des  Büschels  Gj. 

Nach  dem  Chasles'schen  Correspondenzsatze  habeQ  diese  beiden 
Ebenenbüschel : 

Doppelebenen,  d.  h.  es  kömmt  im  ganzen  m.m,~ ms.\  vor, 
dass  eine  Ebene  des  einen  Büschels  mit  der  ihr  ent- 
sprechenden Ebene    im    zweiten   Büschel   zusammenfällt. 

Jede  dieser  m.m^  Doppelebenen  enthält  außer  der  Achse  G 
zwei  entsprechende  Punkte  der  Keihen  auf  i  und  E/,„  mithin  eine  Er- 
zeugende der  Normalenfläche. 

Es  gibt  also  m.mi  Erzeugenden  der  Normaieufläche, 
deren  jede  mit  der  beliebig  gewählten  Geraden  G  in  einer  Ebene 
liegt,  dieselbe  hiermit  schneidet,  oder  mit  anderen  Worten:  die  be- 
trachtete Normaleufläche  ist  vom  mm,-ten  Grade. 

Hiernach  ergibt  sich  der  Satz; 

86.  „Die  Normalenfläche,  denn  Leif flache  eine  aUgememe  Flache 
m-ter  Ordnung  und  deren  Leitcurve  eine  auf  dieser  Flache  veteetch- 
nete  Curve  m,-ter  Ordnung  ist,  wnd  im  allgemeinen  eine  uindsehwfe 
Fläche  mm^-ter  Ordnung  sein.'' 

Zu  dem  vorstehenden  Kesnltite  kann  man  duch  d,uf  folgendem 
Wege  gelangen. 

Die  Leitcurven  für  die  Normalenfläehe  sind  L  und  ü„;  die  Er- 
zeugenden derselbea  sind  die  Verbind  uiigsgeradeu  der  entsprechenden 
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Punkto  zweier  auf  L  uüd  t"„  iiegendeu  pyojectivisclieii  Punkt- 
reiheii.  Ferner  ist  ans  früiiereni  bekannt,  dass  der  ebene  Selinitt 
einer  Fläche  von  der  nämliehea  Ordnung  wie  die  Fläche 
selbst  sei. 

Um  dalier  den  Grad  {die  Ordnung)  der  Normalenfläche 
zu  bestimmen,  betrachten  wir  einen  ihrer  ebenen  Schnitte,  etwa  jenen 
mit  der  unendlich  fernen  Ebene.  Dieser  besteht  fürs  erste  aus 
der  einfachen  Leiteurve  D„,  welche  von  der  «i,  (m — l)-ten 
Ordnung  ist;  ferner  trifft  die  Curve  i/,  da  sie  der  »»i-ten  Ordnung 
angehört,  die  unendlich  ferne  Ebene  in  m,  (reellen  oder  imaginären) 
Punkten,  welchen  auf  'U„  ebenfalls  m,  Punkte  entsprechen,  so,  dass 
die  unendlich  ferne  Ebene  außer  der  Gurre  Un  noch  m,  Erzeugende 
der  Normälenfläche  enthält. 

Der  Gesammtschnitt  dieser  Fläche  mit  der  unendlich  fernen 
Ebene  besteht  demnach  ans  der  einfachen  Curve   Un  und  m,  Er- 
zeugenden, ist  demgemäß  von  der  Ordnung; 
)Mj  (m  —  1)  +  «*i  =  3».m,, 
welches  Resultat  mit  dem  früheren  Übereinstimmt. 


Prüfen  wir  die  Ordmiiigszahl  auf  ihre  Richtigkeit,  indem  wir 
dieselbe  auf  Normalenfiächen  anwenden,  deren  Grad  anderweitig  leicht 
ermittelt  werden  kann. 

Denken  wir  uns  beispielsweise  einen  geraden  Kreiscylinder  durch 
eine  Ebene  geschnitten,  und  seine  Norraalendäche  längs  dieses  Schnittes 
festgestellt. 

Da  jede  Normale  des  Cylindera  dessen  Achse  reehtwiuklig 
schneidet,  so  ist  die  Normalenfläche  längs  des  ebenen  Schnittes  ein 
gerades  Kegelschnittsconoid,  dessen  gerade  Leitlinie  durch  die 
Cylinderachse  und  dessen  Richtebene  durch  die  zur  Cylinderachse  senk- 
rechte Ebene  repräsentiert  wird.  Diese  Fläche  ist  vom  vierten 
Grade. 

Nach  der  oben  gefundenen  Gi  adzahl  m  m,  finden  wir ,  da 
m  =  )»,  =  2  ist,  in  der  That  das  bekannte  Resultat;  m.m,  =  4 

Die  bisherigen  Untersuchungen  über  Normalenfiächen  der  Flächen 
zweiten  Grades  längs  ihrer  ebenen  Schnitte  ließen  dieselben  als 
Flächen  vierten  Grades  erkennen.  Da  hierbei,  sowie  im  vorher- 
gehenden Falle,  m  —  m^  =  2  ist,  ergibt  sich:  m.m,  =  4. 

Denkt  man  sich  endlieh  zwei  Flächen  zweiten  Grades,  welche 
gemeinschaftliche    Hauptebenen   besitzen,    zum  Schnitte  ge- 
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bracht,  so  erhält  man  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche  (nach 
Pohlke)  „Ellipsimber"  genannt  wird.  Nach  La  Gournerie  ist 
die  Nonnalenfläche  der  Fläche  zweiten  Grades  längs  dieser  Curve  eine 
„Qnadrispinale",  eine  Fläche  achter  Ordnung.  Wir  erhalten 
nun  ia  der  That,  nachdem  diesfalls  jw  —  2,  m,  :=  4  ist,  für  den 
Grad  der  Normaleofläche  m.m^  ^  S. 

Hierbei  sei  gleichzeitig  bemerkt,  dass  wir  in  der  Folge  Gelegen- 
heit finden  werden,  nachzuweisen,  dass  in  dem  Falle  als  die 
Normalen  fläche  eine  Developpahle  wird,  besondere  Ver- 
hältnisse die  Ordnung  der  Fläche  erniedrigen,  dass  also, 
vorausgesetzt,  die  Norraalenfläche  werde  nicht  traascendent,  die 
Ordnungszahl  kleiner  als   m.m,    werden  kann. 

Für  den  Fall,  dass  die  Leitfläche  F  eine  Ebene  ist,  wird  m  =  1. 
Für  irgend  eine  in  dieser  Ebene  liegende  Curve  m,-ter  Ordnung  ist 
die  Normalenfläcbe  ein  Cylinder  m,-ter  Orduung;  es  behält  daher  der 
Ordnungswert   m.m^  ^  m^   ebenfalls  seine  Giitigkeit. 

§.  98. 

Setzen  wir  mia  ganz  allgemein  voraus,  die  Leitfläche  F  be- 
sitze vielfache  Curven,  welche  die  Leitlinie  L  der  Nor- 
malenfläcbe ia  s  Punkten  schneiden  mögen. 

Denken  wir  uns  abermals  der  Fläche  F  längs  der  Leitcurve  L 
die  Developpahle  D  umschrieben  und  deren  Classe,  d.  h.  die 
Anzahl  der  von  einem  beliebigen  außerhalb  der  Fläche  liegenden 
Punkte  P  an  diese  möglicherweise  zu  führenden  Tangentialebenen  be- 
stimmt. 

Im  vorhergehenden  Falle  haben  wir  diese  Anzahl  überein- 
stimmend mit  der  Zahl  der  Schnittpunkte  von  L  mit  der  ersten  Polar- 
fläche der  Fläche  F  für  den  Punkt  P  gefunden  und  durch  m,  (m — 1) 
ausgedrückt. 

Dieser  Wert  erleidet  eine  Veränderung,  wenn  die  Fläche  F 
vielfache  Curven  besitzt. 

Es  ist  nämlich  bekannt,  dass  In  diesem  Falle  die  erste  Polar- 
fiäche  der  Fläche  F,  für  irgend  einen  beliebigen  Punkt  P,  mit  der 
Fläche  F  außer  der  Berührnngscnrve  B  der  von  P  aus  gezogenen 
Tangenten  auch  noch  sämmtliche  vielfache  Linien  gemein  hat.  Es  ist 
hiernach  klar,  dass  die  Tangentialebene  von  F  in  den  Punkten  dieser 
vielfachen  Curven,  da  sie  eine  ganz  bestimmte  Lage  haben,  durch  den 
willkürlieh  gewählten  Punkt  nicht  gehen  können. 

Unter  den  )»,  (m  —  1)  Schnittpunkten  der  Leitcurve  L  mit  der 
ersten  Polavfläche  für  den  Punkt  P  sind  nun  auch  die  vorausgesetzten 
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s  Schüittpunktc  der  Leitcurve  L  mit  den  vielfaeheii  Linien  der  PläcliG 
F  inbegriffen.  In  diesen  Punkten  besitzt  die  Fläche  F,  also  auch  die 
ihr  längs  L  «msehriehene  Developpable  X*  ganz  hestimmte  Tangential- 
ebenen, welche  durch  den  Punkt  P  nicht  gehen,  bei  der  Bestimmung 
der  Classe  der  De^eloppablen  B  demnach  auch  nicht  gezählt  werden 
dürfen. 

Es  ergibt  sieh  somit  in  diesem  Falle  als  Classe  der  Deve- 
loppabieß  die  Zahl: 

»,  (»'  -  1)  -  s. 

Nachdem  dies  festgestellt  ist,  wird  der  weitere  Gang  unserer 
Betrachtungen  mit  dem  fiüher  eingeschlagenen  Wege  in  vollem  Ein- 
klänge sein. 

Die  Ordnung  des  Eichtangskegels  R„  der  Normalen- 
fläche, oder  was  gleichbedeutend  ist,  die  Ordnung  der  unendlich 
fernen  Leitcurve  U,,  der  Normalenfläche  ist,  wie  im  vorhergehen- 
den Falle,  gleich  der  Classe  der  Developpablea  D,  also  gleich: 
m^  [m  —  1)  —  S. 

Die  Normalenfläehe  selbst  ist  der  Ort  der  Verbindungsgeraden 
entsprechender  Punkte  aweier  projectivischer  (ein-deutigea)  Reihen 
auf  L  und  C7„  und  der  Grad  derselben  ergibt  sieh  als  die  Summe 
der  Ordnungen  der  beiden  Leiteurven  L  und  Ü,i,  wird  demnach 
äusgedrtlekt  durch : 

''^i  +  'M,  (w  —  l)  ~  s  ~  m  m,  —  s. 

Wir  erhalten  somit,  wenn  m  die  Ordnung  der  Leitftäche  F,  m^ 
die  Ordnung  der  Leitlinie  L  und  s  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  von 
L  mit  den  vielfachen  Linien  auf  der  Fläche  F  bedeutet,  den  Satz: 

89.  ^Der  Grad  der  einer  Fläche  F  längs  einer  auf  ihr  ver- 
eeiehneten  Leitewrve  L  entsprechenden  N'ormalenßäche  ist  durch  den 
Ausdruck    (m  .  i»,  —  s)    iesUmmt." 

§.  99. 

Wir  wollen  die  Richtigkeit  des  gefundenen  Resultates  durch- 
AnweaduHg  desselben  auf  eine  bekannte  Eigenschaft  windschiefer 
Flächen  erhärten. 

Denken  wir  uns  in  einem  Punkte  M  einer  windschiefen  Regei- 
fläciie  m-teu  Grades  die  Berührungsebene  T  gelegt,  so  hat  diese  mit 
der  Fläche,  außer  der  durch  M  gehenden  geradlinigen  Erzeugenden  g, 
noch  eine  Giirve  (m  —  l)-ter  Ordming  gemein,  welche  mit  jener  den 
vollständigen  ebenen  Schnitt  m-ter  Ordnung  darstellt.  Die 
Curve  (m  —  Ij-ter  Ordnung  wird  mit  der  Erzeugenden  g  sonach 
{m —  1}  gemeinschaftliche  Punkte  1 
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Der  eine  dieser  Punkte  ist  der  Berührungspunkt  M  der  Ebene 
T  mit  der  ßegelfläche;  die  übrigen  {m  —  2)  Puukte  können  aber 
selbstverständlich  nicht  mehr  Berührungspunkte  der  Ebene  T  mit  der 
Fläche  sein,  indem  erwiesenermaßen  diese  letztere  im  allgemeinen  nur 
in  einem  einzigen  Punkte  von  der  Ebene  T  berührt  werden  kann. 
Besagte  Punkte  sind  demnach  eigentliche  Doppelpunkte  des 
Schnittes,  oder  mit  anderen  Werten:  die  Kegelfiäche  besitzt 
eine  Doppeleurve,  welche  die  Erzeugende  g  in  (m  —  2)  Punkten 
trifft. 

Der  Grad  der  Normalenfläehe  einer  windschiefen  Fläche 
längs  einer  geradlinigen  Erzeugenden  g  derselben  wird  nun 
nach  dem  oben  aufgestellten  Satze,  da  wi,  :=  1  und  s  =  7n  —  2 
ist,  durch 

m.m^  —  s  ^  m  —  (m  —  2)  =2 

ausgedrückt  erscheinen ,  d.  h.  die  ßegelfläehe  besitzt  längs  der  gerad- 
linigen Erzeugenden  g  eine  Normalenfläche,  welche  vom  zweiten 
Grade  ist. 

Um  zu  entscheiden,  ob  diese  Normalenfläche  ein  windschiefes 
Hyperboloid  öder  ein  hyperbolisches  Paraboloid  sei,  betrachten  wir 
deren  nnendlieh  ferne  Leitlinie  P„. 

Da  diese  Fläche  vom  zweiten  Grade  ist,  muss  der  Schnitt  der- 
selben mit  der  unendlich  fernen  Leitlinie  gleichfalls  vom  aweiten  Grade, 
also  entweder  ein  Kegelschnitt  oder  zwei  Geraden  sein,  von  welchen, 
im  letzteren  Falle,  die  eine  als  Leitlinie,  die  andere  aber  als  Erzeu- 
gende zu  betrachten  ist. 

Man  erkennt  nun  leicht,  dass,  da  sämmtliche  Normalen  der 
windschiefen  Fläche  längs  der  Erzeugenden  g  auf  der  letzteren  senk- 
recht stehen,  ihre  unendlich  fernen  Punkte  daher  in  der  unendlich 
fernen  Geraden  jener  zu  g  senkrechten  Ebenen  liegen,  die  Normalen- 
Hache  ein  hyperbolisches  Paraboloid  sei.  Hieraus  folgt  der 
bekannte  Satz: 

90.  „Die  Normalenßäche  einer  ivindscMefen  Fläche  längs  einer 
ihrer  geraden  Erseugenäen  ist  ein  hyperbolisches  FariAoloid." 

§.  lOO. 

Um  zu  weiteren  Resultaten  zu  gelangen,  wollen  wir  noch  die 
übrigen  Charaktere  der  der  Leitfläche  J''  längs  der  Leit- 
curve  L  umschriebenen  Developpablen  D  ermitteln. 

Die  Ordnung  der  Fläche  F  sei  m  und  die  Leitcurve  L,  welche 
wir  als  vollständigen  Durchschnitt  der  Fläche  F  mit  einer  Fläche 
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m'-tei  Ordnung  voraussetzen  wollen,  werde  sonach  durch  eine  Ourye 
m.m'-ter  Ordnung  dargestellt, 

Ist  P  ein  Punkt  im  Räume,  so  ist  dessen  erste  Polarfläciie  in 
Bezug  auf  die  Fläche  F  von  der  (ni  —  l)-ten  Ordnung.  Dieselhe 
schneidet  die  Leitcurre  L  somit  in 

m  .m'{m~  1) 
Punkten.   In  jedem  dieser  Punkte  geht  die  Tangentialebene  der  Fläche 
F,  also  auch  jene  der  DeveloppaWen  B  durch  den  Punkt  P;  die  Zahl 

m.m'  im  —■  1) 
bestimmt  demnach  die  Classe  der  Developpablen  D. 

Nehmen  wir  an,  die  erste  Poiarfläche  des  Punktes  P  berühre 
die  Leitcurve  L  in  irgend  einem  Puakte  iJ,  oder  mit  anderen  Worten, 
der  Punkt  Ü  vereinige  m  sich  zwei  der  mm'{m  —  1)  Schnitt- 
punkte, unter  dieser  Voraussetzung  gibt  es  offenbar  in  R  zwei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Tangentialebenen  der 
Fläche  F,  also  auch  der  Developpablen  X*,  welche  durch  den 
Punkt  P  gehen. 

Der  Schnitt  Fli  dieser  beiden  Berührungaebenen  ist  mithin  eine 
Eraeugende  der  Developpablen  D,  oder  was  dasselbe  ist,  der  Punkt  P 
liegt  auf  D. 

Auf  örund  dieser  Eigenschaft  ist  es  nunmehr  leicht,  die  Ord- 
nung der  Developpablen  D  zu  bestimmen,  d.  h.  die  Anzahl 
der  Punkte,  welche  eine  beliebige  Gerade  G  des  Baumes 
mit  der  Developpablen  D  gemein  hat,  festzustellen,  oder  mit 
Rücksicht  auf  das  Vorhergegangene,  die  Anzahl  jener  Punkte  auf  der 
Geraden  (?,  deren  erste  Polarlläehen  in  Bezug  auf  die  Fläche  F  die 
Curve  L  berühren,  anzugeben. 

Da  die  Fläche  F  von  der  ju-ten  Ordnung  ist,  so  ist  ihre  erste 
Polarfläcbe  von  der  Ordnung  (m —  1);  die  Polarlläehen  aller  Punkte 
der  Geraden  G  bilden  mithin ,  in  Bezug  auf  die  Fläche  F,  ein  F 1  a- 
chenbüschei  der  (m  ~  l)-ten  Ordnung, 

Nun  ist  (Satz  341,  Band  II)  bekannt,  dass  es  in  einem  Fläehen- 
büsehel  /t-ter  Ordnung: 

f*i-(*«(f^i  +Ma  +  2^  — 4) 
Flächen  gibt,    welche  die  Schnittlinie    zweier  Flächen  von  den  Ord- 
nungen fti  und  ^  berühren. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  ji  =  m  —  1,  ,w,  =  m  und  ft^  =  m', 
mithin  obige  Zahl  gleich : 

m.m'[m-t-m'-f  2  (m  _  1)  —  4]  =  m  .  m' {3m  +  m' —  6). 
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Dies  ist  somit  die  Anzahl  jener  Punkte  der  Geraden  6,  deren 
Polar  flächen  zngleich  die  Leitcurve  L  berühren,  also  die 
Zahl  der  Punkte,  welche  G  mit  der  Developpablen  gemeiu  hat, 
oder  mit  anderen  Worten:  die  Ordming  der  Developpablen  D, 
welche  wir  kurz  mit  r  bezeichnen  wollen. 

Die  unendlich  ferne  Curve  Vd  der  Developpablen  ist 
mithin  eine  Curve 

m.m'  (3m  +  m'  —  6)-ter  Ordnung  und 
m.m'  (m  —  l)-ter  Classe. 

§.   IUI. 
Bezeichnen  wir  mit  i  die   Inflexionstangenten  und  mit  & 
die  Doppeltaugenten  der  Curve   Ud,   so  ist  nach  Plüeker: 

)■  =  n  {n  —  1}  ~  2&  —  Si 
oder,  indem  wir  für  r  und  n  die  oben  angegebenen  Werte  einsetzen: 
mm'{Zm-\-m'—&)  —  mm'(m—\)[mm'{m~l)~l]  =  —  {i&  +  Si); 
Jeder  Inflesionstangente  i  würde  eine  stationäre  oder 
Wendeebene  der  Developpablen  D  entsprecben,  d.  h,  es  müssten 
auf  der  Leitcurve  L  Punkte  vorhanden  sein,  in  welchen  die  Leitfläche 
stationär  wäre.  Da  es  aber  auf  einer  Fläcbe  im  allgemeinen  bloß  eine 
endliche  Anzahl  von  Punkten  gibt,  welche  diese  Eigenschaft  be- 
sitzen und  dieselben  demnach  gleichsam  nur  zufällig  auf  der  Leitcurve 
L  liegen  könnten,  so  folgt,  dass  im  allgemeinen  i  =  0  ist. 

Wir  haben  daher: 
2^  =  mm-  [m  —  1)  [inm'  [m  —  1)  —  1]  ~  mm'  {Zm  +  m'  —  6) 
:=  m*J»'^  {m  —  1)^  —  m  m'  {m  —  1)  —  m  ni'  {Sm  +  "*'  —  6) 
=:  mm'  [)M)k'  (m  —  I)" —  (4m  -{-  m'  —  7)] 
und  hiernach  die  Anzahl  der  Doppeltaugenten  &  der  unendlich 
fernen  Curve  Ud  der  Developpablen  D  gleich : 

^  =  ^'  [mm'  (m  —  ly  —  (4m  +  m-  —  7)J. 

Nun  ist  aber,  wie  früher  gezeigt  wurde,  die  unendlich  ferne 
Leitlinie  V»  der  Normaienfläche  die  Beciprocalcurve  der  Curve  üd 
bezüglich  des  imaginären  Kugelbreises.  Den  Doppeltangenfcen  &  der 
letzteren  entsprechen  sodaun  Doppelpunkte  S  der  ersteren  in  gleicher 
Zahi,  woraus  folgt,  dass  die  Anzahl  der  Doppelpunkte,  welche 
die  Curve  U„  besitzt,  ausgedrückt  wird  durch : 

d  =  ^^  [mm'  {m  —  1)=  —  (im  +  m'  —  1)]. 
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Außer  diesen  ä  Pimkteii  entsprechen  aber  dem  Schnitte  der 
Normalen  fläclie  mit  der  nnendUch  fernen  Ebene  noch 
andere  Doppelpunlite. 

Der  besagte  Schnitt  besteht  nämlich  aus  der  Curve  f/,,  nnd  aus 
den  ni.m'  Eraeugenden  der  Fläche,  welche  die  Schnittpunkte  der  Leit- 
curve  L  (von  der  m.m'-ten  Ordnung)  und  der  unendlieli  fernen  Ebene 
mit  den  entsprechenden  Punkten  von  Un  verbinden. 

Diese  m.m'  Erzeugenden  schneiden  sieh  gegenseitig  in 

mm'         ,       -, 
— ^  (mm'  —  1) 

Punkten ,   welch e   die    Doppelpunkte    des    Gesammtachnittes 
vorstellen.  Ferner  schneidet  jede  dieser  Erzengenden  die  Curve  U»  in 

m  m'  {m  —  1) 
Punkten,    von    welchen   einer   den  Berührungspunkt  der   unendiieb 
fernen  Ebene  mit  der  Normalenfläebe  in  der  betreffenden  Erzeugenden 
repräsentiert,  während  die  übrigen 

[mm' [m  ^  \)  -  1] 
Punkte    auf   jeder    der    mm'    Erzeugenden    wirkliche    Doppel- 
punkte sind. 

Es  ergibt  sich  sonach  die  Zahl  sämmtlieher  Doppelpunkte 
als  die  Summe  von: 

.      mm'  ,       ,       ,,  ,  , ..        , ,  ,,        ,T 

ö,      — g--  {jnm' —  1)     und     mm'  [mm'  [m  —  Ij  —  IJ 

und  ist  daher  ausgedrückt  durch  -. 

^^[2mm'im  —  l)  —  2  +  mm'-\''rmm'im~iy-{im  +  m'—l)]  = 

z=— -—  \2m-m' — 2m'iH'-}--'>}r,m'  -\-m^m'—2m''m' +mm'^im—m'-{-l — 3] 

=  -  -    [m ' m' — im  —  m'  +  4] . 

Die  gefundenen  Doppelpunkte  sind  die  Schnittpunkte  der 
unendlich  fernen  Ebene  mit  der  Doppeleurve  der  wind- 
schiefen N  0 r m  a  1  e  n  f  1  ä  c h e ;  ihre  Anzahl  bestimmt  mithin  die 
Ordnung  dieser  Doppeleurve. 

Es  besteht  mithin  der  Satz: 

91,  ^Die  VoppeUinie  der  Normalenfläche  einer  Fläche  m-ter 
Ordrnmy  längs  ihres  Durehschnittes  mit  einer  Fläche  m'-ter  Ordnung 

ist  eine  Ourve  —^  [m'^m'  —  4m  —  m'  -|-  4]'ter  Ordnung. 
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§.  102. 
Es  unterliegt  nuumehr  auch  keiner  weiterea  Schwierigkeit,  die 
übrigen  Charaktere  der  Developpableii  D  zu  bestimmen. 
Bezeichnen  wir  wieder  mit  r  die  Ordnung,  mit  n  die  Olasae  der 
Developpablen ,  mit  i  die  Inflesionstaagenten  ihres  ebenen  Schnittes 
und  mit  ^  die  Ordnmig  der  zugehörigen  Cnspidalcurve,  so  ist  nach 
Plüeker: 

^  —  i  =:  3  (r  —  li) 

oder,  da  im  vorliegenden  Falle  %  ;:=  0,    »■  =  s»m'  (3  m  -|-  m'  ■—  6) 
und    Vi  =  inm'  (m  —  1)    ist,    wird : 
^  =  3mm'  (3*w  -|-  m'  —  6  —  m  +  1)  oder 
^  =  3mm'(2m4-m'— 5). 
Benennen  wir  mit /3  die  stationären  Punkte  der  Ouspidal- 
curve,   so  erhalten  wir  diese  nach  der  Plücker'schea  Formel: 
'*-(5  =  3(r-ft). 
Nachdem  n  =^  mm'  (sw  —  1);      r  =  mm'  (Sm  +  '»*'  —  6)    iid 
^  =  3mm'  (2m  +  m'  —  5)  Ist,  wird: 

,5  =  n-3(r-^)  = 

=  mm'  (m  —  1)  —  Zmm'  [(3m  A^  m'  —  6)  —  3 (2m  +  m'  —  5)] 

=  mm'  (m  —  1  —  9m  —  3m'  -f  18  +  18  m  4-  9m'  —  45)  oder 

(J  ^  2mm'  (5m  -j-  3m'  —  14}. 

Für  die  x  Doppelpunkte  des  ebenen  Schnittes  mit  der 

Developpablen  hat  man  die  bekannte  Gleichung: 

■I)  =  r  (r  —  I)  —  2;»  —  3.«     oder 

2»;  =  r(r  —  ])  —  n  —  3j(. 

Für  i\  11  und  /i  die  entsprechenden  Werte  substituiert,  erhält  man: 

2«  ^m^m"^(3m  +m'  — 6)^ — mm' (3m  -^m' —  6)  —  mm' {m — 1)  — 

—  9mm'  (2m  +  m'  —  5)     oder 

x~  ^  T'  ■  (ßvi  +  m'  —  6)"  —  mm'  (Um  +  5m'— 26). 


Die  Singularitäten  des  ebenen  Schnittes  derDevelop- 
pabien  D    gelten    naturlieh   auch  für  die  unendliche  Curve  Ug 


Aus  vorhergegangenen  Betrachtungen  wissen  wir,  dass  die  un- 
endlich ferne  Curve  Un  der  N'orma  Ifläehe  zu  ft  reciprok 
ist.    Es  entsprechen  sonach  den  Singularitäten  von  Ud  ebenfalls  Sin- 
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gnlaritäten  der  Curve  P„  und  zwar  in  der  Weise,  dass  den  Doppel- 
und  Kückkehrpunkten  yon  üd  Doppel-  nnd  Inflexioiistaii- 
genten  von   ü^  und  umgekehrt  entsprechen. 

Naehdam  die  Aasahl  der  Doppelpunkte  von  V^  durch; 

X  =  - ^- ^      fßm  -\-  «'  —  6)''  —  mm'  (Um  +  5m'  —  26) 

festgestellt  wurde,  ergeben  sieh  die  Doppeltangenten  von  f/«  in 
gleicher  Zahl, 

Die  Biiekkehrpnokte  von  Ua  ergeben  sieh  als  die  Schnitt- 
punkte der  Cuspidalkante  mit  der  unendlich  fernen  Ebene ;  ihre 
Anzahl  stimmt  überein  mit  der  Ordnung  der  Cuspidalkaute, 
ist  also  gleich: 

3mm'  (2m  +  m'  —  ö), 

durch  welche  Zahl  mithin  auch  die  Inflexionstangenten  der 
Curve  U„  ausgedrückt  erscheinen. 

Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  von   V„  wurde  bereits  durch: 

---  (m-'m'  ~  4m  —  m'  -i-  4) 


Bedeutet  v  die  Ordnung  einer  ebenen  Curve,  it  deren  Classe,  S 
die  Zahl  der  Doppelpunkte,  x  jene  der  Kückkehrpunkte ,  r  die  der 
Doppeltangenten,  i  die  AuKabl  der  Inflesionstangenten  und  p  das 
Geschlecht  dieser  Curve,  so  ist  bekanntlieh: 

(^,_1)(^„2)  ._  (f.  -  1)  ii^  -  2) 

p  _  -^  d  -  ;(  _  2  '^  -  *■ 

Unter  dem  Gesehlechte  einer  Eaumcurve  versteht  man 
das  Geschlecht    ihrer   Projection  auf  eine  Ebene. 

Das  Geschlecht  von  Vn  wird  daher,   da  für  die  Leiteurve  Ü« 
V  =^  mm'  (m  —  1), 
d  =  -y-  [mm'  (m  —  If  —  (4m  -\- m'  —  1)]     und     Jä  =  0 
gefunden  wurde,  ausgesprochen  durch: 

I  [mm'  {m-l)-~  1]  [mm'  (m  -  1)  -  2]  --  "^f--  (m  -  1}«  + 
4-^2-(4w  +  m'-7)^ 

,    mm'  ,.  iH7n' 

+  -§-(■* "'  + '"  - ')  =  -/  (»•  +  »'  -  4)  + 1. 
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Bezeichnet  man  ferner  mit  v  die  Ordnung  der  Leitcurvei, 
rßsp.  ihrer  Projection  auf  eine  Ebene,  und  mit  h  die  Anzahl  der 
scheinbaren  Doppelpunkte,  d.  i.  der  durch  eiaen  beliebigen 
Punkt  gehenden  zweipunlitigen  Secanten  der  Eaumonrve  (Doppelpunkte 
ihrer  Projection),  so  ist  das  Geschlecht  der  Leitcurve  L  oder  be- 
ziehungsweise jenes  ihrer  Projection  auf  eine  Ebene,  ausge- 
drückt durch : 

i-  (■"  -  1)  (^  -  2)  -  h. 
NacMem  die  Ordnung  der  Leitcurve,  also  auch  ihrer  Projection 
gleich  m.m'  ist,  wird  die  Zahl: 

und  mithin  das  Geschlecht  von  L: 

^  (m  m'  —  1)  {mm'  —  2)  —  ~  (m  —  1)  (w'  —  1)  = 

m'^m'^        3mm'   ,    ,        m^m'"    ,     mm'         , 
—2 1^-^'  ^-  +  -2  •(»•  +  " 

=  T  (•»  +  •■'■-")  +  > 

Hieraus  ist  gleichzeitig  zu  ersehen,  dass  die  beiden  Leit- 
curven  U„  und  L  der  jSIormalenfläehen  von  gleichem  Ge- 
schleclite  sind.  Dieses  gilt,  wie  bekannt,  für  alle  auf  einer  wind- 
schiefen Fläche  verzeichneten  Curven,  welcher  Ordnung  dieselben  auch 
immer  sein  mögen,  indem  die  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche 
auf  diesen  Curven  ein-deutige  Punktreihen  bestimmen,  woraus  das 
Gesagte  in  der  oben  entwickelten  Welse  folgt. 

§.  104. 

Nach  diesen  ÄuseinandersetKungen  wollen  wir  noch  zu  ermitteln 
suchen,  wie  viele  Erzeugenden  eine  windsebiefe  Normalen- 
fläche besitze,  in  welchen  die  besagte  Flache  den  Charakter 
einer  aufwickelbaren  Fläche  annimmt,  d.  h  längs  welcher 
sie  eine  einzige  Berührungsebene  zulässt,  oder  mit  anderen  Worten, 
wir  wollen  die  Anzahl  jener  Normalen  feststellen,  welche 
von  den  unmittelbar  folgenden  geschnitten  werden. 

Zu  diesem  Behufe  seien  noch  die  nachstehenden  Vorbetrachtungcn 
augestellt. 

In  irgend  einer  Ebene  seien  zwei  beliebige  Curven  C,  uud  Co 
(Taf,  11,  Fig.  15}    von    den   bezüglichen  Classen  n^  und  m„  und  von 
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demselben  Gesehlechte  gegeben.  Dieselben  seien  als  Enveloppeii  ein- 
deutig auf  einander  bezogen.  Jeder  Tangente  der  einen  Curve  wird 
somit  eine,    aber   auch   nur  eine  Tangente  der  anderen  entsprechen. 

Der  geometrische  Ort  der  Durchachnittspunkte  entspre- 
chender Tangenten  ist  eine  Curve  IC,  deren  Ordnung  leicht  zu  be- 
stimmen sein  wird. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  Gerade  G  in  der  Ebene  der  beiden 
Curven  (7,  und  C^  an  und  betrachten  wir  die  beiden  Punktreiheu  R^ 
und  -Rj,    welche    die  Taugenten    der  Curven  (7,,  resp.  Cg   auf  (?  be- 


Da  die  Curve  C,  von  der  «,-ten  Classe  ist,  werden  von  einem 
Punkte  x^  der  Geraden  Q  auch  si,  Tangenten  an  C^  ge- 
zogen werden  können,  die  wir  mit  T^  *'■',,  (',  ...  P\  bezeichnen  wollen. 

Jeder  einaelnen  dieser  Tangenten  entspricht  eine  Tangente  der 
Curve  Cj,  welche  wir  t^^,  t''^,  t\  .  .  .  i"'j  nennen,  während  die  Schnitt- 
punkte derselben  mit  der  Geraden  G  durch  x\,  x\,  x%  .  .  .  a:\  ge- 
geben seien.  Betrachten  wir  den  Punkt  x,  als  Element  der  Reihe 
Bi,  so  entsprechen  demselben  in  der  Eeihe  Bo  die  n,-Punkte  x\,  x\, 
x\  .  .  .  x'\  und  auf  gleiche  Weise  werden  einem  Punkte  j/j  der  Eeihe 
B^    w^-Punkte   i/\,  y\,  y\  .  .  ■  y"»,  der  Eeihe  E^  entsprechen. 

Die  beiden  Eeihen  B,  und  B^  sind  mithin  in  der  Weise  auf 
einander  bezogen,  dass  einem  Punkte  der  einen,  n,  Punkte  der  aweiten 
und  umgekehrt  einem  Punkte  der  zweiten  Seihe,  Hj  Punkte  der  ersten 
entsprechen. 

Nach  dem  Chasles'schen  Correspondenzprincipe  besitzen  diese 
beiden  auf  G  liegenden  Eeihen  n,  -\- n,.  Doppelpunkte,  d.  h,  es 
kömmt  (k,  -j-  «jj-mal  vor,  dass  ein  Punkt  der  einen  Eeihe  mit  seinem 
entsprechenden  Punkte  auf  der  anderen  Eeihe  coineidirt. 

Auf  einer  beliebigen  Geraden  G  gibt  es  also  {n,  +  n^)  Punkte, 
in  vfelchen  sich  entsprechende  Tangenten  der  beiden  Curven  Oj  und 
G(  schneiden,  und  die  Curve,  welche  die  Schnittpunkte  entsprechender 
Tangenten  von  C,  und  C^  erzeugen,  ist  von  der  {n,  -|-  %)-ten  Ordnung. 

§.  105. 

Sei  B  eine  windschiefe  Fläche  m-ter  Ordnung  und  r-ten  Eanges, 
wobei  wir  unter  Rang  die  Classe  eines  ebenen  Schnittes  der 
Fläche  verstehen,  und  nehmen  wir  au,  c,  und  c^  (Taf.  II,  Fig.  16) 
seien  zwei  ebene  Schnitte  der  windschiefen  Fläche  B,  also  der 
Voraussetzung  gemäß  Curven  r-ter  Classe. 


y  Google 


106 

Die  Developpablen  D,  m\ä  D^,  welche  der  windschiefen  Fläche 
B  längs  der  beiden  ebenen  Schnitte  c,  und  c^  umschrieben  gedacht 
werden  können,  sind  selbstverstitadlich  gleichfalls  von  der  r-ten  Ciasse. 

Die  geradlinigen  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche  .B  schneiden 
die  beiden  Curven  c,  und  Cg  in  ein-deutigen  Punktreihen;  es  könneu 
somit  auch  die  Tangenten  der  Curven  c,  und  Cj  in  entsprechenden, 
d.  i.  in  solchen  Punkten  |[  und  ^,  welche  eine  Erzeugende  ff  von  E 
auf  e,   und  e^  bestimmt,  ein-deutig  aufeinander  bezogen  werden. 

Dasselbe  gilt  aber  auch  von  den  Beriihrungsebenen  der  Develop- 
pablen D,  und  D^.  Die  Ebene,  welche  durch  (/  und  die  Tangente  t, 
im  Punkte  g,  geht,  berührt  die  windschiefe  Fläche  in  dem  nämlichen 
Punkte  I,  ist  mithin  eine  erzeugende  Ebene  (Tangentialebene)  der  De- 
veloppablen D,.  Andererseits  ist  die  Ebene  durch  g  and  die  Tangente 
t^  im  Punkte  |j ,  die  Berührungsebene  der  windschiefen  Fläche  im 
Punkte  g^,  folglich  auch  eine  erzeugende  Ebene  der  Developpablen  D„. 

Die  erzeugenden  Ebenen  oder  Berührungsehenen  der 
beiden  Developpablen  J>,  und  D^  sind  aber  derart  aufeinander 
bezogen,  dass  solche  Ebenen,  welche  die  windschiefe  Fläche  M  in  ent- 
sprechenden Punkten  |j  und  ^  der  Curve  c,  und  c^  berühren,  ein- 
ander  entsprechen. 

Denken  wir  uns  die  beiden  Developpablen  Z>,  und  Dj,  welche 
ebenso  wie  ihre  Leitlinien  e,  und  Cj  von  der  r-ten  Classe  sind,  durch 
eine  beliebige  Ebene  E  geschnitten,  so  ergeben  sich  zwei  Curven  r-ter 
Classe  als  Schnitte,  deren  Tangenten,  indem  sie  Schnitte  der  Ebene  E 
mit  den  Berflhrungsebenen  der  Developpablen  D,  und  D^  vorstellen, 
gleichfalls  ein-deutig  einander  entsprechen  werden. 

Nach  Früherem  ist  die  Curve,  weiche  sich  als  geometrischer  Ort 
der  Schnittpunkte  entsprechender  Tangenten  von  C,  und  C^  ergibt, 
von  der  2*--ten  Ordnung. 

Berücksichtigt  man  aber,  dass  je  zwei  entsprechende  Ebenen 
der  Developpablen  D,  und  jDn  immer  eine  Erzeugende  der  windschiefen 
Fläche  gemein  haben,  so  ist  klar,  dass  deren  Schnitte  mit  der  Ebene 
E,  -d,  s.  die  entsprechenden  Tangenten  der  Ctirven  6\  und  C^  sieh  in 
jenem  Punkte  treffen  werden,  in  welchem  die  besagte  Erzeugende  die 
Ebene  E  schneidet,  so  dass  die  Curve,  welche  von  den  Schnittpunkten 
entsprechender  Tangenten  der  C,  und  <7j  erzeugt  wird,  mit  dem 
Schnitte  der  windschiefen  Fläche  R  und  der  Ebene  E  identisch  ist. 

Da  aber  in  dieser  Hinsicht  die  Ordnung  des  Schnittes  gleich 
jenem  der  Regelfläche  B,  also  gleich  m  ist,  während  früher  die  Ord- 
nung gleich  2r  gefunden  wurde,  so  ist  leicht  einzusehen,  dass  es  unter 
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den  Tangenten  von  C,  und  C^  solche  geben  müsse,  welche  mit  iliren 
entsprechenden  Tangenten  zusammenfallen  und  hiermit  offenbar  Gerade 
repräseatieren ,  welche  zu  dem  Erzeugnisse  der  Schnittpunkte  etit- 
spreebender  Tangenten  mitgehöreo. 

Der  Gesammtort  derselben  ist  von  der  2>--ten  Ordmiug;    ein 
Theil  hiervon  stellt  eine  Curve  m-ter  Ordnung  dar  und  sonach  ergibt 
sich    die    Anzahl     der    Paare    zusammenfallender,     ent- 
sprechender Tangenten  als  die  Diifereuz 
(2r~m). 

Nun  ist  aber  weiters  klar,  dass  sich  die  beiden  Curven  c,  und  c^ 
auf  der  Eegelfläche  R  in  m  Punkten  schneiden.  Die  letztgenannten 
m  Punkte  sind  nämlich  jene,  in  welchen  die  Schnittgerade  ihrer  Ebenen 
die  Regelfläehe  trifft.  Die  Beröhrungsebenen  der  windschiefen 
Fläche  in  diesen  m  Punkten  sind  gleichzeitig  erzeugende  Ebenen 
der  beiden  Developpablen  D,  und  D^. 

Unter  den  vorerwähnten  2r  —  m  Geraden,  welche  zusammen- 
faliende  entsprechende  Tangenten  von  0,  und  0^  vorstellen,  rühren 
demnach  m  derselben  von  den  obgenanntea  Ebenen  her,  so  »war, 
dass  sich  nunmehr  noch  ein  Rest  von 

2(r^m) 
herausstellt. 

Durch  das  Vorausgeschickte  wurde  weiters  klargelegt,  dass  zwei 
entsprecheodeEbenenderDeveloppahlenI>,und-Z)j  eine  Erzeugende  von 
E  gemein  haben.  Unter  allen  Paaren  solch  entsprechender  Ebenen  gibt 
es  demnach  2  (r  —  m)  derselben,  welche  noch  eine  zweite  Gerade,  d.  i. 
ein  Paar  zusammenfallender  Tangeuten  von  G^  und  Cj  ge- 
mein haben,  oder  es  gibt  2  (r — m)  zusammenfallende  entsprecheude 
Ebenen  der  Developpablen  J),  and  Dg. 

Jede  dieser  Ebenen  berührt  die  windschiefe  Pläche  in  zwei  ver- 
schiedenen Punkten  einer  Erzeugenden  und  folglich  in  allen 
Punkten  derselben.  Letzteres  ist  aber  nur  dann  möglich,  wenn 
diese  Erzeugende  von  der  unmittelbar  folgenden  geschnitten 
wird. 

Wir  gelangen  mithin  zu  dem  Eesultate,  dass  eine  windschiefe 
Eegelfläche   m-ter  Ordnung  und  r-ten  Ranges 

2  (r  ~  m) 
Eraeugende   besitzt,    in    welchen    sie  den  Charakter  einer 
aufwickelbaren  Fläche    annimmt,    also  2  (r  —  m)  ] 
besitze,  die  von  den  unmittelbar  benachbarten  geschnitten  i 
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§.  106. 
Um  das  Nachgewiesene  auf  die  NormalenfUehe  anziiweiidea, 
wird  es  notliweiidig  sein,  deren  Ordnung  und  Rang  au  bestimmen. 
Was  die  Ordnung  betrifft,  so  wurde  dieselbe  durch 

festgestellt,    welche  Ordnungszalil,    wie  wir  wissen,    auch  mit  der 
eines  ebenan  Schnittes  derselben  übereinstimmt. 

Die  Classe  r  des  letateren,  d.  i.  der  Rang  der  Normalen- 
fläebe  ergibt  sich  aus  der  Plücker'sclien  Gleichung: 

»■  =  ft  (p  —  1)  —  2d  —  3x, 
in  welcher  bekanntlich  (t  die  Ordnung,    d  die  Zahl  der  DoppeIpuul;te 
und  Jt  jene  der  Rückkeiirpunkte  beKeichnet.     Nun  ist  aber 

imd  da  die  Normalenfliiche  eine  Doppeleu rve 

— .  [m^m'  —  4m  —  m'  -4-  4)-ter  Ordnung 

besitzt,    ist  S  gleich  dieser  Ordnungszahl,    während  x,   nachdem  im 
Schnitte  keine  Rückkehrpunkte  vorkommen,  gleich  Null  ist. 

Es  ergibt  sich  sonach: 
1-  =  in^m'  (m^m'  —  1}  —  mm'  {m^m'  —  4m  —  m'  -\-  4)  oder 
r  ^  mm'  [3m  -\-  m'  —  4]. 
Greifen  wir  auf  das  vor  dem  in  der  allgemeinen  Entwicklung  er- 
haltene Resultat  2  (r — m)   zurück,  wodurch  die  Anzahl  der  Torsat- 
liaien,  d.  h.  jener  Erzeugenden  fisiert  wurde,    in  weichen   die  wind- 
schiefe Regelfläcbe  den  Charakter   einer  aufwickel baren    annimmt,    so 
erhalten  wir  durch  Substitution  auf  den  Torliegenden  Fall  angewendet; 
2  [inm'  {3in  -{-  m'  —  4)  —  m'^m']  oder 
2mm'  {2m  -j- m' —  4) 
woraus  der  Satz  folgt: 

93.  „Die  Normalenßäche  einer  Fläche  m-ter  Ordnung  längs  ihres 
Schnittes  mit  einer  Fläche  m'-ter  Ordmmg  hesitgt  2mm'(2m-\-m' — 4) 
gerade  Erseugmäe,  welche  von  ihren  unmitteTbar  folgenden  geschnitten 
iverden,  oder,  längs  ivelcher  sie  den  Gharakter  einer  aufisichelharen 
Fläche  annimmt. 

Diese  Erzeuge  ndenzahl  lässt  sich  übrigens  auch  durch  den 
Charakter  der  ursprünglichen  Leitfläclie  zum  Ausdrucke 
bringeu. 
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Nach  Früherem  ist  nämlich  m  die  Orduung,  r  =  m  {m  -~  I) 
der  Rang  oder  die  Classe  eiües  ebenea  Schnittes  derselben. 
Die  Ciasse  der  Leitcurve  L  wurde  eingangs  durch 

Q  =^  mm'  (m  —  1), 
ihre  Ordnungszahl  durch 

ft  =  mm' 

bestimmt  und  die  Zahl  a'  der  Inflexionstangenten  der  Leitflaehe 
in  Punkten  der  Leitlinie  wurde  durch 

a  =  mm'  (3m  +  2  ffi' —  8} 
festgestellt;  es  ist  hiernach; 
jt  ^  p  -4-  K'^mm'  +  mm^{m—  1)  +  mm' (3m  +  2m'  — 8)  = 
^=  '2mm'  {2m  ~\-  m'  —  4), 
welches  Resultat  mit  dem  ohigen  in  voller  Übereinstimmung  ist. 

De  la  Gournei'ie  nennt,  wie  bereits  mehrfacb  erwähnt,  derartige 
Erzeugende  einer  windschiefen  Fläche,  welche  von  den  uumittelbar 
folgenden  geschnitten  werden,  „Kanten"  der  windschiefen  Fläche 
und  die  obhezeichneten  Schnittpunkte  „Spitzen"  derselben. 

§.  107. 

Es  wird  nun  auch  keinem  Anstände  unterliegen,  dem  vorher 
anfgestellten  Satze  über  die  2mm'{2m  -\-  m'  —  4)  Kanten  {Tor- 
sallinien)  der  Nor  malen  fläche  eine  etwas  andere  Fassung  zu 
geben,  und  wollen  wir  zur  Erreichung  unseres  Zweckes  folgende  Be- 
trachtung anstellen. 

Jede  Erzeugende  der  Normalenfläche  ist  eine  Normale  der  ge- 
gebenen Leitfläehe.  Schneiden  sich  zwei  unmittelbar  aufeinander  fol- 
gende Normalen  der  Leitfläche,  so  ist  die  Verbindungslinie  ihrer  Fuß - 
punkte  ein  Element  einer  Krümmungslinie  der  Leitfläche. 

Hiernach  ist  einleuchtend,  dass  die  LeitcuvTe  L  der  Normalen- 
fiäche  2mm'{2m  -\-  m'  —  4)  Elemente  besitzt,  welche  gleichzeitig 
Elemente  vonKrämmungslinien  sind,  oder  mit  anderen  Worten, 
dass  die  Leitcurve  L  von 

2mm'  (am  -|-  m'  —  4) 
Krümmungslinien  der  Fläche  berührt  wird. 

Auf  Grund  dieser  einfachen  Erörterung  lässt  sich  der  obige  Satz 
in  folgende  Form  bringen: 

93a.  „Unter  den  KrümmungsUnien  einer  Fläche  m-ter  Ordnung 
gibt  es  immer  3mm' {2  m  -f-  m'  —  4),  weiche  die  Schnittcurve  dieser- 
Fläche  mit  einer  Fläche  m'-ter  Ordnmtg  herühren",  oder: 
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98b.  „Eine  Cttrve  mm'-ter  Ordnung  hat  auf  einer  Fläche  nt-fer 
Ordnung  2mm'  {2m  -\-  m'  —  4)   ErümmungsUnien-Tangenten. 

Ist  specieli  m'  =  1,  d.  h.  ist  die  Leitlinie  für  die  Normalenöäehe 
eia  ebener  Schnitt  der  Leitfläche,  so  ist  die  Zahl  der  Kanten 
(Torsallinien)  der  Normalenfläche: 

2m  (2m  -  3). 

Diese  Zahl  drückt  aus,  wie  groß  die  Anzahl  der  Kriim- 
mungslinien  der  Fläche  ist,  welche  eine  Ebene,  oder  was  das- 
selbe ist,  einen  ebenen  Schnitt  der  Leitfläche  berühren. 

§.  108. 

l>a  auf  Grund  der  angestellten  Untersuchungen  die 
Normalenfläche  einer  beliebigen  Fläche  J^  längs  einer 
Leitcurvoi  identisch  ist  mit  der  Normalenfläehe  derDe- 
veloppablen  D,  welche  der  Fläche  .F  längs  der  Curve  i 
urasohrieben  ist,  so  drängt  sich  uns  die  Ansicht  auf,  dass  es  von 
Nutzen  sein  dürfte,  die  Normalenflächen  der  aufwickelbaren 
Flächen  einer  eingehenderen  Betrachtung  und  Untersuchung  zu 
unterziehen. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  voraus,  die  Ouspidalkante  der 
Developpablen  sei  durch  die  Schnittlinie  zweier  Flächen  m-ter  und 
m'-ter  Ordnung,  mitbin  durch  eine  Curve  mm'-ter  Ordnung  gegeben. 
Der  Annahme  gemäß  ist  sodann  (nach  Satz  315,  Band  II)  die  Ord- 
nung der,  Developpablen: 

mm'  (m  -|-  m'  —  2), 
und  die  Classe  der  Developpableu: 

3)»  m'  (m  +  m'  —  3). 

Die  Normalen  der  anfwickelbaren  Fläche  stehen  auf  den  Be- 
rührungsebeneii  derselben  senkrecht.  Die  unendlich  fernen  Punkte  der 
Normalen  sind  infolge  dessen  poiarreciprok  au  den  unendlich 
fernen  Geraden  der  betreffenden  Berührungsebenen  der  Developpablen 
in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  Kugelkreis. 

Die  unendlich  ferne  Leitlinie  einer  jeden  Normalen- 
fläche der  Developpablen  ist  also  dießeeiprocalcurve 
der  unendlich  fernen  Curve  der  Developpablen  in  Bezug  auf  den 
imaginären  Kugelkreis,  mithin  eine  Curve 

3mm'  (m  +  m'  —  3)-ter  Ordnung. 

Nachdem  das  Gesagte  von  der  Form  und  den  Charakteren  der 
Leitcurve  der  Normalenfläeben  unabhängig  ist,  ergibt  sich  als  un- 
mittelbare Folgerung  der  Satz: 
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94.  „SämmtUche  NormalenfläcJien  einer  DeveloppaUen  haben 
jene  Curve  im  Unendlichen  gemein,  welche  sich  als  Eeeipro'ke  der 
unendlich  fernen  Curve  der  Developpablen  in  Bemg  auf  den  imagi- 
nären Kugelkreis  ergibt. 

Nehmen  wir  als  Leiteurve  für  die  Normalenfläehe  ins- 
besondere die  Cuspidalkante  (Cuapidalciirve)  der  Developpablen  an, 
so  erlialtea  wir  als  Normalenfläche  jene  windschiefe  Fläche,  welche 
unter  dem  Namen  der  „Fläche  der  Binormalon"  für  diese 
Cuspidalcurve  bekannt  ist. 

Jede  Erzeugende  der  Normalenfläche  ist  diesfalls  eine  Gerade, 
welche  durch  einen  Punkt  der  Cuspidaleur7e  senkrecht  zu  der  zuge- 
hörigen Sehmiegungsehene  geführt  wird  und  daher  die  Binor- 
male der  Cuspidalcurve  in  dem  betreffenden  Punkte  repräsentiert. 

Die  bezeichnete  Normalonfläche  ist  sonach  durch  zwei  Leit- 
linien, d.  i.  durch  die  Cuspidalcurve  mm'-ter  Ordnung  und  durch 
die  unendlich  ferne  Leitlinie,  welche  von  der  3mm' {m-\-m'—3)~ 
ten  Ordnung  ist,  gegeben. 

Die  Erzeugenden  sind  Gerade,  welche  die  Elemente  zweier  ein- 
deutigen (projectiyisohen)  Reihen  auf  den  bezeichneten  Curven  mitein- 
ander verbinden;  es  ergibt  sich  sonach  der  Grad  der  Fiäclie  als 
die  Summe  der  Ordnungen  ihrer  Leitlinien  und  ist  daher: 

mm'  -\-  3mm'  (m  -f  «*'  —  3)  ^  ""'*'  (3«^  +  3  m'  —  8). 
Hieraus  folgt  der  Satz: 

95.  ,Der  Qrad  der  BinormalenflÖche  einer  Eaumcivrve,  welche 
sich  als  Schnitt  gtoeier  Flächen  von  den  Ordnungen  m  und  m'  ergibt, 
ist  ausgedrückt  durch:    mm'  {3m  -\-  3m'  —  S). 

§.  109. 

Eine  weitere  Eigeßsehaft,  welche  sich  auf  alle  Nor  mal  flächen 
■einer  und  derselben  aufwickelharen  Fläche  bezieht,  ergibt 
sich  durch  folgende  Betrachtung. 

Die  unendlich  ferne  LeitcuiTe  aller  Normalenflächen  einer  auf- 
wickelbaren Fläche  ist  die  P  o  1  a r r  e  e i  p r o ke  der  unendlich 
fernen  Curve  dieser "Developpablen. 

Bezeichnen  wir  diese  beiden  unendlich  fernen  Curven  wieder 
beziehungsweise  mit  Vn  und  Ug,  so  entspricht  jeder  Tangente  von 
üd  ein  Punkt  der  V„  derart,  dass  die  durch  die  Tangente  geführte 
erzeugende   Ebene  der   Developpablen  D    zu   der    durch    den   eiitspre- 
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chenden    Punkt     gehenden    Erzeiigendeu     der    Normalenfläehe    Keak- 
reeht   steht. 

Umgekehrt  wird  aber  auch  jeder  Tangeute  von  P„  ein  Punkt 
auf  Ud  in  d'er  Weise  entsprechen,  dass  eine  durch  die  erstere  gelegte 
Ebeue  zu  einer  durch  den  letzteren  gehende  Gerade  senkrecht  ist. 

Nennen  wir  daher  l  eine  Erzeugende  der  Developpablen  I>  und 
B  die  zugehörige  Beriihrungsebene,  welche  die  unendlich  ferne  Ebene 
in  einer  Tangente  4  der  Cuive  üi  schneidet.  Der  Berühruagspunkt 
von  h  ist  der  unendlich  ferne  Punkt  M;  der  Erzeugenden  l.  Sei  ferner 
g  jene  Erzeugende  der  Normalenfläehe,  welche  auf  der  Ebene  B  senk- 
recht steht,  so  wird  ihr  unendlich  ferner  Punkt  Ug  der  Curve  TJn  an- 
gehören und  reeiprok  der  Tangente  h  entsprechen. 

Denken  wir  uns  die  Tangente  ta  im  Punkte  %  der  Curve  ü^ 
hinzu,  so  entspricht  diese  reeiprok  dem  Punkte  ui  der  Curve  Ud  und 
die  durch  g  und  diese  Tangente  t^.  gelegte  Ebene  A  wird  mithin  auf 
der  Erzeugenden  der  Developpablen  D  senkrecht  stehen. 

Bei  näherer  Betrachtung  der  so  erhaltenen  Ebene  A  finden  wir, 
dass  dieselbe  die  asymptotische  Ebene  der  windschiefen 
Normalenfläehe  für  die  Erzeugende  g  sei,  oder  was  dasselbe  ist, 
dass  diese  Ebene  die  windschiefe  Normalenfläche  im  unendlich 
fernen  Punkte  %  der  Erzeugenden  g  berühre.  Dieselbe  ent- 
hält nämlich  einerseits  die  bezeichnete  Erzeagende,  andererseits  die 
unendlich  ferne  Tangente  ta  im  Punkte  %  und  berulirt  somit  die 
Fläche  in  dem  letztgenannten  Punkte. 

Hieraus  ist  gleichzeitig  zu  ersehen,  dass  die  asymptotische 
Ebene  der  Normalenfläche  fflr  eine  ihrer  Erzeugenden  g 
senkrecht  stehe  ^^x  der  entsprechenden  Erzeugenden  l  der 
Developpablen  D.  Die  durch  g  und  (  gelegte  Ebene  8  wird 
mithin  auf  der  asymptotischen  Ebene  senkrecht  stehen. 

Nun  ist  bekannt,  dass  eine  Ebene  wie  S,  welche  durch  die  Er- 
zeugende g  einer  windschiefen  Fläche  senkrecht  zu  der  asymptotischen 
Ebene  dieser  Erzeugenden  gelegt  wird,  die  windschiefe  Fläche  in  dem 
Centralpunkte  dieser  Erzeugenden  ^,  d.i.  in  jenem  Punkte, 
welcher  der  Strietionslinie  angehört,  berührt. 

Weiters  haben  wir  zu  beachten,  dass  die  Ebene  Ä,  da  sie  durch 
die  Normale  g  und  die  Erzeugende  l  der  Developpablen  B  geht,  zu 
der  Tangentialebene  B  der  letzteren  senkrecht  stehe.  Nachdem  aber 
l  eine  Tangente  der  Cuspidalcurve  der  Developpahlen  und  B  die  zu- 
gehörige Sehmiegangsebene  ist,  wird  die  durch  l  ^\x  B  senkrecht 
geführte  Ebene  eine  rectificierende  Ebene  der  Cuspidal- 
curve sein. 


y  Google 


113 

Auf  Grand  dieses  Ergebnisses  gelangen  wir  zu  dem  Resultate, 
dass  alle  Central  ebenen  der  Normalenfläche  einer  Deve- 
loppablen  D,  d.  i.  alle  Ebenen,  welche  eine  windschiefe  Normalen- 
flache^  in  Punkten  ihrer  Strictionslinie  berührer,  gleichzeitig 
rectificierende  Ebenen  jener  Deyeloppablen  seien. 

Die  aufwiekelbare  Fläche  also,  welche  der  windschiefen  Normalen- 
fläche längs  ihrer  Strictionslinie  umschrieben  werden  kann,  ist  die 
rectificierende  Fläche  der  Cuspidalcurve  der  developpablen  Leit- 
fläche D. 

Aus  dem  Umstände  endlich,  dass  bei  unserer  Betrachtung  die 
Leitcurve  L  der  Normalenfläche  auf  der  Developpafclen  ganz  and 
gar  unbestimmt  gelassen  wnrde,  wird  anstandslos  gefolgert  werden 
können,  dass  obige  Eigenschaft  für  alle  Normalenflächen  einer 
und  derselben  Developpablen  D  gilt.  Wir  können  somit  den 
Satz  aufstellen: 

96.  „Die  rectificierende  Fläche.,  einer  Maumcurve  berührt  sämmt- 
licke  Normalenflächen  der  ^u  dieser  Raumcurve  gehörenden  Tangenten- 
fläcke  läfigs  ihrer  StrietionsUnien." 

Unter  den  Normalenflächen  einer  aufwickelbarem 
Fläche  haben  wir  bereits  früher  diejenige  herrorgehoben,  welche  zur 
Leitlinie  die  Cuspidaicurve  der  Developpablen  hat  und 
die  Binormalenfläche  dieser  Cuspidaicurve  vorstellt.  Auch  diese 
wird,  dem  vorhergehenden  Satze  gemäß,  von  der  rectificierenden  Fläche 
der  Cuspidaicurve  längs  ihrer  Strictionslinie  berührt 

Man  sieht  aber  sofort,  dass  diese  Beruhrungiliuie  keine  andere, 
als  die  Cuspidaicurve  selbst  ist,  so  dass  der  Satz  gilt: 

97.  „Die  Strictionslinie  der  Bino) mah nfl  iclic  iiner  Eaumcurve 
ist  diese  Raumctirve  selbst." 

§.  110. 

Im  ailgemeiaen  ist  die  Leitlinie  der  Normalenfläche  nicht  aueb 
gleichzeitig  die  Strictionslinie  der  Normalenfläche,  obwohl  man  hiezu 
leicht  irrthümlich  durch  die  Thatsache  verleitet  werden  könnte,  dass 
sämmtliehe  Eraeugende  der  Normalenfläche  auf  der  Leitlinie  senkrecht 
stehen. 

Wir  wollen  hier  untersuchen,  wann  der  fragliche  Fall  wirklich 
eintritt. 

Es  wurde  in  dem  Vorhergehenden  bewiesen,  dass  die  Normalea- 
flilche  einer  aufwickelbaren  Fläche  längs  ihrer  Cuspidaicurve  die 
Binormalenfläche  der  letzteren    repräsentiere  und    dass   die  Cuspidal- 

Peaclit»,  DiirBlflUeiiao  b.  projectite  Oeoraetrio.  IV.  g 


y  Google 


114 

kante  (Cuspidalcurve)  iii  diesem  Falle  gleichzeitig  die  Strictionsliiiie 
der  Binormalenfläclie  sei. 

Nun  ist  aber  weiters  aucli  klar,  dass  die  Cuspidaicurve  einer 
aufwickelbaren  Fläclie  die  einzige  Curve  auf  derselben  ist,  welche,  als 
Leitlinie  der  Normalenfiäehe  angenommen,  zugleich  die  Stiictionslinie 
der  letzteren  darstellt. 

Sei  also  F  irgend  eine  Fläche,  L  eine  auf  derselben  gegebene 
Curve  als  Leitlinie  für  die  Moimalenfläche  und  endlich  B  die  der 
Fläche  F  längs  der  Cnrve  L  umschriebene  Developpable. 

Da  die  Fläche  F  und  die  ihr  umschriebene  Des'eloppable  J)  längs 
der  gemeinschaftliche»  Berührungseurve  L  die  nämliche  Nonnalen- 
fläehe  besitzen,  so  ist  hieraus  die  Bedingung  leicht  zu  erkennen, 
welcher  L  genügen  muss,  nm  gleichaeitig  die  Strietionslinie 
repräsentieren  zu  können. 

Die  Curve  L  muss  nämlich  in  diesem  Falle  au  gleicher  Zeit  auch 
Cuspidaicurve  der  Developpablen  sein  oder  mit  anderen  Worten,  die 
Curve  L  auf  der  Fläche  F  muss  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  ihre 
Sehmiegungsebenen  zugleich  auch  die  Fläche  F  berüiiren.  EJne  CuiTe 
von  dieser  Eigenschaft  wird  bekanntlich  (§.286,  Band  II)  eine  para- 
bolische Linie  der  Fläche  F  genannt.  Wir  gelangen  hiernach 
zu  dem  Satze: 

98.  „  Wird  als  Leitlinie  fm  die  Normalmfiäcite  auf  einer  helie- 
higen  Fläche  die  parabolische  Linie  der  letzteren  angenommen,  so 
repräsentiert  diese  gleichz^ig  die  Strietionslinie  der  Normalenfiäche." 

§.  111. 

In  dem  Vorhergegangenen  wurde  ferner  gezeigt,  dass  die  asymp- 
totische Ebene  der  Normalenfläche  einer  Developpablen  für 
eine  Erzeugende  der  ersteren  senkrecht  stehe  auf  der  entsprechenden 
geradlinigen  Erzeugenden  der  letzteren. 

Diese  Eigenschaft  führt  unter  einer  bestimmten  Voraussetzung 
über  die  Natur   der  Leitcurve  zu  einem  höchst  wichtigen  Satze. 

Setzen  wir  nämlich  voraus,  es  sei  C  (Taf.  II,  Fig.  17)  die  Cu- 
spidaicurve der  developpablen  Leitfläche  D.  Als  Leitlinie  L  für  die 
NormalenÜäche  nehmen  wir  eine  sogenannte  orthogonale  Trajec- 
torie  (Fiiarevolvente)  der  Eaumcurve  0,  d.  i.  eine  Curve  auf 
der  Developpablen  D  an,  welche  sämmtliehe  Erzeugenden  derselben 
rechtwinklig  schneidet. 

Sei  l  eine  Erzeugende  der  Developpablen,  welche  die  vorgenannte 
Trajectorie  L  im  Punkte  m  treffen  mag.  Die  Tangente  f  au  £  im 
Punkte  m  ist,  der  Voraussetzung  gemäß ,  senkrecht  zu  l.    Ferner  sei 
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g  die  Normale  der  Developpablen  D  im  Punkte  m,    also  eine  Erzeu- 
gende der  Nörmalenfläclie. 

Die  asymptotische  Ebeue  A  der  Normalenfläühe  für  die  Erzeu- 
gende g  isti  wie  bereits  aacligewiesen,  senkrecht  zu  l.  Dieselbe  ent- 
hält mithin  auch  die  zu  l  senkrechte  Gerade  (.  Die  Trajeetorie  L  ist 
eine  Curve  der  Normaienfläohe  und  t  ihre  Tangente  im  Punkte  m. 
Die  Ebene  A,  welche  durch  die  Erzeugende  g  geht  und  diese  Tan- 
gente t  enthält,  berührt  demnach  die  Normalenfläehe  nicht  nur  in 
dem  unendlich  fernen  Punkte  von  g,  sondern  auch  im  Punkte  m  der 
nämlichen  Erzeugenden. 

Wir  wissen  aber,  dass  eine  windschiefe  Fläche  von  einer 
Ebene,  welche  durch  eine  ihrer  Erzeugenden  gelegt  wird,  nur 
in  einem  Paukte  dieser  letzteren  berührt  wird. 

Tritt  mithin  der  Fall  ein,  dass  eine  Ebene,  welche  durch  eine 
geradlinige  Erzeugende  einer  Kegelfläche  geht,  diese  in  zwei  Punkten 
berührt,  so  kann  diese  Fläche  nur  eine  aufwickelbare  sein  und 
wird  dieselbe  in  allen  anderen  Punkten  der  besagten  Erzeugenden  mit 
den  oherwähnten  Ebenen  eine  Berührung  eingehen  müssen. 

Man  ersieht  hieraus,  das  die  Normalenfläche  der  aufwiekelbaren 
Fläche  D  längs  der  orthogonalen  Trajeetorie  L  keine 
windschiefe,  sondern  eine  aufwiekelbare  Fläche  ist,  dass 
also  dieTrajeetorie  L  eine  KrümmungsÜnie  der  entwickel- 
baren Fläche  D  sei. 

Das  Gesagte  gilt  selbstverständlich  von  allen  orthogonalen 
Trajectorien. 

Weiters  ist  klar,  dass  die  geradlinigen  Erzeugenden  der  Deve- 
loppablen  D  gleichfalls  Krümmungslinien  der  Fläche  sind,  indem 
letztere  in  alleo  Punkten  einer  solchen  Erzeugenden  von  einer  und 
derselben  Ebene  berührt  wird.  Die  Normalen  werden  demnach  eben- 
falls eine  Ebene  repräsentieren,  welche  gleichzeitig  die  retifieie- 
rende  Ebene  der  Cuspidalcurve  ist.  Es  folgt  hieraus  der  be- 
kannte Satz: 

99.  ffAuf  einer  developpablen  Fläche  bilden  die  geradlinigen 
Ereeugenden  das  eine  System,  die  orthogonalen  Trajectorien  dagegen 
das  andere  System  von  Krümmtmgslinien.'' 

Bei  einer  aufwiekelbaren  Fläche  vertritt,  wie  wir  wissen, 
die  Cuspidaleurve  die  Stelle  der  Strictiousliuie;  es  werden 
daher  auch,  nach  einem  vorher  angeführten  Satze,  die  Guspidal- 
curven  aller  eutwickelbaren  Norraalenflächen  einer  De- 
veloppablen  D  auf  der  rectificierenden  Fläche  der 
Cuspidaleurve  C  von  D  liegen. 
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§.  112. 

Bei  intensiverem  Eingehen  und  näherer  Betrachtung  der  eraelten 
Resultate  gelangen  wir  noch  zu  einer  äußerst  interessanfceu  Eigenschaft, 
die  wir  hier  nicht  unerörtert  lassen  wollen. 

Wie  erwähnt,  ist  die  durch  g  und  t  (Taf.  II,  Fig.  17)  gehende 
Ebene  A  eine  BerühruBgsehene  der  aufwiekelbaren  Normalenfläehe  und 
g  die  Berührungaerzeugende  auf  der  letzteren. 

Bezeichnen  wir  die  zu  der  developpablen  Normalenfläehe  ge- 
hörende Cuspidalkante  mit  Cz,  so  ist  g  eine  Tangente  von  Cl  und  die 
Ebene  A  die  zugehörige  Schmieg nngsebene. 

Führen  wir  durch  g  zm  A  eine  senkrechte  Ebene,  so  berührt  diese 
gleichfalls  die  Curve  Cl  und  wird  zur  rectificierenden  Ebene  von 
Cl.  Ferner  erhält  aber  dieselbe  Ebene  auch  die  Erzeugende  L  der 
gegebenen  Developpablen  und  steht  auf  der  Berührungsebene  B,  der 
ursprünglichen  Developpablen  D  längs  l,  senkrecht,  da  in  ihr  die  zu 
dieser  Ebene  senkrechte  Gerade  gelegen  ist;  dieselbe  ist  somit  auch 
eine  reetificierende  Ebene  der  Cuspidalcurve  C  der  De- 
veloppablen D. 

Hiedurch  ist  siehergestellt,  dass  sämmtliche  reetificierende  Ebenen 
der  Cuspidalcurve  C  der  Leitdeveloppablen  D  gleichzeitig  reeti- 
ficierende Ebenen  für  die  Cuspidalkanten  aller  entwickelbaren 
Normalenflächen  von  Z*  sind,  oder  mit  anderen  Worten:  dass  die 
reetificierende  Fläche  von  C  auch  reetificierende  Fläche  für  die 
Cuspidalcurven  aller  aufwickelbaren  Normalenflächen  von  3  sei,  dass 
also  die  Cuspidalcurven  der  letzteren  geodätische  Linien  der 
rectificierenden   Fläche   der  Cuspidalcurve  C  von  B  sind. 

Bezeichnen  wir  der  Kürze  halber  eine  aufwiokelhar  e  Nor- 
malenfläche irgend  einer  beliebigen  Fläche  als  nNormalentorse", 
so  können  wir  den  Satz  aufstellen: 

100.  „Die  reetificierende  Fläche  einer  Maumcurve  ist  gleichseitig 
auch  reetificierende  Fläche  für  die  Cuspidalcurven  aller  Normalentorse 
der  SU  dieser  Raumcurm  gehörenden  Tangenten-DevdoppaUen" ,  oder: 

101.  „Die  Cuspidalcurven  aller  Normalentorse  einer  developpablen 
Fläche  sind  geodätische  Limen  auf  der  rectificierenden  Fläche  der 
Cuspidalcurve  jener  Leitdemloppahlen. 

g.  113. 
Ist  eine  Developpable    von    der  »w  -  ten  Ordnung  und  »-ten 
C 1  a s s e ,  so  gilt  dasselbe  aucli  von  einem  ebenen  Schnitte  derselben. 
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Die  Normalenfläelie  der  Developpablen  längs  dieses  ebenen 
Schnittes  ist  vom 

(m  -1-  n}-teii  Grade, 
da  die  eine  Leitlinie  S  der  Normalenfläche  von  der  m-ten  Ordnung  und 
die  unendlich  ferne  Leitlinie   Z7„,    als  Reciproke  der  unendlich  fernen 
Curve   Ud  öer  Developpablen,  TOn  der  w-ten  Ordnung  ist. 

Denken  wir  uns  die  Ebene  des  Schnittes  S  als  Projeo- 
tionsebene,  so  sind  die  Tangeaten  an  S  gleichzeitig  die  Traceu 
der  Berfihrimgsebenen  der  Developpablen  in  den  Punkten  toh  S,  mithin 
die  Normalen  der  Curve  S  zu  gleicher  Zeit  auch  die  Projee- 
tionen  der  Flächennormaleu  auf  die  Ebene  des  Schnittes  S, 
oder  was  dasselbe  ist,  die  Evolute  der  Curve  S  ist  die  ortho- 
gonale Coatour  der  windschiefen  Normalenfläehen  auf 
der  Ebene  der  Leitlinie  S. 

Nachdem  aber,  wie  wir  wissen,  die  Contour  einer  windschiefen 
Eläche  ^-ten  Grades  eine  Curve  fi-ter  Classe  ist,  wird  die  Evolute 
der  Curve  S  von  der 

(m-f  nHen  Classe 
sein.    Hiernach  ergibt  sieh  der  Chasles'sche  Satz: 

102.  „  Von  einem  Funkte  aus  Mnnen  an  eine  Curve  m-ter  Ord- 
nung und  nter  Classe  (m  -j-  n)  Normalen  gebogen  tverden",  oder; 

i03.  „Die  Evolute  einer  ebenen  Curve  m-ter  Ordnung  und  n-ter 
Classe  ist  eine  Curve  (m  +  n)-ter  Classe." 

§■  114. 

Aueb  die  Ordnung  der  Evolute  einer  Curve  m-ter  Ordnung 
und  m-ter  Classe  lässt  sieh  durch  eine  einfache  Betrachtung  über  Nor- 
malenfläehen anstandslos  ermitteln. 

Setzen  wir  voraus,  es  werde  durch  die  Carve  C{m,H)  eine  auf- 
wickelbare Fläche  gelegt.  Die  Normalenfläohe  der  letzteren  längs 
der  Curve  C  ist,  wie  vorher  gezeigt,  eine  windschiefe  Fläche  vom 
(jw  -|-  jj)  -ten  Grade.  Die  orthogonale  Contour  der  Normalen- 
fläche auf  der  Ebene  der  Leitciirve  C  (letztere  als  Projectionsebeue 
betrachtet)  ist,  wie  bereits  nachgewiesen,  die  Evoluteder  Curve  C. 

Es  ist  klar,  dass  die  Contour  einer  Fläche  auf  irgend  eine  Ebene 
von  der  nämlicnen  Ordnung  ist,  wie  der  der  Fläche  aus  einem  belie- 
bigen Punkte  umschriebene  KegeL  Diese  ist  aber,  wenn  wir  die  Ord- 
nung der  Fläche  mit  f*  und  jene  ihrer  Doppeicurve  mit  b  bezeichnen, 
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(vorausgesetzt,  dass  die  Fläelie  keine  Cuspidalcurve  besitzt),  aus- 
geilrüelit  darcb: 

Hdi—  l)  —  2b. 

Für  die  Nor  malen  fläche  ist: 

p  =  m  +  ». 

Die  Ordnung  h  der  Doppelcurve  ergibt  sieh  wie  folgt.  Die 
Normalenfläehe  entsteht  als  Ort  der  Verbindungsstrahlen  ent- 
sprechender Punkte  zweier  ein-deutigen  (projecti vischen)  Punktreihen, 
deren  eine  anf  der  ebenen  Leiteurve  m-ter  Ordnung  und  deren  zweite 
auf  der  im  Unendlichen  liegenden  Leiteurve  K-ter  Ordnung  sich  vor- 
findet. 

Der  Schnitt  der  Normalenfläehe  mit  der  unendlich  fernen 
Ebene  besteht,  außer  der  betreffenden  Curve,  aus  den  m  Erzeugenden, 
welche  die  m  Schnittpunkte  der  Curve  G  mit  der  unendlich  fernen 
Ebene  mit  den  ihnen  entsprechenden  Punkten  auf  C7„  verbinden. 

Dieser  unendlich  ferne  Gesammtschnitt  besitzt  einerseits  die  t 
eigentlichen  Doppelpunkte,  andererseits  die  i  eigentlichen 
Rückkehrpunkte  der  Curve  P„  und  ferner  die -^(m — l)Schnitt- 
p unkte  der  m  Erzeugeaden  untereinander.  Endlich  schneidet  jede 
dieser  m  Erzeugenden  die  Curve  U«  in  n  Punkten,  wovon  einer  ein 
Berührungspunkt  der  Fläche  mit  der  unendlich  fernen  Ebene ,  die 
übrigen  {n  —  1)  dagegen  Doppelpunkte  sind. 

Die  Gesammtheit  aller  Doppelpunkte  ist  hiernach: 
m  (n  -  1)  -I-  ^-  im  -  1)  +  r  +  i     oder: 

Die  Zahlen  r  und  i  lassen  sieh  leicht  durch  Charaktere  der  ge- 
gebenen Leiteurve  C,  welche  m-ter  Ordnung  und  js-ter  Classe  ist, 
ausdrücken, 

Da  nämlich  die  Cuvve  U»  die  Polarreeiproke  zu  der  unend- 
lich fernen  Curve  der  Developpablen,  also  eine  Curve  von 
der  Ordnung  n  und  der  Classe  m  ist,  bedeutet  t  auch  die  Anzahl  der 
Doppeltangenten  und  i  jene  der  Inflesionstangenten  der 
gegebenen  Curve  C. 

Setzen  wir  i  als  bekannt  voraus,  so  folgt  aus  der  Plück er- 
sehen Formel; 

m  =  n{n—  1)  —2t  ~  Zi 

x  =  \\n  ()t  —  1)  —  m  — 3i] 
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und    sonach   fßf    die  otiaiigegebene  Zahl  der  Doppelpunkte   (im 
TJüendliehen) : 

mn  +  ~  (m  —  3)  +  |  [n  (n  ~l)-m  —  U\  +  i    oder: 
J-  [(m  +  n)*  —  4  m  — ^  ra  —  i], 
welche  Zahl  offenbar  auch  die  Ordnung  h  der  Doppelcurve  der 
Norraalenfläche  bestimmt. 

Mithin    wird   die  Ordnung    des    der  Normalenfläelie  aus  einem 
Punite  umschriehenen  Eegels,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Ordnnng 
ihrer  Projection  (Contour)  auf  eine  Ebene  oder  endlieh  die  Ordnung 
der  Evolute  der  ebenen  Leitcurve  ausgedrückt  durch: 
(m  +  n)  (m  +  «  —  1)  —  [(m  +  n)"  —  4m  —  n  —  i]  = 

3m  +  i. 
Die  eben  gefundene  Zahl    (3m  +  0    i^t  aber,  wenn  x  die  An- 
zahl der  Rückkehrpunkte  der  gegebenen  Curve  bedeutet,  nach 
der  Plücker'schen  Gleichung: 

i  —  X  =  3  (n  —  m)     auch  gleich : 
3n  +  X. 
Hieraus  folgt  der  Satz: 

104.  „Die  Ordnung  der  Evolute  einer  ebenen  Gur>}e  m-ter  Ord- 
nung und  n-ter  Classe  mit  i  Inflexionstangenten  und  x  Büehkehr- 
punJeten  ist  durch    3m-\-i=3n-]-x    lesUmmt." 

§.  115. 

Bisher  haben  wir  für  die  Normalenfläehen  auf  defeioppablen 
Piächeü  nur  solche  Curven  als  Leitlinien  in  Betracht  gezogen,  welche 
mit  jeder  Erzeugenden  der  Developpablen  bloß  einen  Punkt  gemein 
haben. 

Im  folgenden  wollen  wir  allgemeiner  vorgehen  und  voraussetzen, 
die  Leitlinie  der  Normaienfläche  auf  der  Developpablen 
sei  der  vollständige  Durchschnitt  dieser  Fläche  mit 
irgend  einer  beliebigen  Fläche  ^-ter  Ordnung.  Der  Grad 
der  Normalenfläehe  ist  zu  bestimmen. 

Es  sei  D  die  gegebene  Leitdeveloppable,  L  ihr  vollständiger 
Durcbscbnitt  mit  der  Fläche  ^-ter  Ordnung  und,  der  Annahme  gemäß, 
gleichzeitig  die  Leitlinie  für  die  Normalenfläche.  Als  zweite  Leit- 
linie für  die  letztgenannte  Fläche  erhalten  wir  jene  unendlich  ferne 
Curve  Un,  welche  zu  der  im  Unendlichen  liegenden  Curve  Ud  der 
Developpablen,  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kugelkreis  im  Unend- 
lichen, polarreciprok  ist. 
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Jede  Erzeugende  der  Developpablöu  I)  wiid  offenbar  voa  der 
Fläche  ft-ter  Ordnung  in  ^  Punkten  geschnitten,  welche  Schnittpunkte 
sämmtlich  der  Curve  L  angehuien.  Es  hat  sonieh  die  Leitcurve  L 
der  Normaienfid.che  mit  j^dei  iiizeugenden  dei  Developpablen  I), 
[t  Punkte  gemcinaehaftliL'h 

Denken  wir  uns  die  Tangentialebene  der  Developpablen 
längs  einer  ihrei  Erzeugenden  g  construiert,  so  ergeben  sieh  die  Erzeu- 
genden dei  Noi  malenfiache  in  den  (i  Punkten,  welche  g  mit  L  gemein 
hat,  als  die  Senkrechten  zu  dieser  Eerühruagaebene,  Lieselben  sind 
somit  untereinander  parallel  und  der  ihnen  gemeinschaftliche  unendliek 
ferne  Punkt  wird  offenbar  der  Leitcurve  t'„  der  Normalenfläche  an- 
gehöreu. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  es  unendlich  viele  Gruppen  von  je 
(i  parallelen  Erzeugenden  auf  der  Normalenfläche  gehe,  dass  also  mit 
anderen  Worten,  durch  jeden  Punkt  der  unendlich  fernen 
Leitcurve  U„,  fi  Erzeugende  der  Normalenfläche  gehen. 
Besagte  Curve  ist  somit  eine  ji-fache  Leitlinie  der  Normalen- 
flache. 

Die  Normalenfläche  entsteht  mithin  als  Erzeugnis  der  Verbin- 
dungsstrahlen entsprechender  Punkte  zweier  Punktreihen  auf  den 
Ourven  L  und  CJ«,  welche  derart  mit  einander  verwandt  sind,  dass 
einem  Punkte  von  U„,  (t  Punkte  auf  X;  jedem  Punkte  von  L  hingegen 
nur  ein  einziger  Punkt  von  ü^  entspricht. 

Setaen  wir  voraus,  es  sei  m  die  Ordnung  und  n  die  Classe 
der  gegebenen  Leitde veloppablen,  so  erhalten  wir  als  Leitcurve 
L  eine  Cnrve  m,ft-ter  Ordnung,  während  die  fi-faehe  Curve  f«  im 
Unendlichen  von  der  n-teu  Ordnung  ist. 

Um  nun  aus  den  hier  gesammelten  Daten,  sowie  aus  der  Natur 
der  oben  angedeuteten  Verwandtschaft  den  Grad  der  Normalenfläche 
abzuleiten,  wollen  wir  noch  folgende  allgemeine  Betrachtung  anstellen, . 

Seien  C,  und  C^  awei  Kaumeurven,  deren  Ordnungen  beziehungs- 
weise m^  und  »Mg  sein  mögen.  Auf  diesen  Curven  seien  zwei  Punkt- 
reihen derart  gegeben,  dass  einem  Punkte  der  Keibe  auf  C^,  a.  Punkte 
der  Reihe  G^  und  einem  Punkte  der  Keihe  (7j,  (3  Punkte  der  Reihe 
0,  entsprechen;  es  ist  der  Grad  jener  Regelf  lache  zu  bestimmen, 
deren  Erzeugenden  die  Verbindungsstrahlen  entsprechen- 
der Punkte  von  C,  und  G^  sind. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Behufe  eine  beliebige  Gerade  g  im  Räume 
an  und  suchen  wir  die  Zahl  ihrer  Schnittpunkte  mit  der  Segelfläche, 
d.  i,  die  Änzabl  jener  Erzeugenden  der  Eegelfläche,  welche  die  Gerade 
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g  sehaeiden.  Denken  wir  uns  ferner  zu  diesem  Zwecke  die  Gerade  g 
als  gemeinschaftliche  Aebse  aweier  Ehenenbüsehel  2J^  und 
2J^,  deren  ersteres  ku  der  Punktreihe  auf  C,  und  deren  zweites  zu  der 
Punktreihe  auf  C^  perspeetivisch  ist. 

Bezeichnen  wir  mit  E,  eine  Ebene  des  Büschels  2^,,  so  trifft 
diese  Ebene  die  Eaumeurve  C^  in  m,  Punkten.  Jedem  dieser  m,  Funkte 
entsprechen  auf  der  Curve  C^  c:  Punkte ;  den  m^  Punkten,  oder  was 
dasselbe  ist,  der  Ebene  E,  des  Bösehels  2,  entsprechen  somit  «,»», 
Punkte  der  Reihe  auf  der  Curve  Gj.  Durch  jeden  dieser  a.m,  Punkte 
und  die  Gerade  g  geht  je  eine  Ebene,  welche  der  Ebene  E,  entspricht, 
woraus  folgt,  dass  einer  Ebene  des  Büschels  2?,  auch  a.m,  Ebenen 
des  Buscheis  2!j  entsprechen. 

Ist  umgekehrt  E^^  eine  Ebene  des  Büschels  I^^,  so  triiFt  diese 
die  Curve  C.^  in  m^  Punkten,  deren  jedem  auf  der  Curve  C,  ß  Punkte 
entsprechen.  Der  Gesammtheit  der  jMu  Punkte  entsprechen  mithin  auf 
der  Curve  C,  ß.m^  Punkte,  Durch  jeden  derselben  und  die  Gerade 
g  ist  eine  Ebene  bestimmt,  welche  der  Ebene  E.^  entspricht,  weshalb  einer 
Ebene  des  Büschels  2^^    ß.m^  Ebeneu  im  Büschel  H,  entsprechen. 

Aus  diesen  einfachen  Erörterungen  geht  hervor,  dass  die  beiden 
au  den  Punktreihen  Cj  und  C^  perspectivischen  Ebenenbüschel 
so  aufeinander  bezogen  sind,  dass  einer  Ebene  des  einen  Büschels 
a.m.  Ebenen  des  zweiten,  und  umgekehrt  einer  Ebene  des  zweiten 
Büschels  ß.m^  Ebenen  des  ersteren  entspreehea. 

Nach  dem  Chasles'schen  Correspondenzprincipe  besitzen  diese 
beiden  Ebenenbüsche!: 

am,  +  ßm^ 
Doppelebeneu,    oder    was    dasselbe    ist,    es    kömmt    im    Ganzen 
(am,  +  /3m2)-mal   vor,    dass   eine  Ebene  des  einen  Büschels  mit   der 
ihr  entsprechenden  Ebene  des  anderen  Büschels  zusammenfällt. 

Die  Bedeutung  dieser  Doppelehenen  für  die  Eegelfläche 
ist  leicht  zu  ermitteln. 

Beachtet  man,  dass  jede  dieser  Developpablen  außer  der  Geraden 
g  noch  zwei  einander  entsprechende  Punkte  der  Keihe  C,  und  G^,  also 
auch  eine  Erzeugende  der  fraglichen  Eegelflache  enthält,  so  ist  ander- 
weitig klar,  dass  es  (ami-^ßm^)  Erzeugende  der  Kegelfläche 
gibt,  welche  die  beliebig  angenommene  Gerade  g  schneiden. 

Jeder  Schnittpunkt  von  g  mit  einer  solchen  Erzeugenden  ist 
gleichzeitig  ein  Schnittpunkt  von  g  mit  der  Regelfläche,  woraus  folgt, 
dass  letztere  vom 

{am,  -{-  ßm„)-tm  Grade  ist. 
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§.  116. 
Für    die    zu    betrachteEde     Normalen  fläche    treten    an    die 
Stelle  der  allgemem  angenommenen  Leitlinien  C,  und  (7j  die  Curven 
L  und  Un ;  es  ist  mitbin 

»»,  ^=  m.ji     und     m.2  =  n. 
Ferner    entspricht    einem  Punkte  von  L  ein  einziger  Punkt  auf 
Un-,  es  ist  also: 

In  ähnlicher  Weise  entsprechen  einem  Punkte  der  Curve  ü„, 
ji   Punkte  der  Curve  L,  so  dass 

ß=- 1' 

wird. 

Mit  Bezug  auf  die  hier  festgestellten  Daten,  nimmt  der  Aus- 
druck:   R.j%4-/5'"*a   den  Wert: 

li.m  +  {i.n  =  ii(m  +  n) 
an,    welcher    den    Grad    der    betrachteten    Normalenfläche 
bestimmt.     Es  besteht  demgemäß  der  Satz: 

105.  „Die  Normalenfläche  einer  aufwkJcelbaren  Fläche  m-ter 
Ordnung  und  n-ter  Classe  längs  ihres  vollständigen  Durchschnittes 
mit  einer  Fläche  jt-ter  Ordnung,  ist  eine  windschiefe  Fläche 
li(m  -\-  n)-  ten   Grades, 

Für  ^=1,  d.h.  für  einen  ebenen  Schnitt  der  deyeloppablen 
Fläche  als  Leitlinie  der  Normalenüäche,  reduciert  sich  der  Grad  auf 
(m  -\-  n) ,  welches  Eesnltat  mit  dem  bereits  früher  gefundenen  über- 
einstimmt. 

Wenn  ferner  an  die  Stelle  der  Leitourve  L  von  der  ff(f^-ten 
Ordnung  eine  Curve  jw,-ter  Ordnung  tritt,  welche  mit  jeder  Erzeu- 
genden der  Developpablen  bloß  einen  Punkt  gemein  hat,  so  ist  auch 
II  =  l   und  daher  der  Grad  der  Normalenfläehe  für  diesen  Fall: 

(M,  +  n), 
welches  Eesnltat  gleichfalls  mit  jenem  in  ÜbereiHstimmung  ist,  das 
vordem  auf  anderem  Wege  ermittelt  wurde. 

§.  117. 
Die  ([  Normalen  der  developpablen  Fläche  in  den  (i  Schnitt- 
punkten einer  beliebigen  Erzengenden  g  mit  der  Leitlinie  L  liegen 
sämmtüch  in  einer  und  derselben  Ebene  und  zwar  in  jener  Ebene, 
welche  durch  g  zu  der  B'ertlhrungsebene  der  Developpablen  senkrecht 
geführt  werden  kann. 
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Eine  solche  Ebene  berührt  die  windschiefe  Fläche  in  irgend 
einem  Punkte  einer  jeden  dieser  ft  Erzeiigeoden  und  ist  mithin  eine 
^-fache  Berühruagsebene  der  Normalenfläehe. 

Der  Gesammtschoitt  dieser  Ebene  mit  der  Normalenfläche 
ist  eine  Curve 

[i  (m  -\-  n)-ter  Ordnung. 
Die  II  geraden  Erzeugeaden  bilden  einen  Bestandtheü  jt-ter  Ord- 
nung in  diesem  Schnitte;    der  Eest  ist  sonaeh  eine  Curve: 
ft  (m  +  n  —  l)-ter  Ordnung. 
Besagte  Curve  schneidet  die  n  Erzeugenden  in 
j,u  („j  +  ,,_!) 

Punkten,   io  deren  Zahl  die  ohgenannten   ji   Berührungspunkte 
mit  inbegriffen  sind. 

Die  übrigen 

^a  (,K  +  w  —  1)  —  fi  :=  ft  [((  (m  -\~n—])  —  l] 
Punkte  gehören  der  Doppelcurve  der  Normalenfläche  an. 

Auf  jede  der  ft  Erzeugenden  entfallen  somit: 

l,(m  +  n-l)~i.^f.  {m  +  n)  -  (ji  +  1) 
Punkte  der  Doppelcurve. 

Nun  ist  aber  aus  früherem  bekannt,  dass  die  Doppelcurve 
einer  windschiefen  Fläche  ft{»i  +  w)-ter  Ordnung  jede  Erzeugende  in; 

,«  (■<«  f  «)  -  2 
Punkten  schneidet. 

"Wie  ersichtlich  stellt  sieh  diesfalls  zwischen  den  beiden  hier 
angeführten  Werten  eine  Differenz  von  {{i  —  1)  heraus,  und  es  kann 
somit  die  natürliche  Frage  aufgeworfen  werden,  worin  die  Ursache 
dieser  Verschiedenheit  liege  und  welcher  der  beiden  Werte  der 
richtige  ist. 

Die  sich  hier  ergebende  Differenz  ist  sehr  leicht  erklärlich,  wenn 
man  bedenkt,  dass  der  unendlich  ferne  Punkt  der  (i  Erzeu- 
genden auf  jeder  derselben  als  {[t  —  l)-facher  Punkt 
gerechnet  wurde,  indem  jede  der  (i  Erzeugenden  in  denselben 
von  allen  übrigen  (ji  —  1)  Erzeugenden  geschnitten  wird. 

Nachdem  jedoch  dieser  Punkt  der  eigentlichen  Doppel- 
curve nicht  angehört,  so  ist  selbstverständlich,  dass  die  Anzahl 
der  auf  einer  Erzeugenden  liegenden  Doppelpunkte  {im 
erst    angegebenen    Werte)    um    (,«.  —  1)     vermindert     werden 
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Hiediircli  ist  die  vollkommene  ÜbereJüstimmung  der  beiden  ob- 
angegebenea  Werte  hergestellt  und  die  unbedingte  Elchtigkeit  äes 
letzteren  oaebgewieHeD. 

§.  118. 
NormalenfläcUen  einer  Developpablen   längs  ihres  Durchs clinittes  mit 

einer  lirnnimen  Fläche'). 

Behufs  Feststellung  der  Charaktere  der  Normalenfläcbe  einer 
Developpablen  läflgs  ihres  Schnittes  mit  irgend  einer  krummeu  Fläche, 
wollen  wir  voraussetaen,  dass  die  Leitfläehe  derselben  eineDe- 
veloppable  I)  vom  Range  r,  von  der  Classe  n,  und  ihre  Cuapi- 
daieurve  von  der  m-ten  Ordnung  sei. 

Ferner  nehmen  wir  an,  dass  die  Lei t cur ve  i  der  Normalen- 
fläche der  Durchschnitt  der  Developpablen  D  mit  einer  krummen 
Fläche  F  m,-ter  Ordnung,  a,-ten  Ranges,  n,-ter  Olasse  sei,  und  dass 
diese  eine  Cuspidalcurve  c,-ter  Ordnung  besitzen  möge. 

Die  Doppelcurve  der  Fläche  F  ist  eiae  Raumeurve,  deren 
Ordnung  &,  durch  die  Gleichung: 

«I  =  «i,  {m^  —  i)  —  2Ö,  —  3c^, 
vermöge  der  vorausgesetzten  Charaktere,  vollkommen  bestimmt  ist. 

Vor  allem  wollen  wir  darangehen,  die  Charaktere  der  Lei  t- 
curve  L  zu  ermitteln,  oder  mit  anderen  Worten,  diese  durch  die 
gegebenen  Zahlen  auszudrücken. 

Die  Ordnung  ft  von  L  ist  bekanntlich  gleich  dem  Producta 
der  Ordnungszahlen  der  sie  bestimmenden  Flächen  D  und  F.  Hier- 
nach ist: 

ji  =  m,  r. 

Der  „Bang"  der  Leiteurve  L,  d.  h.  die  Anzahl  der  Tangenten, 
welche  eine  beliebige  Gerade  g  des  Raumes  schneiden,  lässt  sich  ver- 
mittelst des  Cbasles'sehen  Correspondenaprlnoips  folgendermaßen  be- 
stimmen: 

Man  denke  sich  in  jedem  Punkte  x  der  Leiteurve  L  die  Tan- 
gentialebene £,  an  die  Fläche  D  sowohl,  als  auch  die  Tangentialebene 
£g  an  die  Fläche  F  gelegt. 

Diese  Paare  von  Tangentialebenen  b,  und  f„  bestimmen,  sobald 
X  die  Curve  L  durchläuft,  auf  irgend  einer  Geraden  g  des  Raumes 
zwei  geometrisch  verwandte  Punktreihea,    in  welchen  sich 


')  Peschka,    Sitzber.  d.  kais.  Akad.  d,  Wiss.,  Wien  18S1,  LXXXIII.  Bd., 
II.  Abth. 
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solche  Punkte  |,  und  ^^  entsprechen,  weicbe  von  den  Tangentialebenen 
der  Flächen  D  und  F  in  einem  und  demselben  Punkte  x  von  L- 
herrühren. 

Fallen  zwei  einander  derartig  eatspreehende  Punkte  ||  und  |j 
zusammen,  so  stellt  die  Verbindungsgerade  des  Ooincidenzpunktes  (|,,|3) 
mit  dem  zugehörigen  Punkte  x  den  Schnitt  der  beiden  dem  Punkte  x 
entsprechenden  Taiigeatialehenen  von  D  und  F,  d.  i.  eine  Tangente 
von  L  vor,  oder  mit  anderen  Worten,  der  Rang  von  L  ist  der 
Aüzahl  der  Doppelpunkte  der  Eeihen  1,  und  |g  gleich. 

Um  die  Zahl  der  Doppelpunkte  zu  ermitteln,  suchen  wir  die 
„Correspondenz"  der  ßeihen  1,  und  |j. 

Zum  Zwecke  dieser  Bestimmung  nehmen  wir  auf  g  einen  belie- 
bigen Punkt  li  an,  und  betrachten  denselben  als  einen  Punkt  der 
Reihe  1,,  also  herstammend  von  gewissen  Tangentialebenen  der  Fläche 
I)  in  Punkten  der  Leiteurve  L. 

Die  Zahl  der  von  ^,  aas  möglichen  Tangentialebenen  an  die 
Developpable  D  ist,  der  Voraussetzung  gemäß,  gleich  n,  d.  i. 
gleich  der  Classe  der  Developpablen  D. 

Jede  dieser  Tangentialebenen  berührt  die  Developpable  D  in 
einer  geraden  Erzeugenden,  welche  ihrerseits  mit  der  Fläche  F,  also 
auch  mit  der  Curve  L  m^  Punkte  gemein  hat.  Es  gibt  sonach  auf 
der  Leiteurve  L  im  ganzen 

m,  .n 
Punkte,   in  welchen  die  Tangentialebene  der  Developpablen  D  durch 
einen  und  denselben  Punkt  g,  von  g  gehen. 

Die  Tangentialebenen  der  Fläche  F  in  diesen  m,.n  Punkten 
treffen  die  Gerade  g  in  m, .«  Punkten  der  Reihe  Ig,  welche  sämmtlieh, 
dem  Punkte  §,  entsprechen. 

Nehmen  wir  umgekehrt  einen  Punkt  1^  der  Reihe  l^,  an,  so  wird 
auf  Grund  der  gemachten  Voraussetzung,  der  der  Fläche  F  von  diesem 
Punkte  aus  umschriebene  Kegel  dieselbe  in  einer  Curve  »j-ter  Ord- 
nung berflhren,  welche  ihrerseits  die  Fläche  D^  und  mithin  auch  die- 
Leiteurve  L  in  a,.r  Punkten  trifft.  Es  gibt  daher  auf  der  Leiteurve 
L  immer 

zusammengehörige  Punkte,  in  welchen  die  Tangentialebenen  der  Fläcbe 
F  die  Gerade  g  in  dem  nämlichen  Punkte  la  schneiden  werden. 

Die  Tangentialebenen  der  Developpableu  D  in  diesen  «,,»-  Punkten 
treffen  die  Gerade  g  in  a,.r  Punkten  li  der  Reihe  |,,  welche  sämmt- 
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licii  dem  Punkte  ^g  entsprechen.     Die    Correspoiideuz    der    Reihen  I, 
und  I2  ist  mithin  eine 

(a,  .r)-{m, .  ra)-deutige. 

Nach  dem  Chasles'sehen  Correspondenzpriacipe  besitzen  somit 
die  heiden  Eeihen  1,  und  |j 

a^.r  -\-  1n^ .  n 
Doppelpunkte.  Auf  Grundlage  der  vorhergegangenen  Ausfüllrungen 
ist  demnach  der  „Rang"  p  der  Leitcurve  L  gleich 
Q  ■=  m^ .  n  -\-  a^ .  r. 

Ferner  ist  bekannt,  dass  der  Schnittcnrve  zweier  Flächen, 
welche  keine  vielfachen,  resp.  keine  Cnspidal-Curven  be- 
sitzen, auch  keine  stationären  Punkte  zukommen.  Die  einzig 
möglichen  Cuspidalpuakte  der  Leitcurve  L  sind  demgemäß  jene  Punkte, 
iu  welchen  die  Cuspidalcurve  der  einen  Fläche  die  andere  Fläche  trifft. 
Besagte  Anzahl  ist  demnach  bestimmt  durch 
ß  =:  m^.  m  -]-  »■ . Cj . 

Durch  die  drei  gefundenen  Charaktere  /i-,  9  und  ß  der  ßaumeurve 
L  ist  dieselbe  voUkommea  festgestellt  and  können  nunmehr  aus  den 
Plücker-Cayley'schen  Gleichungen  alle  anderen  Singularitäten 
abgeleitet  werden. 

§.  119. 

Nach  diesen  einfachen  Voreinleitungen ,  beziehungsweise  Vorbe- 
reitungen, können  wir  uns  anstandslos  der  Betrachtung  der  Nor- 
malenfläche der  Developpablen  D  längs  der  Curve  L  zu- 
wenden. 

Gewisse  Singularitäten  der  Fläche  und  zwar  die  Doppel- 
und  stationären  Erzeugenden  derselben,  können  durch  einfache 
Überlegung  unmittelbar  bestimmt  werden. 

Die  Fläche  F  besitzt  eine  Doppelenrve  von  der  Ordnung: 
&!  =  T  [%  i-^i  —  ))  —  «1  —  3c,], 
welche  die  Developpable  D  in 

ir[«.(m, -l)-«,-3cJ 
Punkten  trifft,  deren  jeder  einen  wirklichen  Doppelpunkt  der 
Leitcurve  L  repräsentiert. 

Ohne  zu  besonderen  Hilfsmitteln  Zuflucht  nehmen  zu  müssen, 
findet  man  direct  durch  bloße  Anschauung,  dass  die  Normale  der 
Developpablen  1)  in  jedem  der  vorbezeichneten  Doppelpunkte  eine 
Doppelerzeugende  der  Normalenfläche  darstellt. 


y  Google 


127 

Die  LeitenrTe  L  besitzt  ailerdiügs  noch  weitere  wirkliche 
Doppelpunkte  und  awar  die  Schaittpunkte  der  Fläche  F  mit  der 
Doppelciirve  der  Deveioppablen  D,  doch  gebeu  diese  keine  Veranlas- 
sung Kur  Entstehung  von  Doppelerzeugenden ,  da  die  Developpable  iu 
jedem  solchen  Punkte  zwei  verschiedene  Normalen  besitzt. 

Ebenso  wenig  gibt  es  Doppelerzeugende,  welche  von  der 
Coincidena  zweier  parallelen  Normalen  der  Developpablen  herrühren, 
da  die  Paare  paralleler  Normalen  in  endlicher  Anzahl  vorkommen, 
eine  Vereinigung  von  zwei  derselben  mithin  nicht  stattfinden  kann. 
Hieraus  folgt  unmittelbar,    dass  die  NormalenfUche  im  ganzen: 

\r[m^{m^  —  1}  —  ö,  ~  3c,] 
Doppelerzeugenden  besitze. 

Ebenso  wie  die  Doppelpunkte  der  Leitcurve  L,  welche  von  der 
Doppelcurve  der  Fläche  F  heiTühren,  Veranlassung  zur  Entstehung 
doppelter  Erzeugenden  bieten,  ehenso  bedingt  jeder  stationäre  Punkt 
der  Leitcurve  L,  welcher  von  der  Cuspidalcurve  der  Fläche  IP  her- 
rührt, eine  stationäre  Erzeugende.  Die  Zahl  derselben  ist  mithin: 
r.e,. 

Die  Zahl  a  der  Wendeehenen,  welche  der  Leitfläche  D 
entsprechen,  bestimmt  die  Gleichung: 

K  ^  w  —  3{r  —  w). 

In  jedem  Punkte  der  zugehörigen  Berührungserzeugenden 
(Inflesiona-  oder  Wendeerzeugenden)  besitzt  die  Developpable 
zwei  zusammenfallende  Berührebeneu ,  daher  auch  zwei  zusammen- 
fallende Normalen. 

Die  c.  Wendeerzeugenden  von  D  schneiden  demnach  die 
Fiäehe  F,  also  auch  die  Leitcurve  L  in: 

m,  [m  —  3  (»■  —  nj\ 
Punkten,    Durch  jeden  einzelnen  derselben  wird  eine  stationäre 
Erzeugende  der  Normaleafläche  gehen. 

Die  Gesammtzah!  ^j  der  stationären  Erzeugenden  der 
Regelfläohe  (Normalenfiäche)  ist  demnach: 

gs  ;=  m,  m  -\-  fCy  -\-  Zm^n  —  'A1U^r. 

%.  120, 

Mit  Zuhilfenahme  dieser  Singularitäten  lassen  sich  nunmehr 
alle  anderen  Charaktere  der  Normalenfläche  folgendermaßen 
bestimmen. 

Die  Leitcurve  L  ist  eine  einfache  Curve  der  Normalenfiäche, 
da  durch  jeden  ihrer  Punkte  bloß  eine  einzige  Erzeugende  geht.  Das- 
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selbe  gilt  auch  von  jedem  ebeiieQ  Schnitte  der  Normale afläche.  Es 
können  somit  vermittelst  der  Erzeugenden  die  Punkte  eines  ebenen 
Schnittes  C  ein-deutig  auf  jene  der  Leitcurve  L  und  umgeicehrt  be- 


Hieraus  folgt  aber,  nach  dem  bekannten  Bieman'schen  Satze, 
dass  die  Geschlechter  derCurven  Ound  L  einander  gleich 
sein  müssen. 

Bezeichnen  wir  demnach  mit  is  das  Geschlecht  der  Leitcurve  L, 
so  findet  man  anstandslos,  dass: 

2(:r-l)  =  p-2,«-f  ,3, 
oder: 

2{n;  —  1}  =  m,m  -|-  m^n  —  2m^r  -j-  a,r  -\-  rc, 
sei. 

Ist  ferner  üf  der  Grad  der  Normalenfläche  (Ordnung  ihres 
ebenen  Schnittes),  B  der  Bang  derselben  {Classe  des  ebenen  Schnittes), 
^s  die  Zahl  der  stationären  Erzeugenden  (BOekkehrpunkte  des 
ebenen  Schnittes) ,  so  ergibt  sieh  für  P,  als  Geschlecht  des 
ebenen  Schnittes  die  Gleichung: 

2{P—l)=li~2M-\-gs 
und  nachdem  P=ic   sein  muss,  ist  auch: 

H  —  2 M -j-  gs  ^=  m^m  -^  m,n  —  2 jß, r  -j-  »i ?■  +  «, r, 

oder  da 

3„  =  »j,  m+  dm,n  —  3m,r  +  c,r 

gefunden  wurde,  wird: 

ü  —  2ili"  =  m,r  —  2m,  n  -\-  a,r. 

§.  121. 

Der  Grad  M  der  Normaleiifläche  kann  vermittelst  des 
C  hasles'schen  Correspoadenzprineips  in  nachstehender  Weise  gefunden 
werden. 

Die  Erzeugenden  der  Normalenflüche  stehen  zu  den  Berührtings- 
ebenen  der  Developpablen  Z>  senkrecht;  die  unendlich  fernen  Punkte 
derselben  sind  daher  die  Pole  der  unendlich  fernen  Geraden  der 
Berührungsebenen  in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  Kugelkreis,  oder 
mit  anderen  Worten,  die  unendlich  ferne  Curve  C„  der  Nor- 
malenfläche ist  die  Polarreciproke  zu  der  unendlich 
fernen  Curve  üd  der  Leitdeveloppablen  Z>  in  Bezug  auf 
den  imaginären  Kugelkreis. 

Nachdem  die  letztgenannte  Curve  Üd  von  der  n-ten  Ciasse 
ist,  so  ist  die  erstere  U„  von  der   w-ten  Ordnung.    Da  ferner  auf 
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jeder  Ei7.eugenden  der  DßveJoppableii  I>  wf,  Punkte  der  Leitcurve  /- 
liegen,  in  welchen  Punliten  die  Normalen  von  D  sämmtlieli  unter- 
einaoder  parallel  sind,  so  folgt,  dass  durch  jeden  Punkt  der  nnencilich 
fernen  Curve  Vn   *»,  T^irBeugenden  der  Normalenfläehe  gehen. 

Nehmen  wir  nun  eine  beliebige  Gerade  g  als  gemeinschaft- 
liehe Achse  zweier  Ebenenbüschel  s^  und  s^  au,  von  weichen 
das  eine  ■ —  £^  —  die  Punkte  der  Curve  L  und  das  andere  —  b^  ■ — 
die  Punkte  der  Ourve  ?7„  projiciert.  la  diesen  beiden  Büscheln  mögen 
sich  solche  Ebenen  entsprechen,  welche  durch  entsprechende  Punkte 
von  L  und  TJ»  gehen,  d.  i.  durch  Punkte  gehen,  welche  einer  und 
derselben  Erzeugenden  der  Normalenfiäehe  angehören.  Eine  Ebene 
des  Büschels  £,  trifft  L  in  m^.r  Punkten,  welchen  auf  f7„  eben- 
falls m^.r  Punkte,  im  Büschel  £,  daher  m^.r  Ebenen  entsprechen. 
Umgekehrt  schneidet  eine  Ebene  des  Büschels  b^  die  Curve  f/„  in  n 
Punkten,  deren  jedem  auf  J^  m,  Punkte  entsprechen.  Einer  Ebene 
des  Büschels  Sj  entsprechen  sonach    m, .  n  Ebenen  im  Büschel   s^. 

Nach  dem  Chasles'schen  Correspondenzprineipe  besitzen  dem- 
gemäß die  beiden  Ebenenbüsohel  e,   nnd  s^: 

,,,  (r  +  ») 
Doppelebenen,  d.  h.  es  kömmt  m,(j" -f-  »i)-mal  vor,  dass  die  Ver- 
bindungsgerade   zweier    entsprechenden   Punkte   von  L  und   R,  {eioe 
Erzeugende   der  Normalen  fläche)  eine   gegebene   Gerade    g   schneidet; 
es  ist  daher: 

M  =  m,  (r  +  n). 

Mit  Bezug   auf   die  früher  gefundene  Pormel   erhält  man  somit 
für  den  Rang  der  Normalenfläehe  den  Wert: 
B  =  r  (3m,  +  «,). 
Bezeichnet  man  mit  D   die   Gesammtheit   aller   Doppei- 
punkte  des  ebenen  Schnittes  der  Normalenfläche,  so  ist: 

n  =  M{M  ^1)  —  2I)  —  3 ff,, 
oder  nach  Substitutioa    der  bereits   vorangeführten  Werte   von  M,  M 
und  Qs'- 

2D  =  m\  (r  +  nf  —  m,  [r  +  w)  —  r  {3m,  +  ß,)  — 
—  3  «  m,  —  3  ^  c,  —  9  m^  n  -[-  9  ■in^  r. 
Diese  Doppelpunkte  rühren  her: 
a)  von  den  \f  [m^  {m^  —  1)  —  a,  —  5  c,]  Doppele  r  zeugen  den;. 
h)  von  den  M    m,  fachen  Punkten  der  unendlich  fernen  m, -fachen 
Curve  N     n-ter  Ordnung,    welche  im   ganzen    ^  [m",  w  —  m,  n] 
Doppelpunkte  vertreten; 
c)  von   jenen    Punkten ,    in   welchen   die   eigentliche   Doppel- 
eurve  der  Normalenfläche  die  sehneidende  Ebene  trifft. 

Pesciltci,  D erstell« nde  d.  projectiye  Qeoinetti«.  IV.  g 
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Bezeichnet  man  die  Ordnung  dieser  Doppelcurve  mit  d, 
so  ist: 

2  (i  +  m\  n  —  m,  n  -j-  m\  r  —  m,  r  —  a,r  —  Sc^r 
=  2D  = 
=  wj'',  (r  -{-  ny  ■ —  m,  (r  ^  n)  — ■  »■«,  —  2rm^  — 
—  3  mm,  —  3rc,  —  9  jk,  »  +  9  m,  r 
und  daher: 

2d  =  m\  (r=  +  2rn  -\- n"  —  r  —  n)  -  3m,  (m  +  3)*  —  2r). 

§.  122. 

Dieses  Kesultat  kaan  folgendermaßen  verificiert  werden.  Es 
ist  ersichtlicli ,  dass  das  für  d  gefundene  ßesultat  einzig  und  allein 
von  der  Ordnung  m,  der  Fläche  F  abhängig  sei;  es  muss  dEisselhe 
daher  für  jede  Fläche  )W|-ter  Ordnung  gelten  und  auch  dann  seine 
EJchtigkeit  bewähren,  wenn  die  Fläche  in  m,  Ebenen  degeneriert. 

Unter  dieser  Annahme  setzt  sich  die  Normalenfläche  aus  m, 
verschiedenen  Normaleafläehen  zusammen.  Die  eigentliche  Doppel- 
curve derselben  besteht  sodann  nach  Abrechnung  der  gemeinschaft- 
lichen Erzeugenden  und  der  gemeinschaftlichen  unendlich  fernen  Curve, 
aus  den  m^  eigentlichen  Doppelcurven  der  einzelnea  Theil- 
flächen  und  aus  den  gegenseitigen  Schnitten  der  letzteren. 

Die  Ordnung  der  Normalenfläche  von  D  längs  eines 
ebenen  Schnittes  erhält  man ,  wenn  man  m,  =  1  setzt ,  aus- 
gedrückt durch: 

(r  -i-  n). 

Unter  gleicher  Voraussetzung,  d.  i.  für  m^  =  1,  findet  mau  die 
Ordnung  ihrer  Doppelcurve: 

2d  —  {r^  +  2rn  +  w=  —  »■  —  m)  —  3  {m  -f  3«  —  2r). 

Vergleicht  man  das  etea  gefundene  Resultat  mit  dem  in  §.  101) 
abgeleiteten,  so  wird  man  eine  Differenz  in  den  beiden  Werten  für 
die  Ordnung  der  Doppelcurve  gewahren. 

Diese  Verschiedenheit  lindet  ihre  Erklärung  in  dem  Umstände, 
dass  in  der  obangezogenen  Ableitung,  nach  Art  älterer  Autoren,  kein 
Unterschied  zwischen  den  „Doppelerzeugendeu"  und  den  von  den 
Wendeebenen  herrührenden  „stationären  Erzeugenden"  einer 
windschiefen  Mäche  gemacht  wurde,  während  hier  „Doppelerzeu- 
gende" und  „stationäre  Erzeugende"  einander  ebenso  gegen- 
übergestellt wurden,  wie  die  „Doppelpunkte"  und  die  „stationä- 
ren Punkte"  einer  algebraischen  Curv.e. 
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Je  zwei  derartige  Theilfläehen  scbaeiden  sieh  in  einer  Curve: 
{r  -\-  )*)^~ter  Ordnung. 

Die  besagte  Curve  besteht  jedoch  aus  eiaer  eigentlichen 
Schnittcuvve  m'-ter  Orduuag,  aus  der  unendlieh  feruen 
Curve  M-ter  Ordnung  und  aus  den  r  gemeinsehaftiichen  Er- 
zeugenden, welche  durch  die  Normalen  der  Developpablea  D  in 
den  Schnittpunkten  derselben  mit  der  Schnittgeraden  der  Ebenen 
beider  Leitcurven  vertreten  erscheinen;  es  ist  folglich: 
m'  ^  J-*  -f-  2rn  -{-  n^  —  n  —  r. 

Nachdem  es  aber  m,  solcher  Theilflächea  gibt,  so  repräsentiert 
der  eigentliche  Gesammtschnitt  derselben  eine  Curve  der 

— ^—a — '"  ('■'  +  2/-ra  4-  '*"  —  '*  —  »■)-ten  Ordnung, 

Die  eigentlichen  Doppelcurven  der  m^  Flächen  werden 
sonach  inagesammt  eine  Curve  darstellen,  welche  der 

4-m,  [{r^  +  2rn  -\-  n^  —  w  —  r)  —  3  («s  -|-  3w  —  2r)]-ten 
Ordnung  angehört. 

Man  erhält  demzufolge  als  Ordnung  der  Normaleiifläche, 
deren  Leitcurve  L  aus  w,  ebenen  Schnitten  der  Develop- 
pablen  B  besteht,  die  Summe  der  beiden  letztangeführten  Zahlen 
und  gelaugt  hiedurch  zu  einem  Resultate,  welches  mit  detfi  früher 
gefundenen  in  voller  Übereinstimmung  ist. 

§.  123. 
Bei  jeder ■  windschiefen   Fläche  ist   die   Zahl  T  der   Torsal- 
linien,    d.  i.  die   Anzahl  zweier  sich  sehneidenden   unendlich  nahen 
Emeugeaden  gleich: 

T=2  (B  —  31). 

Im  vorliegenden  Falle  erhält  man  demgemäß: 

T  —  2  a^r  -\~  6 m^r  —  2 m^r  —  2  jk, n 
oder : 

T  =  2  ßi  )■  +  4  )JJ,  J-  —  2  ))j,  n 

als  die  Zahl  der  Torsalliaien  der  Normalenfläehe,  oder  mit 
anderen  Worten,  die  Zahl  der  Paare  unendlich  naher  Puukte 
auf  der  Leitcurve  L,  in  welchen  sieh  die  Normalen  der 
Developpablen  sehneiden,  oder  auch  die  Zahl  der  Kriim- 
mncgslinien  der  Developpablen,  welche  die  Leitcurve  L 
berühren.    Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 


y  Google 


106.  „Die  SchniUctirve  einer  DeodoppahUn  D  {m,n,r)  mit 
einer  Fläche  F  (m, ,«,,«,)  tvird  von  3  (a,  r  +  5  tu,  r  —  m,  n)  Krüm- 
mungslinien  der  Beveloppahlen  'berührt.'^ 

§.  124. 

Normalenfläche   einer  krnmmen  Fläche  längs  ilires  Schnittes  mit  einer 

zweiten  krummen  Fläche. ') 

Soll  das  obangeführte  Problem  in  seiner  Allgemeinheit  behandelt 
werden,  so  erscheint  es  geboten,  auf  alle  jene  Verhältnisse  der  Leit- 
fläche  und  der  Leitcurve  Rüclcsicht  bu  nehmen,  welche  auf  dis 
Normalenfläehe  einen  Einfluss  Qben. 

Es  möge  demnach  die  Leitfläche  .F,  als  eine  algebraische 
Eläche  )w,-ter  Ordnung,  ri-ten  Banges  und  M,-ter  Classe 
mit  einer  Doppelcurve  6,-ter  Ordnung  und  einer  Cuapidal- 
curve  Cj-ter  Ordnung  vorausgesetzt  werden. 

Die  Leiteurve  i  der  Normalenfläehe  sei  die  Durchschnitts- 
eurpe  der  Fläche  F^  mit  einer  zweiten  Fläche  F^  w^-ter  Ordnung 
r^-ten  Ranges,  «^-ter  Classe,  welche  eine  Doppelcurve 
6j-ter  OrdnuQg  und  eine  Cuspidalcorve  c^-ter  Ordnung 
besitze. 

Vermöge  der  auf  den  ebenen  Schnitt  der  Fläche  F^,  hezie- 
hungsweise  der  Fläche  F^  angewendeten  P 1  ü  ck e  r'schen  Formeln 
bestehen  zwischen  den  genannten  Zahlen  1n^,  r,,  &,,  c,,  resp.  in^,  r,, 
&5  uad  Cj  die  Relationen: 

r,  =  w,  ()»i—  1)  —  20,  —3c, 
und 

r„  .-.  m,  K  -  1)  — 2&,  —  3c,.  ■ 

§.  125. 

Unsere  Aufgabe  besteht  nun  darin,  die  Charaktere  und  Sin- 
gularitäten der  genannten  Normalenfläehe  durch  jene  der 
Flächen  i*",  und  F^  auszudrücken. 

Die  Ordnung  ft  der  Leitcurve  L  der  Normalenfläehe  ist  den 
gemachten  Voraussetaungen  gemäß: 

Die  Normalenfläche  der  Fläche  J^,  längs  der  Curve  i  ist  gleich- 
zeitig auch  Normalenfläehe  jener  Developpablen  D,  welche 
der  Fläche  F^  längs  der  Curve  L  umschrieben  ist. 

')  Pesohka,  Sitzungsberichte  der  kais.  Akademie  dev  Wissenscliaften. 
Wien,  1881.  Matli.-natnrw.  Cl.  LXXSlV.  Bd.,  IL  Abtii. 
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Machdem  aber  die  Erzeugenden  der  Normalenfläehe  JV  aiif  deii 
Ebenea  der  Developpableo  D  senkrecht  stehen,  so  sind  die  unend- 
lich fernen  Curveu  dieser  beiden  Flächen,  in  Beaug  auf  den 
unendlich  fernen  imaginären  Kugelkreis ,  polar reciprok,  und  es 
niuss  demgemäß  die  Ordnung  der  uuendlich  fernen  Curve  der 
Normalenfläehe  N,  der  Classe  der  unendlich  fernen  Curve 
der  I),eveloppablen  B,  also  auch  der  Classe  dieser  Develop- 
pablen  D  selbst  gleich  sein. 

Da  ferner,  auf  Grund  der  gemachten  Voraussetzungen,  der  „Bang" 
der  Fläche  t\,  d-  i.  die  Ordnung  des  der  Fläciie  aus  einem 
außerhalb  der  Fläche  liegenden  Punkte  umschriebenen 
Kegels,  oder  au cli  jener  der  Berührungscurve  dieses  Kegels 
gleich  ji\  ist,  und  nachdem  die  besagte  Berührungscurve  die  Fläche 
F^  in  m^.r^  Punkten,  welche  offenbar  der  Curye  L  angehören,  trifft, 
so  ist  einleuchtend,  dass  die  Auaahi  der  durch  einen  Punkt  im 
Kaume  gehenden  Ber (Ihrebeneu  von  F,,  deren  Berührungspunkte 
gleichzeitig  auf  der  Leitcurve  L  liegen,  d.  i.  die  Classe  der  De- 
veloppablen  D  gleich: 


Diese  Zahl  drückt  aber,  der  vorhergegangenen  Betrachtung  Kufolge, 
auch  die  Ordnung  der  unendlich  fernen  Curve  der  Nor- 
maleufläche  N  aus. 

Besagte  Curve,  wir  wollen  dieselbe  mit  )7„  bezeichnen,  ist  eine 
einfache  Curve  der  Normaleufläche. 

Da  nämlich  immer  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Normalen  einer 
Fläche  existiert,  welche  durch  einen  und  denselben  Punkt  im  Eaume 
gehen,  so  ist  an  und  für  sich  klar,  dass  auch  die  zu  einer  Erzeugenden 
der  Normalenfläche  parallelen  Normalen  der  Leitfläche  nur  in  end- 
licher Zahl  vorhanden  sind,  und  demzufolge  ihre  Fußpunkte  der 
Leitourvo  L  im  aligemeinen  nicht  angehören  werden. 

Nachdem  ferner  im  allgemeinen  in  jedem  Punkte  der  Leitfläche 
nur  eine  Normale  zu  der  letztgenannten  Fläche  gezogen  werden 
kann,  so  ist  auch  die  Leitcurve  L  der  Normalenfläche  eine  einfache 
Curve    auf  der    letzteren. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  die  beiden  Curven  L  und  V„,  vermittelst 
der  Eiaeugenden  der  Normaleufläche,  punktweise  ein-deutig  auf- 
einander bezogen  sind. 

§.  126. 

Durch  Betrachtungen,  welche  den  vorausgescbickten  analog  sind, 
findet  man,   dass    der  Grad   M   der    Normalenfläche   N   der 
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Summe  der  OrdnuDgen  der  beiden  Curven  L  und  /7„  gleich  ist, 
dass  also: 

M  =  nl^  .m„-\-r^,  m, 
oder 

M  ^  m^  (%  -(-  r,). 

Um  die  übrigen  Charaktere  und  Singularitäten  der 
Normaleufläche  N  ermitteln  zu  können,  wird  es  zweckmäßig  sein, 
auvor  noch  die  Charaktere  der  Leiteurve  L  festzustellen. 

Der  „Kang"  q  der  Leiteurve,  d.  i.  die  Zahl  der  eine  gegebene 
Gerade  sebneidenden  Tangenten  derselben  läsat  sich,  wie  folgt,  be- 
stimmen. 

Denkt  man  sich  in  jedem  Punkte  x  der  Leiteurve  L  eine  Tan- 
gentialebene f,  an  die  Fläche  F^  und  ebenso  eine  Tangentialebene  s^ 
an  die  Fläche  F^  gelegt,  so  bestimmen  die  Schnittpunkte  i^  und  1^ 
aller  möglichen  Paare  ausammengehöriger  Ebenen  e,  und  s„  mit  einer 
beliebigen  Geraden  y  zwei  geometrisch  verwandte  Pußktreihen 
auf  dieser  letzteren.  Jeder  Doppelpunkt  dieser  beiden  KeJhen,  d.i. 
jeder  Coincidenapunkt  von  |,  uad  l^  bestimmt  mit  dem  zu- 
gehörigen Punkte  X  auf  L  eine  Tangente  der  Curve  L,  welche  die 
Gerade  g  schneidet. 

Um  die  Zahl  dieser  Doppelpunkte  zn  ermitteln,  suchen 
wir  die  Correspondenz  der  beiden  Eeiben  |,  und  |j. 

Nehmen  wir  auf  g  einen  beliebigen  Punkt  |,  an,  so  lassen  sieh, 
zufolge  einer  früheren  Betrachtung,  durch  |j  m^.r^  Ebenen  legen, 
welche  die  Fläche  F^  in  Punkten  der  Curve  L  berühren. 

Die  Tangentialebenen  der  zweiten  Fläche  F^  in  den  mj.r, 
Punkten  von  L  treffen  die  Gerade  g  in  m^.r^  Punkten  l^,  welche 
sämmtüch  dem  Punkte  |,  (im  obigen  Sinne)  entsprechen.  Auf  gleiche 
Weise  findet  man,  dass  umgekehrt  einem  Punkte  g^  m^r^  Punkte  |, 
entsprechen.  Die  beiden  Reihen  |,  und  |j  haben  mithin  nach  dem 
C  h  as  1  e s'sehen  Correspondenzprincipe : 

Doppelpunkte,    oder   mit    anderen   Worten,    der    „Rang"    der 
Curve  L  ist: 

(,  =  >»,.r,  +  «.,.r,. 

Nachdem  ferner  in  der  Schnittcurve  zweier  Flächen  bei 
allgemeiner  gegenseitiger  Lage  stationäre  Punkte  nur  von  den 
Cuspidalcurveu  dieser  Flächen  herrühren  können,  so  ergeben  im  vor- 
liegenden Falle  die  m^^.  c^  Schnittpunkte  der  Fläche  F^  mit  der  Kück- 
kebrcurve   von  F^   und  die  m^.c,  Schnittpunkte  von  F^  mit    der 
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CuspidaleurTe  Ton  j^^  die  sämmtl  iehen  stationären  Punkte 
der  Curye  L,  so  dass  deren  Anzahl  ß  ausgedröekt  wird  durch: 

Aus  den  drei  Werten  n,  p  und  /3  ergeben  sich  nun  anstandslos 
mit  Zuhilfenalime  der  Cayley-PIücter'schen  Formeln  alle  übrigen 
Werte;  so  findet  man  unmittelbar  die  Anzahl  h  der  Doppel- 
punkte ¥0n  L  durch  die  Gleichung: 

]i  =  Ml  i^m,  —  1)  {ni„  ~  1)  +  m,6,  +  m^h^, 

wobei  »(,.&,  und  mi.\  die  von  den  Doppelcurven  in  f ,  und  i^g  her- 
rührenden wirkliehen  Doppelpunkte,  und  der  Wert  des  ersten 
Gliedes  die  Zahl  der  scheinbaren  Doppelpunkte  von  L  reprä- 
sentiert. 

Ebenso  ergibt  sich  die  Classe  v  der  Curve  L: 
V  ^  m,  (3ra  +  c^)  +  m*b  (3r,  +  c,)  —  3  n»,  m^. 

Bezeichnen  wir  mit  %  das  Geschlecht  der  Carvo  L ,  so 
findet  man: 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  für  ^l,  h  und  ß  festgestellten  Werte: 
2  (si  —  1)  =  »*iS'3  +  *»a»"i  —  2m^m^  -|-  miC^  +  »«aCi- 

§.  127. 

Die  letztangeftthrte  Gleichung  dient  nunmehr  auch  dazu,  alle 
übrigen  Werte  für  die  Normalenfläche  festKUstellen, 

Berücksichtigt  man  nämlich,  dass  durch  jeden  Punkt  der  Leit- 
cur?e  L,  also  auch  durch  jeden  Punkt  des  ebenen  Schnittes  der 
Normalenfläehe  im  allgemeinen  bloß  eine  einzige  Erzeugeade  geht,  so 
ist  klar,  dass  die  Punkte  der  beiden  Curven  ein-deutig  aufeinander 


Nach  dem  Eiern ana'schen  Satze  von  der  Erhaltuug  des 
Geschlechtes  Kweier  ein-deutig  aufeinander  bezogenen  Curven 
ist  daher: 

wenn  ß  das  Geschlecht   des   ebenen  Schnittes  der  Normalen- 
fläche bedeutet. 

Bezeichnen  wir  den  ßang   der   Normaleafläche,  d.  h.  die 
Classe    ihres    ebenen    Schnittes   mit  Jt   und    die    Zahl    der 
Kückkehrpuakte  des  ebenen  Schnittes  mit  gs,  so  ist; 
2{p  --  l)  =  Ii  —  2M  +  g,. 
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J)a  eine  windscMefe  Fiäche  keine  Cuspidalcurve  besitzt,  t^o 
rühren  die  gs  Rtickkehrpunkte  des  ebenen  Seliaittes  offenbar  bloß  von 
den  stationären  Erzeugenden  der  Nornaalenfläche  her. 

Die  m, .  Cj  stationären  Punkte  von  L,  welche  von  der  Cuspidal- 
curve  der  F^  herstammen,  geben  Veranlassung  aur  Entstehung  von 
ebensoviel  stationären  Erzeugenden;  denn  in  jedem  derselben  sind 
zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  Curvenpunkte ,  in  welchen  die 
Leitfläehe  die  nämliche  Normale  besitzt,  vereinige. 

Nachdem  der  Developpablen  D  keine  Wendeebenen  zu- 
kommen, so  ist  wi,.Cg  die  Gesammtaahl  der  stationären  Erzeu- 
genden der  Normalenfläche  nnd  daher; 

Dies  vorausgeschickt,  ergibt  sich  aus  der  obigen  Gleichung,  wenn 
man  die  Werte  von  M  und  g^  einsetzt  und  gleichzeitig  berücksichtigt, 
dass    p  =  7C   sei,  direct,  dasa: 

2  (y  —  1)  =  2  (n:  —  1)  =  '»i  '"q  "T  i'h  *■]  —  ^  '"h  ^'h  +  ^"i  <^i  +  '»h^i 
und  dasü : 

It  =  ,„,  (3r,  +  ",}  +  •"!•■■ 
ist.     Hieraus  folgt  nach  der  i'lücker'schen  Gleichung: 
H  =  MiM-l)--2{£)  +  ya)-  3^„ 
in  weicher  D  die  von  der    eigentlichen   Doppelcurve  herrührenden 
Doppelpunkte  und  gu  diejenigen  sind,  welche  die  Doppelerzeu- 
genden  bestimmen.     Die   Zahl  gd   der   letzteren  wird  iu    gleicher 
Weise  wie  jene  ^s  gefunden;  ua  ist  nämlich: 

*  =  .»,.'v 

Hiernach  ist  die  Zaiil  der  üoppulp unkte: 
2jD  :=  m"^  (m^  -j-  r,)"  —  m„r,  —  '/u.^-m,  —  iit^c,  —  w(,f,j  —  '6m^i\  — 

—  2 )»,  63  —  3  m,  Ca 
oder: 

2D  ^m\(ni\  +  2mir,  +  r\  — '»,)  —  im^r,  —  m.,c,. 
Weitere  ergibt  sich  nach  der  Gleichung ; 
2'  -r  2  (li  ~  M) 
die  Zahl  der  Torsallinien: 

jT  —  2  [3*W|j)',  +  «*flC,  +  ■"h''^  —  ''ni'm^  —  r, m^] 
oder: 

T  =  2  [2  m^r^  +  m^  r^  —  m,m^  -\-  m^  c^] , 
unter    welchen    sich   die    m^.c.    Normalen    der    Fläche   F^   in    jenen 
Punkten  befinden,  welche  gleichzeitig  der   Cuspidalcurve  von  -F,   und 
der  Pläehe  F^   angehören.    Dies   sind   nämlich    diejenigen   Torsal- 
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ÜDien    der    Normaleüfläche,    derf!n   Spitzen   sich  iiuf  /-   vor- 
finden.    Die  übrigen 

Toraallinien    bestimmen   sodann   die   Anzahl   der    KrümnQungs- 
linieu  von  /'"     welche  die  Leitcuive  L  berühren. 


V.    Capitel. 
Die  Wölbfläche  des  schiefen  Eingangs. 

§.  128. 

Werden  zwei  Kreise  iT,  und  K^  von  gleichen  Radien  in  zwei 
zueinander  parallelen  Ebenen,  und  die  Gerade  L,  welche  durch  den 
Halbierungspunkt  der  Strecke  der  Mittelpunkte  dieser  Kreise  zu  den 
Kreisebeneii  senkrecht  geführt  wird,  als  Leitlinien  angenommen,  so 
ist  der  geometrische  Ort  aller  Geraden,  welche  diese  drei  Linien 
K^,  Zj  und  L  schneiden,  aus  einer  Kegelfläche,  die  ihren  Seheitel 
in  jenem  Halbierungspunkte  hat,  und  aus  einer  windschiefen 
Fläche,  welche  aus  Gründen  ihrer  Anwendung  in  der  praktischen 
Technik  die  WölbfJäche  des  schiefen  Eingangs  oder  kurz  die 
„Wölbfläcbe"  genannt  wird,  zusammengesetzt. 

Dem  vorgeiiaaaten  Eegei  werden  wir  weiters  keine  besondere 
Aufmerksamkeit  auwenden ,  uns  d^egen  namentlich  aber  mit  dem 
zweiten  Theile  des  Ortes,  „der  Wölbfläche",  näher  beschäftigen 
und  deren  wichtigste  Eigenschaften  ableiten. 

Wir  denken  uns  diesfalls  die  Ebene  des  einen  Leitkreises,  etwa 
K,  (Taf.  II ,  Fig.  18)  als  Bildebene  oder  verticale  Projeetionsebenc 
angenommen  und  wählen  die  horizontale  Projectioasebene  oder  Grund- 
ebene parallel  zur  Verbindungsgeraden  der  beiden  Kreismittelpunkte 
{M^,M\)  und  (JKj,  Jf'ä). 

Infolge  dieser  Disposition  wird  die  Leitgerade  (L.  L'),  welche 
durch  den  Halbieruogspuakt  (m,  m')  der  Geraden  {M,M^,  M\M'^) 
senkrecht  zu  den  Kreisebenen  geht,  vertical-projicierend. 

Sind  Erzeugende  der  Wölbfläche  zu  eonstruieren,  so  bat 
man  bloß  zu  berücksichtigen,  dass  ihre  Vertioalprojectionen  sämmtlich 
durch  den  Punkt  L  gehen  müssen,  da  alle  Erzeugenden  der  Wölb- 
fläche die  vertical-projicierend  e  Leitgerade  (L,  L')  schneiden. 


y  Google 


138 

Jede  beliebige  durch  L  gehende  Gerade  g^  kann  daher  als  die 
Verticalprojeetion  einer  Erzeugenden  angesehen  werden;  es  bietet  daher 
auch  keinerlei  Schwierigkeiten ,  die  jeweilig  zugehörige  Horizontalpro- 
jection  g',  zu  ermitteln.  Die  Gerade  g^  sehneidet  nämlich  die  Ver- 
ticalprojectionen  Ki  und  K^  d.%r  Leitkreise  beziehungsweise  in  a^  und 
\  ;  (i,j  und  &a ,  welchen  auf  K\  und  K'^  die  Hovizontalprojectionen 
a\  und  &',  ^  «'3  und  6'j  entsprechen. 

Die  vier  Terbindungsgeraden  a\a\,  »', &'a,  &', a'a  und  ?>', J'g 
können  als  die  Horizontalprojectionen  von  vier  Geraden  mit  der  gemein- 
schaftlichen Verticalprojeetion  j/i  betrachtet  werden.  Jeder  derselben 
kömmt  die  Eigenschaft  zu,  dass  sie  sowohl  die  Leitgerade  {L,  L')  als 
auch  die  Leitkreiae  iK-^,K.\)  und  {K^,  K'^  in  je  einem  Punkte 
treffen. 

Zwei  von  diesen  Geraden,  nämlich  jene,  welchen  die  Horizootal- 
projeetionen  «',  h\  und  a'^  h\  zukommen,  sind  Eraeugenden  desjenigen 
Kegels,  welcher  seinen  Scheitel  in  {m,m'}  hat  und  die  Kreise  (K„  K\) 
und  (Jfj,  K'^  enthält.  Dieselben  werden  jedoch  diesfalls  weiter  keine 
besondere  Berücksichtigung  finden. 

Die  beiden  anderen  Geraden  (^,,  g\)  und  {g^,  g'^)  (wobei  g^  mit 
g,  coineidiert,  «nd  der  Kürze  halber  g\  für  a\  h\  und  g'^  für  a'^  b'2 
gesetzt  wurde)  sind  Erzeugende  der  Wölbfläehe. 

Diese  beiden  Erzeugenden  liegen  in  einer  und  derselben  vertical- 
projicierenden  Ebene  e„£i,,  deren  Verticaltrace  s,  mit  den  Vertical- 
projectionea  der  genannten  Erzeugenden  zusammenfällt.  Eeruer  ge- 
langen wir,  infolge  der  Symmetrie  der  Leitgeraden  {L,  L')  und 
der  beideu  Leitkreise  {K^,K\)  und  {K^,K'^  gegen  den  Punkt  {m,ni'j, 
zu  dem  Schlüsse,  dass  die  beiden  Erzeugenden  (üx,  g\)  und  (3^,  ß'a) 
zueinander  parallel  und  von  (m,  m')  gleich  weit  entfernt  sind. 

Das  Gleiche  gilt  offenbar  von  jeder  durch  L  gezogenen  Vertical- 
projeetion (ß^,  g^)'  '^^^^  "^s  dasselbe  ist,  von  jeder  durch  die  Leit- 
gerade (i,  L')  gelegten  Ebene  E,eh,  so  dass  man  den  Satz  erhält: 

107.  „Jede  durch  die  Leitgerade  einer  Wölbfläehe  gelegte  Ebene 
hat  mit  der  letzteren  außer  der  Leitgeraden  gwei  Erzeugenden  gemein, 
•welche  nueinander  parallel  sittd,  und  von  dem  Punkte,  welcher  die 
Sirecke  der  Mittelpunkte  der  Leitkreise  hälftet,  einen  gleichen  Ab- 
stand besitzen." 


wir  uns  durch  den  Punkt  {m,  m')  eine  beliebige  Gerade 
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Die  Punkte,  in  welchen  diese  Gerade  die  Wrillifläche  trifft,  bind 
leicht  folgendermaßen  zu  ermitteln.  Wir  denken  uns  durch  (u,  0') 
die  vertical-projieierende  Ebene  s^Sh  gelegt,  welche  offenbai  auch  die 
Leitgerade  {L,  L')  enthält  und  mithin  (nach  dem  vorstehenden  Satze") 
die  WSlbfläche  in  zwei  parallelen  von  (m,  m')  gleich  weit  abstehenden 
Erzeugenden  ig,,  g',)  uml  (ffi^  9\)  schneidet.  Die  besagten  Erzeu- 
genden treffen  die  Gerade  {0,0')  in  den  beiden  Punkten  (ß,,«'i)uiid 
(«2,  ß'j),  welche  einerseits  von  (m,  m*)  gleich  weit  abstehen  und 
andererseits  die  Schnittpunkte  der  Geraden  {0,  s')  mit  der  Wölbfläcbe 
repräsentieren. 

Da  die  Lage  der  durch  {m,  m')  gelegten  Geraden  (e,  ff")  sonst 
ganz  beliebig  ist,  so  folgt,  dass  überhaupt  jede  durch  {m,m') 
gehende  Gerade  die  gleiche  Eigenschaft  besitze,  also  einen  Durch- 
messer der  Wölbfläcbe  vorstelle;  es  ergibt  sich  somit  der  Satz: 

108.  „Derjenige  Punkt,  welcher  den  Abstand  der  Mittelpunkte 
der  heiden  Leitlireise  einer  Wolbfläehe  halbiert,  ist  ein  MittelpunM 
dieser  Fläche.'-^ 

§.  130. 

Aus  der  eben  angedeutetea  Constructionsart  der  Erzeugenden 
einer  Wölbfläche  ergibt  sich  ohne  Schwierigkeit,  dass  die  beiden  Leit- 
kreise {K^^  K\)  und  {K^,K'^)  einfache  Curven  der  Fläche  sind, 
d.  h.  dass  durch  jeden  Punkt  dieser  Kreise  stets  nur  eine  Erzeu- 
gende gehe. 

Ist  nämlich  beispielsweise  (»,,  a\)  (Taf.  11,  Fig.  18)  irgend  ein 
beliebiger  Punkt  des  Leitkreises  {K,,K\),  so  werden  die  durch  diesen 
Punkt  gehenden  Erzeugenden  der  Wölbfläche  nothwendig  in  der  durch 
denselben  und  durch  die  Leitgerade  {L,  L')  gelegten  vertical-pro- 
jieierenden  Ebene  £«fA  liegen.  Die  bezeichnete  Ebene  schneidet  aber 
(nach  Satz  107)  die  Wölbfläche  in  zwei  parallelen  Erzeugenden,  von 
welchen  offenbar  nur  eine  durch  {»,,  a\)  gehen  kann. 

Anders  verhält  es  sich  jedoch  mit  der  Leitgeraden  (i,  L'). 

Denken  wir  uns  auf  dieser  Leitgeraden  einen  Punkt  (p,  p') 
beliebig  angenommen  und  fragen  wir  nach  den  durch  diesen  Punkt 
gehenden  Erzeugenden  der  WOlbfläche. 

Da  die  besagten  Erzeugenden  den  Kreis  {K^,  K\)  treffen  sollen, 
so  müssen  sie  gleichzeitig  auch  Erzeugeade  jenes  Kegels  sein,  welcher 
den  Scheitel  {p,  p')  besitat  und  den  Kreis  {K^,  K'^)  enthält.  Der 
bezeichnete  Kegel  schneidet  die  verticale  Projectionsebene  [Ebene  des 
Leitkreises    {Ki,K',)]   in    einem  Kreise  (G,  C),  dessen  Verticalpro- 
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jeetioii  G  mit  K„,  in  Bezug  auf  p  {L  oder  m),  als  Ähnlichkei ts- 
punkt,  ähnlich  ist. 

Die  auf  dem  vorgeuaunteu  Kegel  liegeudeu  Eraeugeuden  der 
"Wölbfläehe  müssen  aber  auch  den  Kreis  (JST,,  K\)  schüeiden.  Besagte 
Erzeugenden  sind  daher  jene  Geraden  (y,,  f\]  und  (j-g,  y'^),  welche  den 
Puabt  (p,p')  mit  den  Öehnittpunkten  (Cj,  c',}  und  (d,,  d',)  der  beiden 
Kreise  {-ffi. -£',)  nu'l  (G,C')  yerbindec. 

Da  der  Mittelpunkt  o  von  G  auf  der  Geraden  M^M^  liegt,  so 
sind  die  vorerwähnten  Schnittpunkte  c^  und  {?,  in  einer  und  derselben 
zur  Grundlinie  senkrechten  Geraden  zu  suchen,  während  deren  hori- 
zontale Projectionen  e\   und  d',   zusammenfallen. 

Hierais  ist  unmittelbar  zu  entnehmen,  dass: 

a)  Durch  jeden  Punkt  {p,  p')  der  Leitgeraden  (L,  L')  zwei  Er- 
zeugende (y„y\)  und  (y^,  f'^)  der  Wülbfläehe  gehen,  die  Leitgerade 
also  eine  Doppelgerade  der  Fläche  vorstelle; 

h)  dass  je  zwei  solche  Krzeugenden  in  einer  und  derselben  hori- 
zontal-projicier enden  Ebene  liegen,  da  sieh  ihre  Honaontalprojectiouen 
/,  und  y'g  decken,  und  endlich 

c)  dass  diese  beiden  Erzeugenden  gegen  die  (horizontale)  durch 
{L,  L')  und  (ü/j  il/j,  M\  i¥'j)  bestimmte  Ebene  sjmmetriacii  liegen, 
da  das  Gleiche  auch  von  ihren  verticalen  Projectiouen  j',  und  y^  gegen 
die  Gerade  M^M^  gilt. 

Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 

109.  ^'Die  Leitgerade  einer  Wölbfläche  ist  eine  Boppelgerade. 
Die  beiden  durch  jeden  PunM  der  Leitgeraden  gehenden  Erzeugenden 
sind  symmetrisch  gegen  jene  Ebene,  welche  die  Leitgerade  und  die 
Mittelptmkte  der  Leitkreise  enthält.  Diese  Ebene  ist  also  eine  Sym- 
metrie- oder  Hauptebene  der  Wölbfläcke." 


§.  131. 

Wir  haben  bereits  (Satz  107)  nachgewiesen,  dass  eine  beliebige 
durch  die  Leitgerade  L  geführte  Ebene  s  mit  der  Wölbfläche,  außer 
dieser  Leitgeraden,  noch  awei  aneinander  parallele  Erzeugenden  g, 
und  ßj  gemein  habe. 

Der  Gesamnitsohnitt  der  Wölbfläche  mit  der  besagten 
Ebene  s  besteht  daher  aus  der  doppelt  zu  zählenden  Leitgeraden  und 
zwei  weiteren  Geraden;  repräsentiert  demnach  eine  degenerierte 
Ourve  vierter  Ordnung.  Dieses  Ergebnis  zusammengefasst,  ergibt 
den  Satz: 

120.  „Die  Wölbfläcke  ist  eine  tvindscJiiefe  Fläclie  vierten 
Grades."' 
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§.  132. 

Zu  den  bisher  aufgestellten  Sätzen  geiaDgen  wir  auch  auf  dem 
Wege  der  in  §.  16)  gegebenen  allgemeinen  Ordüungstiestimmuug 
windschiefer  Flächen,  sobald  wir  nur  die  besondere  Lage  der  Leit- 
linien gegeneinander  berücksichtigen. 

Vor  allem  haben  wir,  im  Sinne  der  an  obbezeichneter  Stelle 
gebiauchten  Bezeichnung,  im  vorliegenden  Falle  «^=1;  ni^  =  mg  =  2 
und  Sg  =  Sj=0  zu  setzen. 

Da  endlich  die  beiden  Leitkreise  7;C,  und  K^  in  parallelen  Ebenen 
liegen,  so  haben  sie  die  imaginären  Kreispunkte  auf  der  un- 
endlich fernen  Geraden  dieser  Ebenen  gemein;    es  ist  daher  s^  =  2. 

Hiernach  ist  die  Ordnung  des  Ortes  aller  Geraden,  welche 
K„  K^  und  L  schneiden,  ausgedrückt  durch: 

M  =  2m^m^m;,  —  s,»h,  —  s^m.^  —  äj^'a  =  6. 

Nach  Abrechnung  des  bereits  früher  genannten,  an  dem  geome- 
trischen Orte  tbeilnehmendeii  Kegels,  erübrigt  sonach  für  die  Wölb- 
fläche die  Ordnungszahl  „vier". 

Der  Grad  der  Vielfaohheit  von  L^,  K^  und  Ka  ist,  wie 
bereits  anderweitig  gezeigt  wurde,  beziehungsweise  m^.m^  —  .«,  =  2% 
^m^.m^  —  s^  ^=  1    und    m, .  «^  —  s^-=^  \. 

§.   133. 

"Übergehen  wir  nun  darauf,  die  Wölbfläehe  in  Bezug  auf 
ihre  singulären  Erzeugeaden  zu  uutersuchen. 

Vor  allem  wird  es  sich  diesfalls  zeigen,  dass  keine  Doppel- 
erzetigenden   existieren. 

Aus  Früherem  ist  bekannt,  dass  bei  einer  windschiefen  Fläche, 
welche  durch  drei  Leitlinien  gegeben  ist,  die  Doppeleraeugenden 
als  jene  Geraden  auftreten,  welche  zwei  von  den  Leitlinien  in  je 
einem  Punkte,  die  dritte  hingegen  in  zwei  Punkten  treffen. 

Im  Falle  der  Wölbfläche  müssten  also  die  etwa  vorhandenen 
Doppelerzeugenden  den  einen  oder  den  anderen  Leitkreis  in  zwei 
Punkten  treffen,  somit  ihrer  ganzen  unendlichen  Ausdehnung  nach  in 
der  betreffenden  Kreisebene  liegen. 

Die  Ebene  des  Leitkreises  (Xi,K\)  (Taf.  II,  Fig.  18)  trifft  die 
Leitgerade  (L,  L')  in  dem  Punkte  (ffi,  st',)  und  den  zweiten  Leitkreis 
(Ä,,  Ä'j)  in  dessen  imaginären  Kreispunkten  i^  und  i^,  welche 
gleichzeitig  auch  die  Kreispuiikte  von  (/f,,  K\)  sind. 

Dass  die  Geraden  w^*,  und  Jt,  ig,  weiche  offenbar  imaginär  sind, 
keine  Doppelerzeugenden,  sondern   nur   einfache  Erzengenden  sein 
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können,  geht  schon  daraus  hervor,  dass  die  Fläche  vom  vierten 
Grade  ist,  während  bei  Annahme  des  ersteren  Falles,  dass  „Doppelt- 
erzeugende  existieren",  ihr  Schnitt  mit  der  Ebene  des  Leitkreises 
(Ä^j,  Z"',)  aus  diesem  Kreise  und  den  beiden  Doppelgeradeu 
bestehen  müsste,  daher  eine  Curve  sechster  Ordnung  repräsentieren 
würde. 

Übrigens  werden  wir  an  späterer  Stelle  auch  noch  auf  eine 
andere  Art  zu  einem  gleichen  Resultate  wie  hier  gelangen.  Es  besteht 
sonach  der  Satz; 

IIJ,  „Bie  Wölbfläche  besitzt  Iceine  {reellen  oder  imaginären) 
Doppelerz&ugenden. " 

§,  134. 

Bei  einer  vorhergegangenen  Betrachtung  fanden  wir,  dass  die 
Erzeugenden  der  Wölbfläche  paarweise  symmetrisch  gegen  die 
(horizontale)  durch  (i,  L')  und  {M^  M^,  M\  M\)  bestimmten  Ebene 
liegen,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  zwei  Erzeugenden  der  "Wölb- 
fläclie,  wie  etwa  (y,,  /,)  und  (y,,  /a)  (Taf.  11,  Fig.  18),  welche  durch 
zwei  auf  einer  und  derselben  Verticalen  liegenden  Punkte  (c,,  c'J  und 
((?!,  (7',)  des  Leitkreises  {K^,K\)  gehen,  sich  in  einem  Punkte  {p,p') 
der  Leitgeraden  {L,  L')  schneiden,  also  in  einer  und  derselben  hori- 
zontal-projicierenden  Ebene  liegen. 

Substituieren  wir  nun  der  ganz  allgemein  liegenden  Vertical- 
sehne  (c,  t?,,  c\  d\)  des  Kreises  (j^,,  K\)  insbesondere  eine  seiner  Ver- 
ticaltangenten,  so  fallen  die  beiden  Punkte  (e,,  c'j)  und  (d,,  d\) 
unendlich  nahe  aneinander;  sie  vereinigen  sich  also  in  dem  Berüh- 
rungspunkte (rj,r\)  oder  (s,,  s',)  der  betreffenden  Tangente. 

Dies  zugrunde  gelegt,  fallen  aber  auch  die  beiden  den  Punkten 
Cj  und  ä,  entsprechenden  Erzeugenden  y,  und  y^  unendlich  nahe 
aneinander;  dieselben  erscheinen  somit  zu  einer  Torsallinie 
(r,,  T\)  oder  (T^,  2»^)  vereinigt. 

Die  Schnittpunkte  (P,,  F\)  oder  (P^,  P'^)  von  (T„  T\)  oder 
(Tg,  2''j)  mit  der  Leitgeraden  {L,  L')  sind  sodann  die  zugehörigen 
„Spitzen"  und  die  horizontal-projiciarenden  Ebenen  von  (T,,  T',) 
und  {T^,T'^  die  entsprechenden  Torsalebenen. 

Nebenbei  mag  hier  noch  bemerkt  werden,  dass  die  beiden 
Torsallinien  {T^,  T\)  und  (T^,T'^}  gleichzeitig  auch  die  in  der 
Hauptebene  {L,  M^M^  liegenden  Erzeugenden  jenes  Cylinders  sind, 
welcher  durch  die  beiden  Leitkreise  K^^  und  K^  gegeben  ist. 

Außer  den  beiden  eben  gefundenen  Torsallinien,  welche 
jederzeit  reell  sind,  besitzt  die  "Wölbfläcbe  noch  zwei  weitere  Torsal- 
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llnieu,  deren  Realität  jedoch  von  der  gegenäeitigen  Lage  der 
Leitkreise  und  der  Leitgeraden  abhäDgig  ist. 

In  (Taf.  II,  Fig.  18)  ist  die  Lage  der  Leitkreise  eine  derartige, 
dasa  durcli  die  Leitgerade  {L,L')  keine  reellen  Tangentialebenen 
a,n  dieselben  gelegt  werden  können ,  indem  die  durch  L  an  die  Vertieal- 
projectionen  Ä',  und  K^  geführten  gemeinschaftlichen  Tangenten 
imaginär  sind. 

Denken  wir  uns  aber  die  beiden  Leitkreise  {K^,K\)  und  {K^,K'^ 
(Taf.  III,  Fig.  19),  derart  angenommen,  dass  ihre  Verticalprojectionen 
£■,  und  Ä'a  zwei  reelle  gemeinschaftliche  (selbstverständlich 
durch  L  gehende)  Tangenten  T^  und  T^  besitzen. 

Auf  Grundlage  des  Satzes  107)  wird  jede  durch  die  Leitgerade 
{L,L')  gehende  (vertical-projicierende)  Ebene  f^Sk  die  AVölbüäche  in 
zwei  zueißander  parallelen  Erzeugenden  ^,  und  g^  schneiden. 

Anstatt  nun  eine  derartige  Ebene  allgemein  zu  wählen,  nehmen 
wir  sie  insbesondere  so  an,  dass  ihre  Verticaltrace  £»  mit  einer  der 
beiden  vorgenannten  Tangenten,  allenfalls  mit  T^,  zusammenfalle.  Die 
besagte  Ebene  schneidet  den  Leitkreis  {K^,K\)  in  zwei  unendlich 
nahen  Punkten  {a^,a\)  und  (6,, 6',),  deren  Verticalprojectionen  in  dem 
Berührungspunkte  von  T^  vereinigt  sind.  Desgleichen  schneidet  die- 
selbe Ebene  auch  den  Leitkreis  [K^,  K'^)  in  zwei  unendlich  nahe 
aneinander  liegenden  Punkten  (»g,  a'^  und  (?>j,  &'g). 

Die  beiden  zu  einander  parallelen,  in  der  Ebene  £™  befindlichen 
Erzeugenden  der  Wölbüäehe,  d.  s.  die  Verbindungsgeraden  {a^  »g,  a\  a'^) 
und  (&|  &3, fc',  &'a)  sind  daher  gleichfalls  unendlich  nahe  aneinander 
liegend;  ihre  Vereinigung  (Tg,  S^)  repräsentiert  mithin  eine  Torsal- 
linie  mit  unendlich  ferner   Spitze   und  der  Torsalebene  *''". 

In  gleicher  Weise  erhält  man  in  der  zweiten  gemeinschaft- 
lichen Tangentialebene  s^^  der  beiden  Leitkreise  eine  Torsallinie 
{T^,T'^).    Es  besteht  somit  der  Satz: 

112.  „Die  Wölbfläche  besitzt  stets  zwei  reelle  TorsaUinien  (in 
der  Hauptehene  liegend),  deren  SpUsen  sich  auf  der  Leitgeraden  vor- 
finden, und  swei  reelle  oder  imaginäre  TorsaUinien  mit  unendlich 
fernen  Spiteen,  welche  in  den  reellem,  oder  imaginären  durch  die  Leit- 
gerade gehenden  Beriihrehenen  der  LeUhreise  liegen," 

§.  135, 
Die  imcndlicii  ferne  Curve  der  Wölbfläche,    d.  i.   der  geome- 
trische Ort    der    unendlich  fernen  Punkte    aller  Erzeu- 
,genden  der  Fläche,  ist  offenbar  eine  Doppelcurve,    da  (nach  Sata 
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107)  jeder  Erzeugenden  eine  zweite  zu  ihr  parallele  Erzeugende  ent- 
spviclit,  also  durch  jeden  Punkt  der  vorgenannten  Ourve  zwei  Er- 
zeugenden gehen. 

Die  Bescbaffeiiheit    der   uueudlicli   fernen  Curve   der  Wölbfläche 
]ässt   sich    in   sehr   eiofaeher  Weise    durcli   iiaclistehende  Betrachtung 


Seien  {K„K\)  und  (X„  K%)  (Taf.  IH,  Fig.  20)  wieder  die 
beiden  Leitiireise  und  {L,L')  die  Leitgerade.  Durch  die  letztere  denken 
wir  uns  eine  beliebige  Ebene  «„e;,  gelegt,  welche  (nach  Satz  107)  mit 
der  Wölbääehe  die  beiden  zu  einander  parallelen,  vom 
Fläehenmittelpunkte  (m,m')  gleich  weit  entfernten  Erzeugenden  (g,,^\) 
und  C^if^'a)  gemein  hat.  Die  erstore  möge  den  Leitkreis  {Kj,K\}  im 
Punkte  (a^,a\)  und  die  zweite  im  Punkte  i^jh',)  schueiden. 

Ziehen  wir  durch  den  Fläehenmittelpunkt  (m,  m')  zu  diesen 
beiden  Erzeugenden  eine  Parallele  (y.y'),  so  wird  diese  ebenfalls  in 
der  Ebene  s^Sh  liegen  und  den  Abstand  der  beiden  Erzeugenden  ^i 
und  g^  halbieren.  Hieraus  folgt  unmittelbar ,  dass  der  DuvcbstolS- 
punkt  {e,e')  der  Geraden  {y,y')  mit  der  verticalen  Projeetioosebeae 
(Ebene  des  Leitkreises  K^)  der  Mittelpunkt  der  Kreissehne  {a^\,a\})'^) 
sei,  und  dass  derselbe  daher  auf  dem  über  M^L  als  Durchmesser 
bescbri ebenen  Kveise  {S,  E')  liegen  mtts.se. 

Dieses  Resultat  ist  von  der  Wahl  der  Ebene  s^Sk  unabhängig, 
gilt  daher  für  alle  durch  {L,  L')  gelegten  Ebenen  in  gleicher 
Weise. 

Die  durch  {m,  m')  zu  sämmtliehen  Erzeugenden  der  Wölbääehe 
geführten  Parallelen  {yj-y')  bilden  somit  einen  Kegel  zweiten  Gra- 
des —  den  Richtungskegei  der  Wölbfiäehe  —  dessen  Scheitel 
der  Fläehenmittelpunkt  {m,m')  ist,  und  als  dessen  Leitlinie  der  ifreis 
(2/,2;')  betrachtet  werden  kann. 

Da  die  Leitgerade  {L,  L')  selbst  eine  Erzeugende  dieses  Kegels 
vorstellt  und  der  Kreisschnitt  {S,  S)  in  einer  zu  diesen  Erzeugenden 
senkrecht  stehenden  Ebene  liegt,  ist  der  Kegel  ein  »orthogonaler." 

Es  ist  diesfalls  leicht  zu  entnehmen,  dass  die  zweite  Schar  von 
Kreisschnitten  senkrecht  zur  Geraden  {M^  M^,  M\  M\)  stehe.  Hier- 
nach erhalten  wir  den  Satz: 

118.  „Der  Richtungskegei  einer  Wölbfiäehe  ist  ein  orthogonaler 
Kegel  stveiten  Grades ,  dessen  eine  8ch(w  von  Kreisscknittebenen 
parallel  mi  den  Ebenen  der  Leitkreise,  also  senkrecht  0ur  Leitgeraden 
ist,  loahrend  die  sweüe  Schar  von  Kreisscknittebenen  senkrecht  zu 
jener  Geraden  steht,  welche  die  Mittelpunkte  der  Leitkreise  verbindet. " 
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§.  136. 

Aus  dem  vorstehendeu  Satze  ist  uuinittelbar  au  ersehen,  dass 
die  unendlich  ferne  Doppeicurve  der  Wölbfläche,  welche 
auch  dem  Richtungskegel  angehört,  vom  zweiten  Grade  ist.  Dieselbe 
repräsentiert  im  Vereine  mit  der  Doppelgeradea  {L,  TJ)  eine  Doppei- 
curve dritter  Ordnung  der  Wölbfläche. 

Dass  keine  weiteren  Doppellinien,  also  auch  (Satz  111)  keine 
Doppelerzeugenden  vorhanden  sein  können ,  wird  ohneweiters 
klar,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Wölbfläche  vom  viörteu 
Grade  ist,  also  höchstens  eine  Doppeleurye  dritter  Ordnung  haben 
iiönne. 

Das  Vorhandensein  weiterer  Doppellinien  würde  nämlich  bedingen, 
dass  jeder  beliebige  eben  e  Schnitt  der  Mäche  eine  Curve  vierter  Ord- 
nung mit  mehr  als  drei  Doppelpunkten,  d.  i.  eine  zuaam- 
mengesetate  Curve  wäre,  was  zur  Folge  hätte,  dass  auch  die 
Fläche  selbst  aus  Flächen  niederer  Ordnung  bestehen  müsste. 

§.  137. 

Der  Richtungskegel  der  Wölbfläche  kann  mit  Vortheil 
Kur  Construction  der  asymptotischen  Ebene  einer  beliebigen 
Erzeugenden  der  bezeichneten  Fläche  verwendet  werden. 

Sei  beispielsweise  die  asymptotische  Ebene  der  Erzeugenden  (p',,  ß',) 
(Taf.  III,  Fig.  20),  d.  i,  jene  Ebene  zu  construieren,  welche  die  Wölb- 
fläche in  dem  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Erzeugenden  berShrt, 
so  haben  wir  uns  nur  auf  die  allen  windschiefen  Flächen  gemeinsame 
Eigenschaft  zu  beziehen,  dass  die  asymptotische  Ebene  irgend  einer 
Eraeugenden  zu  jener  Ebene  des  zugehörigen  Riehtungskegels  parallel 
sei,  deren  Berührungserzeugende  zur  Eraeugendeii  der  windschiefen 
Fläche  selbst  parallel  ist. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  (y,  /)  die  zur  Erzeugenden  (j',,  ^',) 
parallele  Erzeugende  des  Riehtungskegels.  Die  Verticaltrace  der  ihr 
entsprechenden  Kegelherührebene  ist  die  Tangente  t  des  Kreises  S  im 
Punkte  c.  Die  Verticaltrace  der  gesuchten  asymptotischen  Ebene 
ist  sodann  die  zu  x  durch  den  VertiealdurchstofSpunkt  ß,  von  {g^,  g\) 
geführte  Parallele  A',. 

§.  138. 
Der  Schnitt  der  Wölbfläehe   mit    einer  Ebene    ist   bei 
allgemeiner  Lage  der  letzteren  eine  Curve  vierter  Ordnung,  welche 
drei   reelle    oder    imaginäre  Doppelpunkte  an  jenen  Stellen 
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besitzt,  in  welclien  die  schneidende  Ebene  die  Doppelgerade  und 
den  nnendiich  fernen  Doppelkegelsclinitt  trifft. 

ConstructiF  bietet  die  Bestimmung  der  Schnitteurve  einev 
Wölbfläche  mit  irgend  einer  Ebene  S^St  (Taf.  III,  Fig.  21)  keinerlei 
Schwierigkeiten,  indem  anstandslos  einzelne  Punkte  der  besagten  Curve 
als  Durchschnittspunkte  der  Ebene  S  mit  beliebigen  Erzeugenden 
ermittelt  werden  können.  Hierbei  empfiehlt  sich  jedoch  folgende  Ver- 
einfachung. Mau  construiert  aunächst  den  Schnittpunkt  (d,  d')  der 
Ebene  ä,  Sk  mit  der  doppelten  Leitgeraden  (i,  L').  Dieser  Punkt 
repräsentiert  gleichzeitig  einen  der  drei  Doppelpunkte  der 
Schnitteurve  und  zwar  einen  wirklichen  oder  einen  isolierten 
Doppelpunkt,  je  nachdem  sich  derselbe  auf  dem  Theile  der  Leit- 
geraden befindet ,  durch  dessen  Punkte  reelle  Erzeugenden  der  Wölb- 
fläehe  gehen  oder  nicht. 

Zur  Bestimmung  weiterer  Punkte  der  Schnitteurve  kann  der  be- 
zeichnete Punkt  (i^,  d')  in  nachstehender  Weise  benützt  werden. 

Eine  beliebige ,  durch  die  Leitgerade  (i,  L')  gelegte  Ebene  «„  ti, 
schneidet  die  Wölbfläehe,  wie  bekannt,  in  zwei  zueinander  parallelen 
Erzeugenden  (ffi,  g',)  und  {g^,  g\).  Dieselbe  Ebene  s^Sh  schneidet 
ferner  die  Ebene  SgSk  ia  einer  Geraden,  welche  selbstverständlich 
durch  den  Punkt  {d,  d')  geht,  so  dass  zu  ihrer  vollständigen  Bestim- 
mung nur  noch  die  Ermittelung  eines  zweiten  Punktes ,  beispielsweise 
des  Schnittpunktes  {v,  v')  der  Verticaltracon  Ä  und  e„  nothwendig  ist. 
Die  Schnittgerade  {dv,d'v')  trifft  nun  die  beiden  Erzeugenden  (ßi,g'i) 
und  (^j,,  g'^)  in  zwei  Punkten  (p^,  p\)  und  (p^,  p'^),  welche  die  Dureh- 
stoßpunkte  der  Ebene  S^Sh  mit  diesen  Erzeugenden,  also  zwei  Punkte 
der  Durchschnittscurve  darstellen.  In  gleicher  Weise  liefert  jede 
andere  durch  {L,  L')  gehende  Ebene  zwei  Punkte  der  Curve. 

Die  beiden  unendlich  fernen  Doppelpunkte  der  Schnitt- 
eurve sind  im  vorliegenden  Falle  (Taf.  III,  Fig.  21)  imaginär,  da 
es  keine  reellen  Erzeugenden  der  Wölbfläche  gibt,  die  gleichzeitig  zur 
Ebene  S,Si,  parallel  sind. 

Palls  jedoch  die  unendlich  fernen  Punkte  reell  sind,  so 
ergibt  sieh  deren  Construetion  und  die  Ermittelung  der  zugehörigen 
Asymptoten  in  folgender  Weise. 

Die  Wölbfläche  sei  durch  (£",,  K\),  {K^,  K'^)  und  {L,  L')  (Taf.  III, 
Fig.  22)  dargestellt.  Der  zugehörige,  auf  bekannte  Art  construierte 
Kichtungskeget  werde  durch  [(m,  m'),  {2,  !!•)]  repräsentiert. 

Soll  der  Schnitt  dieser  Fläche  mit  einer  Ebene  S^Sk  reelle 
unendlich    ferne  Punkte   besitzen,    d.  h.  sollen  Erzeugende 
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der  Wölbfläche  esistierea,  die  zu  S^Si,  parallel  sind,  so 
müssen  sieh  derartige  Erzeugende  offenbar  auch  auf  dem  BieJitungs- 
kegel  voi-finden;  es  muss  also  eine  zu  S,Sh  parallel  durch  den  Scheitel 
(m,  m')  gelegte  Ebene  StS&  mit  dem  ßichtungskegel  zwei  reelle  Er- 
zeugende (y,  y')  und  (A,  i')  gemeiu  haben. 

Von  den  vier  Eraeugenden  (^,,  g'^y  (^'j,  3'g).  (?i,  ?',)  und  (ij,  I'g) 
der  Wölhfläche ,  von  welchen  die  beiden  ersteren  zu  (j/,  y')  sowohl, 
als  auch  untereinander,  die  beiden  letzteren  aber  zu  {}.,  V)  und  unter- 
einander parallel  sind ,  bestimmen  die  beiden  erstgenannten  Erzeu- 
genden den  einen  unendlich  fernen  Doppelpunkt  {%,  m'^),  die 
beiden  letzteren  dagegen  den  zweiten  unendlich  fernen  Doppelpunkt 
(M;,,  m'a)  der  Schnittcurve, 

Bestimmen  wir  weiters  auf  Grund  früherer  Erörterungen  die 
asymptotischen  Ebenen  von  (g,,  g',)  und  {g^,  g'a)  als  diejenigen 
Ebenen  (?\G\  und  G\G\,  welche  zu  der  Tangentialebene  r^Fb  des 
Kichtungskegels  längs  der  Geraden  (y,  y')  parallel  sind,  und  in  ana- 
loger Weise  die  den  Erzeugenden  [l„  l\)  und  (lg,  l'.^)  entsprechenden 
asymptotischen  Ebenen  L\L\  und  L\L\,  so  erhalten  wir  im  Schnitte 
der  beiden  ersteren  mit  der  Ebene  S^Si,  die  dem  unendlich  fernen 
Doppelpunkte  {uy,  u'y)  entsprechenden  Asymptoten  {yi.,y'j)  und  (yni^y, 
während  sich  im  Schnitte  der  beiden  ietatangeföhrten  Ebenen  mit  der 
Ebene  S^Sh  die  dem  unendlich  fernen  Doppelpunkte  (mj,  u'^  entspre- 
chenden Asymptoten  {Ij,  l'j)  und  (X^j,  i'„)  ergeben. 

§.  139. 

Geht  die  schneidende  Ebene  S  durch  eine  Erzeugende 
der  Wölbfläche,  so  berührt  sie  die  letztere  in  einem  gewissen 
Punkte  dieser  Erzeugenden ,  während  sich  ihr  Schnitt  mit  der  Wölb- 
fläche aus  eben  dieser  Erzengenden  und  aus  einer  Curve  dritter  Ord- 
nung zusammensetzt. 

Die hezeichuete  Curve  schneidet  dieErKeugendeiu  dreiPunkten, 
wovon  der  eine  der  vorgenannte  Berührungspunkt  ist,  der  zweite  in 
uuendliehe  Entfernung  fällt  und  der  dritte  auf  der  Leitgeraden  liegt. 
Außerdem  besitzt  die  vorbezeichnete  Curve  stets  einen  reellen,  in 
unendlicher  Entfernung  liegenden  Doppelpunkt. 

Das  eben  Gesagte  dürfte  durch  die  folgende  Überlegung  klar- 
gelegt werden.  Die  schneidende  Ebene  enthält  eine  Erzeugende  g  der 
Wölbfläche.  Die  zu  ihr  durch  den  Scheitel  des  Richtungskegels  paraUel 
gelegte  Ebene  hat  demnach  mit  dem  letzteren  die  zu  g  parallele  Er- 
zeugende y  gemein    uud  muss  folglich  noch  eine  zweite,  zu  y  nicht 
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parallele  Erzeugende  A  des  Kiehtungskegels  enthalteü.  Die  beiden  zu 
^'parallelen  Erzengeaden  der  Wölbfläche  liefern  sodann  jenen  reellen 
unendlich  ferneu  Doppelpunkt  der  SchnittcurTe. 

§-  140. 

Enthält  eine  Ebene  zwei  Erzeugende  der  Wölbfläclie,  so 
berührt  aje  die  letztere  in  zwei  Punkten,  von  welchen  auf  jeder  der 
beiden  Erzeugenden  einer  dieser  Punkte  liegt. 

Es  ist  klar,  dass  die  besagte  Ebene  diesfalls  mit  der  Wölbfläche, 
außer  den  beiden  Erzeugenden,  nur  noch  einen  Ort  zweiter  Ord- 
nung gemein  haben  kann. 

Bei  der  Wölbfläche  sind  zwei  Seharen  solcher  doppelt- 
berflhrender  Ebenen  zu  unterscheiden.  Zn  der  einen  Schar  ge- 
hören sämmtliehe  Ebenen,  welche  durch  die  Leitgerade  gehen.  Jede 
derartige  Ebene  enthält  bekanntlieb  zwei  zueinander  parallele  Erzeu- 
gende und  berührt  die  Wölbfläche  in  jenen  beiden  Punkten,  in  welchen 
diese  Erzeugenden  die  Leitgerade  treffen.  Der  Schnitt  einer  jeden 
solchen  Ebene  mit  der  Wölbfläche  besteht  aus  dem  vorgenannten  Er- 
zengendenpaar  und  einem  Orte  zweiter  Ordnung,  welcher  durch  die 
doppelt  zu  zählende  Leitgerade  repräsentiert  wird. 

Zu  der  zweiten  Schar  von  Bitangentialebenen  gehören 
die  durch  die  Erzeugenden  gehenden,  zur  Hauptebene  senkrecht 
stehenden  (horizontal-proji eierenden)  Ebenen.  Es  wurde  diesbezüglicti 
nachgewiesen  (Satz  109) ,  dass  jede  hoiizontal-projicierende  Ebene, 
welche  eine  Erzeugende  der  Wölbfläche  enthält,  noch  eine  zweite 
Erzeugende  enthalten  müsse,  welche  mit  der  ersteren  gegen  die 
Hauptebene  der  Wölbfläche  symmetrisch  liegt. 

Besagte  Ebene  wird  daher  die  Wölbfläche  in  zwei  verschiedenen 
Ponkten  berühi'en,  von  welchen  auf  jeder  der  beiden  Erzeugenden 
einer  liegt;  die  genannte  Ebene  ist  somit  eine  Bitangential- 
ebene  der  Wölbfläche. 

Jede  ßitangential ebene  dieser  Art  hat  mit  der  Wölbfläche  außer 
den  vorgenannten  zwei  Erzeugenden  noch  einen  wirklichen  Kegel- 
schnitt gemein. 

Hieraus  ist  gleichzeitig  zu  ersehen,  dass  auf  der  Wölbfläche  die 
beiden  Leitkreise  nicht  die  einzigen  Ourven  zweiten  Grades  sind, 
sondern,  dass  sich  deren  auf  der  Fläche  unendlich  viele  vorfinden. 

Es  fragt  sich  nun,  in  welchem  Zusammenhange  die  Bitan- 
gentialebenen dieser  Art  zueinander  stehen ,  oder  mit  anderen 
Worten,  was  ihr  Erzeugnis  ist. 
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Vor  allem  ist  eiuleuchtend,  dass  dieselben,  nachdem  sie  sämmt^ 
lieh  horizontal-projieiereud  sind,  einen  Cylinder  mit  horizontal- 
projicierenden  Erzeugenden  e  i  n  b  ii  1 1  e  n  werden.  Ferner  ist  ebenso 
klar,  däss,  nachdem  die  Horizontaltracen  aller  dieser  Ebenen  mit  den 
HorizontalproJBctionen  der  in  ihnen  liegenden  Erzeugenden  ausammen- 
fallen,  die  Horizoii talspur  des  genannten  Cylinders  durch  die 
nämliche  Curve  dargestellt  werde,  welche  von  den  Homontalprojec- 
tionen  aller  Erzeugenden  eingehüllt  wird,  also  dieContour  der 
Wölbfläche  bildet. 

Um  diese  Ciirve  näher  zu  untersuchen,  stellen  wir  folgende  Be- 
trachtung an.  Seien  wieder  {K,,K\)  wiL{K^,K'^)  (Taf.  III,  Fig.  23) 
die  beiden  Leitkreise  und  {L,  L')  die  Leitgerade  der  Wölbfläche. 

Eine  beliebig  durch  L  gezogene  Gerade  ^r,  repräsentiert  stets 
die  Verticalprojection  einer  {eigentlich  zweier)  Erzeugenden.  Die 
Horizontalprojection  g\  dieser  Erzeugenden  erhält  man  als  die  Ver- 
bindungegerade jener  beiden  Punkte  a\  und  ß'g,  welche  als  Hori- 
KOntalprojectioneii  den  beiden  Schnittpunkten  a,  und  «j  von  g  mit 
den  Leitkreisen  entsprechen.  Das  andere  Paar  6,  und  \  von  Schnitt- 
punkten liefert  eine  Bweite  Erzeugende  ((/j,  g'^. 

Es  können  nun,  behufs  Erreichung  des  vorliegenden  Zweckes, 
nachstehende  Folgerungen  angestellt  werden. 

Die  Polare  von  L  In  Bezug  auf  den  Kveis  X,  ist  eine  verticale 
Gerade  X,  welche  die  Verbinduugsgerade  MH  der  Kreismittelpunkte 
in  einem  Punkte  jt  sehneidet, 

Projiciert  man  die  beiden  Punkte  a^  und  \,  in  weichen  g  den 
Kreis  K^  trifft ,  auf  H  nach  or,  resp.  (3j ,  so  sind ,  welches  auch  die 
Lage  der  durch  L  gezogenen  Geraden  5,  sein  mag,  a,  und  ß,  stets 
conjugiert  harmonische  Punkte  in  Bezug  auf  die  beiden  festen 
Punkte  L  und  rc. 

Projicieien  wir  ferner  auch  den  Punkt  a^,  in  welchem  5,  den 
Leitkreis  K^  schneidet,  und  welcher,  in  Bezug  auf  L  als  Symmetrie- 
centrum, symmetrisch  zu  6,  liegt,  auf  H  nach  0^,  so  wird  auch  Kg 
mit  ß^,  in  Bezug  aufi  als  Gentium,  symmetrisch  sein. 

Weiters  wird  hierbei  au  beachten  sein,  dass  jene  Geraden,  welche 
die  Punkte  «,  und  a^  nach  n,  und  «g  piojicieren,  dieselben  Punkte 
auch  nach  a\  resp.  a'^  piojicieren 

Denken  wir  uns  nun  die  Gerade  g^  um  L  gedreht,  so  wird,  der 

Punkt  «1  auf  if  eine  Punktreihe  («, )  durchlaufen.  Der  Punkt /3„ 

als  der  in  Bezug  auf  X  und  st  conjugiert  harmonische  Punkt  zu  «,, 
wird  daher  gleichzeitig  eine  zur  Reihe  (a,  .  .  .  .)  projeoti vische 


y  Google 


150 

Reihe  (^, ... .)  besehreiben,  uad  ebenso  beschreibt  auch  der  Punkt  «j 
eine  zur  Reihe  {ß^. ...]  symmetriache,  also  zu  dieser  und  mithin  auch 
zur  Efiiiie  («j )  projeetivisehe  ßeihe  (a^....). 

Sind  aber  die  beiden  Reihen  (k,  )  und  (kj....)  projec- 
tiviseh,  bo  &ind  es  oftenbai  auch  die  aus  ihnen,  auf  ij,  und  jjj,  durch 
ParalleJprojection   hervoi gegangenen  Reihen  (a',  ....)   und  (a'g....). 

Die  Verbmdung&geraden  g'i  ^nthpiecheader^  Punkte  a\  und  a', 
dieser  Keihpn,  d  b  die  Houzontalprojectionen  der  Erzeugenden  der 
Wßlbfläehe,  umhüllen  daher  einen  Kegelschnitt  JI',  welcher 
auch  die  Träger  tj,  und  ijj  der  beiden  Reihen  beröhrt. 

Da  die  Horizonialprojectionen  der  Erzeugenden  paarweise 
symmetrisch  gegen  m'  liegen,  so  ist  dieser  Punkt  m'  der  Mittel- 
punkt des  Kegelschnittes  11'. 

Durch  m'  gehen  aber  auch  die  Horizontalprojeetionea  von  Ge- 
raden, welche  der  Wölbfläehe  angehören,  nämlich  L'  und  T\  oder  T'q. 
Da  diese  Geraden  gleichfalls  Taagenten  der  Horizontalcontour 
J7'  sind,  so  ist  diese  Contour  eine  Hyperbel  mit  den  Asymp- 
toten i'  und  2",  (oder  T^). 

Es  ergibt  sich  sonach  im  Vereine  mit  den  vorhergehenden  Be- 
trachtungen der  Satz : 

114.  „Die  Biiangentialebenen  einer  Wölbfläehe,  welehe  Paare 
von  Erzeugenden  enthalten,  die  symmetrisch  gegen  die  Hauplebene 
liegen,  schneiden  die  Wölbfläche  in  eigentlichen  Kegelschnitten  und 
umhüllen  einen  auf  der  Hauptehene  senkrecht  stehenden  hyperbolischen 
Oylinder. 

Die  asymptotischen  Ebenen  dieses  Cylinders  sind  jene  beiden 
mr  Hcmptebene  senkrechten  Ebenen,  von  welchen  die  eine  die  Leit- 
gerade, die  tmdere  aber  die  beiden  mit  unendlich  fernen  Spitzen  ver- 
■  Torsallinien  enthält.''^ 


§■  141. 

7.  Aufgabe.  Es  ist  die  Tangentialebene  der  Wölbfläche  in  einem 
ihrer  Punkte  za  construieren. 

Erste   Methode.     Mittelst    eines    Sehmiegungshyperbo- 
loides. 

Sei  {g,  g')  (Taf.  IV,  Fig.  24)  eine  Erzeugende  der  Wölbfläche, 
welcbe  die  Leitkreise  [Ky,  K\)  und  (X^,  K'^) ,  beziehungsweise  in 
(«p  «',)  und  {(Jj,  a'j)  sehneidet.  Auf  dieser  Eraeugenden  sei  der 
Beruh  rangsp unkt  {p,  p')  für  die  zu  eonstruierende  T 
gegeben. 
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Ersetzen  wir  in  den  Punkten  {a^,  a\)  und  («j,  a'„)  die  beiden 
Leitkreise  durch  ihre  Tangenten  (^,,''1)  «nd  {t^,  t'q),  so  können,  wie 
aus  der  allgemeinen  Theorie  der  windschiefen  Flächen  bekannt  ist,  die 
drei  Geraden  (L,  L'],  {t^,  t\)  und  (t^,  t'^  als  Leitgeraden  für  ein 
windschiefes  Hyperboloid  betrachtet  werden,  welches  sieh  der 
Wölbfläche  längs  der  Erzeugeaden  {g,  g')  anschmiegt. 

Behufs  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  wird ,  es  somit  genügen, 
die  Bestirnnmüg  der  Tangentialebene  dieses  Hyperboloides  im  Punkte 
{Pil}')  2«  volkiehen. 

Besagte  Ebene  enthält  einerseits  die  Enseugende  {g,  g'}  und 
andrerseits  die  durch  (p,p')  gehende  Erzeugende  des  zweiten  S 
Um  die  letztere  zu  erhalten,  bestimmen  wir  zunächst  zwei  I 
des  Systems  g.  Die  eine  ist  die  vertical-projieierende  Gerade  (j»,,  y',), 
welche  durch  den  Schnittpunkt  der  Vertiealprojectionen  t,  und  t^  geht, 
und  die  andere  {y^.y'^)  oder  (c,  |5,,  «'i(5',)  erhält  man  einfach  ver- 
mittelst der  durch  {L,  L')  gehenden  horizontalen  Ebene. 

Die  durch  {p,  p')  führende  Erzeugende  des  zweiten  Systems  ist 
sonait  jene  Gerade  ft  A'),  welche  gleichzeitig  (/i,  7',)  «od  (7aj  y'a) 
schneidet.  Die  Verticalprojection  l  derselben  ergibt  sich  unmittelbar 
als  die  Verbindungsgerade  pj-,,  and  hieraus  ist  die  Horizontalprojee- 
tion  X'  vermittelst  des  auf  {y^,  y\)  liegenden  Punktes  (e,  a')  leicht 
abzuleiten.  Die  durch  {g,  g')  nnd  {l,  V)  geführte  Ebene  B^H,,  ist  die 
gesuchte  Berührehene, 

§.  U2. 

ZweiteMethode.  Mittelst  des  Schmiegungsparaboloides. 

Sei  {g,  g')  (Taf.  IV,  Eig.  2ö)  wieder  eine  Erzeugende  der  Wölb- 
fiäche,  welche  die  Leitkreise  {K^,  K\),  (K^,  K'^)  beziehungsweise  in 
(«,,«',)  und  {«s,  «'a)  schneidet,  und  sei  ferner  (p,p')  der  auf  dieser 
Erzeugenden  gegebene  Berührungspunkt.  Weiters  seien  (.S,,  2',)  und 
(^Jj,  Z^j)  die  beiden  Kreise,  iü  welchen  der  Biehtungskegel  der  Wölh- 
fläche  die  Ebenen  der  beiden  Leitkreise  sehneidet. 

Fohren  wir  an  U,  und  2J^  in  jenen  Punkten,  welche  gleichzeitig 
der  Verticalprojection  g  aagehörea,  die  beiden  Tangenten  r,  und  t,, 
so  repräsentieren  diese,  wie  aus  einer  früheren  Construction  bekannt, 
die  Schnitt  geraden  der  Leitkreisebenen  mit  jener  Ebene  F  des  ßich- 
tungskegels ,  welche  zur  Erzeugenden  (g,  g')  und  zur  asymptotischen 
Ebene  dieser  Erzeugenden  parallel  läuft. 

Ersetzen  wir  femer  die  Leitkreise  in  den  Punkten  (»,,  «',)  und 
(Oj,  d'a)  durch  ihre  Tangenten  (i,,  t\)  und  (t^,  t'^),  so  wird  das  hyper- 
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bolische  Paraboloid,  welches  {t,,t\)  und  (i,j,  i'n)  zu  Leitgeraden 
uud  die  Ebene  F  aur  Eiehtebene  hat,  ein  Schmiegungsparaboloid 
der  Wölhfläche  längs  der  Erzeugenden  (g,  g')  darstellen.  Wir  haben 
daher  nichts  anderes  zu  thun,  als  die  Tangentialebene  dieses 
Paraboloides  im  Punkte  (p,^,)  zu  constmieren. 

Die  besagte  Ebene  enthält  einerseits  die  Erzeugende  {g,  g')  und 
andererseits  die  durch  {p,p')  gehenäe  Erzeugende  {k,  l')  des  zweiten 
Systems.  Um  letztere  zu  erhalten,  becöthigen  wir  noch  eine  Erzeu- 
gende des  ersten  Systems  und  die  Riehtebene  für  das  zweite  System 
der  Erzengendeu. 

Vor  allem  ist  einleuchtend ,  daas  die  Ebene  T  die  beiden  Leit- 
geraden  (i,,  t\)  und  {t^,  t'^}  in  jenen  zwei  Pnnkten  (a,,  ft\)  und 
(«ar  «'a)  schneidet,  welche  gleichzeitig  den  Geraden  (r, ,  x\)  und 
(ra,  t'a)  angehi5reo,  und  dass  somit  die  Gerade  (j-,  y')  =  («,  ßj,  (y.\a'„) 
eine  Erzeugende  des  Paraboloides  von  demselben  Systeme  vorstellt, 
dem  die  Erzeugende  {g,  g')  angehört. 

Die  Eichtehene  für  die  Erzeugenden  des  Systems  A  ist  parallel 
zu  den  beiden  Leitgeraden  (#,,('[)  und  (ig,  fj),  erscheint  somit  durch 
die  verticale  Projeetiönsebene  dargestellt. 

Die  durch  {p,  p')  gehende  Erzeugende  {X,  l')  des  zweiten  Systems 
ist  nun  jene  Gerade,  welche  die  Erzeugende  (y,  y')  in  {ß,  ß')  schneidet 
und  nebstbei  zur  verticalen  Projeetiönsebene,  als  Richtebene,  parallel 
ist.  Die  verlaugte  Tangentialebene  B^Bh  ist  sonach  jene,  welche 
die  beiden  Geraden  ((/,  g')  und  (l,  k')  enthält. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  durch  directe  Umkehrung  der 
beiden  letztangegebeuen ,  resp.  durchgeführten  Constructionen  ebenso 
leicht  auch  der  Berührungspunkt  (p,p')  einer  beliebig  durch  eine 
Erzeugende  {g,  g')  gelegten  Ebene  bestimmt  werden  kann. 

Ebenso  wird  nunmehr  auch  die  Construction  einer  zu  einer 
gegebenen  Ebene  parallelen  Tangentialebene  und  die  Be- 
stimmung ihres  Berührungspunktes  keinerlei  Schwierigkeiten 
bieten  können.  Man  wird  nämlich  zunächst  mit  Zuhilfenahme  des 
Richtungskegels  die  zur  gegebenen  Ebene  parallelen  Erzeugeaden 
der  Wölbfläche  aufsuchen,  durch  diese  die  verlangten  Tangeutialebeaen 
legen,  und  hierauf  mittelst  der  Sehmiegungsparaboloide  oder  Hyper- 
boloide deren  Berührungspunkte  constmieren.^) 
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VI.  CapitGl.  . 
Das  Kegelsctinitts-Conoid. 

§.  143. 

]  eine  gerade  Linie  in  der  Weise,  dass  sie  iii  jeder 
ihrer  Lagen  einen  Kegelschnitt  £■  sowohl,  als  auch  eine  Leit- 
gerade B  schneidet,  üherdies  aber  zu  einer  gegebenen  Ebene 
.B  (der  Eichtebene)  parallel  bleibt,  so  pflegt  man  die  so  erzeugte 
Fläche  das  Kegelschnitts-Couoid  zu  nennen. 

Hat  die  Leitgerade  D  mit  dem  Leitkegelschnitt  K  keinen 
Punkt  gemein,  so  ist  das  Conoid ,  wie  aus  den  vorhergegangenen  all- 
gemeinen Betrachtungen   (für    «  =  2)  erhellt,  vom  vierten  Grade. 

Der  Fall,  wenn  die  Leitgerade  mit  dem  Leitkegelschnitte  einen 
Punkt  gemein  hat,  ist  bereits  gelegeatlieh  der  Untersuchung  der  Eegel- 
flächen  dritten  Grades  erörtert  worden. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  es  für  die  Untersuchung  der  projecti- 
vischen  Eigenschaften  des  Conoides ,  sowie  auch  für  die  graphische 
Durcliführung  der  mit  dieser  Fläche  verbundenen  Probleme  gleichgiltig 
sei,  ob  das  Conoid  als  ein  „gerades"  oder  „schiefes"  voraus- 
gesetzt, d.  h.  ob  die  Leitgerade  T)  seakrecht  oder  geneigt  zur  Eicht- 
ebene li  angenommen  wird. 

Um  das  Conoid  in  orthogonaler  Projection  darzustellen,  wählen 
wir,  der  Einfachheit  wegen,  unmittelbar  die  Eichtebene  R  des 
Conoides  als  horizontale  Projectionsebene,  während  wir  die  verticale 
Projectionsebene  vorläufig  beliebig  annehmen. 

Seien  diesfalls  D  und  D'  (Taf.  IV,  Fig.  26)  die  Projecfcionen 
der  Leitgeraden  und  K  und  K'  jene  des  in  der  Ebene  LcLi,  liegenden 
Leitkegelsehnittes. 

Um  dieser  Anordnung  gemäß,  eine  beliebige  Erzeugende  des 
Conoides  au  erhalten,  wird  es  genügen,  eine  willkürliche  zur  hori- 
zontalen Projectionsebene  (Richtebene)  pai-allele  Ebene    j;    zu   führen. 

Diese  Ebene  ij  trifft  die  Leitgerade  (D,  B')  im  Punkte  {n,  n') 
und  den  Leitkegelschnitt  {K,K')  in  den  beiden  Punkten  {PxtP'i)  und 
{Pi'P'zh  I'iß  Verbindungsgeraden  (gi,g\)  und  {g^,  g'q)  von  (w,  n'} 
mit  (Pf,p\)  und  {pq,p'^)  stellen  bereits  zwei  Erzeugende  des  Conoides 
dar.  Auf  gleiche  Weise  erhält  man  weitere  Paare  von  Erzeugenden. 
Da  überdies  der  Scbnittpnnkt  (w,  n')  eines  jeden  Paares  von  Erzeugenden 
auf  der  Leitgeraden  {B,  D')  liegt,    so   fiudet    man    gleichzeitig    auch 
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durch  die  ebea  angedeutete  CoEStruetion,  dass  (B,  D')  eine  Doppel- 
gerade des  Conoides  sei. 

Ertlieilen  wir  der  vorgenauuten  Hilfsebene  i?  besondere  Lagen 
und  wählen  wir  die  besagte  Ebene  unter  der  Bezeiebnung  vi'  vor 
allem  so,  dass  sie  durch  denjenigen  Punkt  (s,  s')  geht,  in  welchem  die 
Leitgerade  {I>,  I)')  die  Ebene  L^Lh  des  Leitkegelsehnittea  {K,  K') 
trifft.  Diesfalls  schneidet  diese  Ebene  ij'  die  Ebene  i^is  in  einer 
durch  (s,  s')  gehenden  Geraden  {d,ä'),  welche  den  Leitkegelschnitt 
[K,  K')  in  den  beiden  Punkten  (a,  «')  und  (b,  h')  begegnet. 

Die  Gerade  {d,  d')  repräsentiert  nun  als  Verbindungsgerade  der 
Punkte  (s,  s')  und  («,  a')  sowohl,  als  auch  als  Verbindungsgerade  der 
Punkte  (s,  sO  und  (6, 6')  eine  Erzeugeade  des  Conoides.  Während 
also  in  einer  beliebigen  Ebene  jj  zwei  Conoiderzeugende  liegen,  welche 
einen  Punkt  («,  n')  auf  der  Leitgeraden  (D,  B')  gemein  haben,  fallen 
die  beiden  Erzeugenden  —  für  die  specielle  Lage  ij'  der  Hilfsebene  — 
in  eine  und  dieselbe  Gerade  {d,d')  zusammen;  die  letztere  wird 
sonach  eine  „Doppelerzeugende"  des  Conoides  darstellen. 

Zugleich  folgt  aus  der  Art  und  Weise  der  Construetion,  dass  das 
Kegelschnitts-Conoid  nur  eine  einzige  Doppelerzeugende 
zulasse. 

Wenn  die  Gerade  {d,  d'}  den  Leitkegelsehnitt  {K,  K')  in  zwei 
imaginären  Punkten  schneidet ,  so  repräsentiert  dieselbe  eine 
„ideelle  Doppelerzeugende"  des  Conoides,  welcher  übrigens  die- 
selben Eigenschaften,  wie  einer  reellen  Doppelerzeugenden  zu- 
kommen. 

Nachdem  die  sämmtlichen  Ebenen  i/  zur  Richtebene  des  Conoides, 
d.  i.  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  sind,  so  sind  ihre 
Schnitte  mit  der  Ebene  L^  Li,  des  Leitkegelsehsittes  selbstverständlich 
auch  sämmtlich  parallel  zur  Horizontaltraee  L,,. 

Denken  wir  uns  weiters  an  den  Leitkegelschnitt  (K,  K')  (Taf.  IV, 
Fig.  27)  die  beiden  zur  Horizontaltraee  Lh  parallelen  Tangenten  ge- 
zogen, so  wird  durch  jede  derselben  eise  zur  horizontalen  Projections- 
ebene parallele  Ebene  ij  gelegt  werden  können.  Die  Verticaltracen 
dieser  beiden  Ebenen  sind,  wie  wohl  nicht  erst  nachgewiesen  zu  werden 
braucht,  die  beiden  zur  Grundlinie  XX  parallelen  Tangenten  tj,  und 
7J2  an  die  verticale  Projection  K  des  Leitkegelsehnittes.  Die  Punkte 
m^  und  w»g,  in  welchen  »j,  resp.  i^j  die  Projection  K  berühren,  sind 
zugleich  die  Verticalprojectionen  jener  Punkte,  in  welchen  die  Ebenen 
ij,  und  jju  selbst  oder  auch  ihre  Schnittgeraden  mit  der  Ebene  LcLi, 
den  Leitkegelsehnitt  {K,  K')  berühren. 
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Betrachten  wir  nun  diese  beiden  Ebenen  mit  Eäcksicht  auf  die 
in  ihnen  Hegenden  Conoiderzeugenden. 

Die  Ebene  -»j,  schneidet  die  Leitgerade  (D,  D')  in  einem  Punkte 
(w,,  w',)  und  den  Leitkegel schnitt  {K,  K')  in  den  beiden  unendlich 
nahen  Punkten  (a,,«',)  und  {&„  6',),  welche  indem  Berührungs- 
punkte {m^,m\)  vereinigt  sind.  Infolge  dessen  siad  auch  die 
beiden  in  ij,  liegenden  Conoideraeagenden  unendlich  nahe  anein- 
ander gelegen;  ihre  Vereinigung  {T^,  T\)  oder  {n^m^,n\■m\)  reprä- 
sentiert mithin  eine  „Torsaliinie"  mit  der  „Spitze"  (w,,  w',).  Die 
Ebene  ■r\^  ist  die  zugehörige  „Torsalebeae",  welche  das  Conoid  in 
allen  Punkten  der  Torsallinie  (2'„  T\)  bertthrt. 

Iß  gleicher  Weise  ergibt  sich  eine  zweite  Torsallinie  {T^,T',,) 
in  der  Ebene  i?i,  deren  Spitze  der  Schnittpunkt  («2,w'a)  dieser  Ebene 
mit  der  Leitgeradea  {D,  D')  ist. 

Die  Erzeugenden  des  Conoides  lassen  sich  selbstverstäad- 
lieh  auch  noch  auf  eine  andere  Art  construieren. 

Legen  wir  nämlich  durch  die  Leitgerade  (D,  D')  (Taf.  IV, 
Fig.  26)  eine  beliebige  Ebene  -E„E/,,  so  wird  diese  die  Ebene  L^L,, 
des  Leitkegelschnittes  in  einer  Geraden  (X,  X')  schneiden ,  den  Leit- 
kegelschnitt {K,K')  selbst  aber  in  jenen  beiden  Punkten  (;r,,jr',)  und 
(%,  re'a)  trefEen,  in  welchen  derselbe  der  genannten  Schaittgeradeu 
(A,  V)  Ijegegnet. 

Führt  man  nun  durch  (re,,3r',)  und  {^^,^'^  die  Geraden  fj',,j'',) 
resp,  (^5,  y'g)  parallel  zur  Horizontaltrace  _£*,  so  werden  dieselben 
offenbar  Erzeugende  des  Conoides  repräsentieren.  Denn  einer- 
seits treffen  sie  den  Leitkegelschnitt  in  je  einem  Punkte,  andererseits 
sind  sie  zur  Trace  Ei^,  also  auch  zur  horizontalen  Projectionsebene 
(Richtebeue)  parallel,  und  endlich  schneiden  dieselben  die  Leitgerade 
{D,D'),  da  sie  mit  dieser  in  einer  und  derselben  Ebene  EcE/,  liegen. 

Dreht  man  die  Hilfsebene  E^E/,  um  die  Leitgerade  (D,  D'),  so 
ist  einleuchtend,  dass  auf  Grund  der  eben  entwickelten  Construction 
alle  anderweitigen  Erzeugenden  des  Conoides  erhalten  werden  können. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  zwei  besondere  Lagen 
der  Hilfsebene  E,Eh. 

Die  Schnittgerade  ß,  !.')  (Taf.  IV,  Fig.  27)  der  Hilfsebene  E 
mit  der  Ebene  L  des  Leitkegelschuittes  geht  durch  den  Punkt  (s,  s'), 
in  welchem  die  letztere  von  der  Leitgeraden  {I),!)')  getroffen  wird. 
Führt  man  durch  (s,  s')  an  den  Leitkegelschnitt  {K,  K')  die  beiden 
möglichen  Tangenten  (A,,  X\)  und  {l^,  J.',},  so  lassen  sich  durch  diese 
und    durch   die    Gerade    {D,  Ö')    zwei    Ebenen  E\E\   und  E^^E'-t, 
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legen,  welche  die  vorgenanDten  speciellea  Lagen  der  Hilfsebene  E 
vorstellen, 

Betrachten  ivir  beispielsweise  die  Ebeae  E\E'h.  Dieselbe  schneidet 
die  Ebene  LeLh  in  der  Tangente  {X^,l\)  des  Leitkegelseiinittes  {K,K'), 
triftt  d^hei  den  letzteren  selbst  in  zwei  unendlioli  nahen,  d.  i.  im 
Bemhiungspunkte  {m^.m'^)  vereinigten  Punkten  (^^j)',)  und  (j>„,^'j). 
Wenn  wir  nun  durch  (m^,  m'^)  zur  Traee  E'h  die  Parallele  {T^,  2",) 
ziehen,  so  lepräsentiert  diese,  gemäß  der  früheren  für  die  allgemeine 
Lage  der  Hilf^ebene  E  erörterten  Construetion ,  die  Vereinigung  der 
beiden  unendlich  nahen,  den  Punkten  (pi,p\)  und  (p^,  p'^) 
entsprechenden  Erzeugenden  {y,,  f',)  und  (^2,^3).  Die  Gerade  (Tg.T'^) 
ist  somit  eine  Torsallinie  des  Conoides  und  die  Ebene  E^^E^h 
die  zugehörige  Torsalebene. 

Die  Spitze  dieser  Torsallinie  ist  der  unendlich  ferne, 
Punkt  von  (I3,  T'^)  und  gehört  der  unendlich  fernen  Leit- 
geraden des  Conoides  an,  da  die  beiden  zur  Torsalllaie  vereinigten 
Erzeugenden  (sowie  überhaupt  jedes  in  einer  Hilfsebene  E  liegendes 
Eraeugendenpaar)  zueinander  parallel  sind.  Ebenso  liefert  auch 
die  zweite  Ebene  E%E^,,  eine  Torsallinie  (T^,  T'^). 

§■  144, 

Bisher  haben  wir  das  Kegelschnitts- Conoid  in  orthogonaler  Pro- 
jection  derart  dargestellt,  dass  die  Eiehtebene  unmittelbar  zur  hori- 
zontalen Projeetionsebene  gewählt,  die  verticale  Projeetionsebene  hin- 
gegen beliebig  angenommen  wurde.  Unter  dieser  Voraussetzung  er- 
gaben sich  die  Projectionen  der  Leitgeraden,  sowie  die  des  Leitkegel- 
schaittes  in  sogenannter  allgemeiner  Lage. 

Nun  wollen  wir,  mittelst  der  Centralprojeetion  eine  Eigen- 
schaft des  Conoides  ableiten,  welche  uns  gestattet,  dasselbe  in 
eine  engere  Beziehung  zu  den  Projectionsebenen  zu  bringen  und  es 
ermöglicht  wird, auch  die  orthogonal-projeetivische  Darstellung 
der  Fläche   auf   speciellere   und   einfachere  Weise  zu  bewerkstelligen. 

Indem  wir  somit  von  der  Centralprojeetion  Gebrauch  machen, 
nehmen  wir  die  Bildebens  zusammenfallend  mit  der  Ebene  des  Leit- 
kegelschnittes  K  (Taf.  IV,  Fig.  28)  an  und  wählen  das  Projeotions- 
centrum  auf  der  Leitgeraden  D,  so,  dass  diese  central-projee- 
tivisch  durch  ihren  Durchstoß punkt  s  mit  der  Bildebene  dargestellt 
erscheint.  Die  Eluebttrace  -R^  der  ßichtebene  wird  unter  dieser  An- 
nahme selbstverständlich  eine  Gerade  sein,  welcher  keine  besondere 
Lage  gegen -,ff  und  s  zukömmt.  .     - 
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Zu  bemerken  ist  diesfalls,  dass  das  in  dlesev  Weise  dargestellte 
Kegelschnitts-Conoid  ein  allgemeines  ist,  indem  die  besonderen 
Verhältnisse  in  seiner  Protection  lediglich  bloß  dnrch  die  apecielle 
Wahl  der  Bildebene   und  des  Projectionscentrums  herbeigeführt  sind. 

Um  irgend  eine  beliebige  Erzeugende  dieses  Coiioides  darzustellen, 
haben  wir  nur  zu  berücksichtigen ,  dass  dieselbe  die  Leitgerade  D 
schneiden,  ihre  Centralprojection  g  also  durch  s  gehen  müsse.  Da 
diese  Erzeugende  zur  Kichtebene  JR  parallel  sein  soll,  so  findet  man 
ihren  Eluehtpunkt  tp  im  Schnitte  von  g  mit  Jf„.  Besagte  Erzeugende 
sehneidet  aber  auch  den  Leitkegelsohnitt  K  und  da  der  letztere  in 
der  Bildebene  liegt,  wird  der  betreffende  Schnittpunkt  gleichzeitig  der 
Durehstoßpuntt  der  Erzeugenden  sein.  Nachdem  weiters  die  Gerade 
g  mit  dem  Kegelschnitte  K  zwei  Punkte  d  und  ö'  gemein  hat,  so  ist 
unschwer  za  erkennen,  dass  in  g  die  Projectionen  zweier  Erzengenden 
g  und  g'  vereinigt  sind,  welche  einen  gemeinschaftlicließ  Fluchtpunkt 
q>  besitzen  und  mithin  parallel  sind. 

Aus  früheren  Betrachtungen  wissen  wir  ferner,  dass  diejenige 
Gerade,  welche  durch  den  Schnittpunkt  s  der  Leitgeraden  mit  der  Ebene 
des  Leitkegelschnittes  K  parallel  zur  Eichtebene  gezogen  wird,  die 
Doppelerzeugende  des  Conoides  repräsentiert. 

In  Fig.  28,  Taf.  IV  ist  diese  Doppelerzeugende  durch  jene  Gerade 
d  in  der  Bildebene  dargestellt,  welche  durch  den  Punkt  s  parallel 
Bur  Fluchttrace  B^  gezogen  wird. 

Mit  Zugrundelegung  der  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Conoide 
gegebenen  Änzahlbestimmnngen  ist  das  Kegelschnitts  -  Conoid 
eine  windschiefe  Fläche  vierter  Ordnung.  Dasselbe  wird 
demgemäß  von  jeder  Ebene  in  einer  Curve  vierter  Ordnung 
geschnitten.  Wird  die  schneidende  Ebene  insbesondere  durch  die 
Doppeigeraäe  d  gelegt ,  so  aer fällt  die  Schnittcurve  in 
eben  diese  Doppelgerade  und  in  einen  Kegelschnitt, 

Zur  Peststellung  dieser  Eigenschaft  gelangen  wir  auch  auf  fol- 
gendem Wege,  durch  welchen  überdies  der  besondere  Zusammen- 
hang der  Projectionen  aller  auf  dem  Conoide  liegenden 
Kegelschnitte   näher  beleuchtet  wird. 

Legen  wir  durch  die  Doppelgerade  d  (Taf  IV,  Fig.  28)  eine 
beliebige  Ebene  E,  so  wird,  infolge  der  besonderen  Darstelluagsart, 
die  Bildfläehtrace  Si,  dieser  Ebene  mit  d  selbst  zusammenfallen, 
während  die  Fluchttrace  £„  durch  eine  beliebige  zu  d,  also  auch  zu 
El  parallele  Gerade  dargestellt  erscheint. 

Um  den  Schnitt  des  Conoides  mit  dieser  Ebene  zu  ünden, 
haben  wir  zu  berücksichtigen,  dass  derselbe  der  geometrische  Ort  der 
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Schnittpunkte  der  Ebene  E  mit  allen  Erzeugenden  der  vorgegebenen 
Fläche  sei. 

Führen  wir  beispielsweise  durch  die  Erzeugende  g  oder  d(p  eine 
Hilfsehene  Khi,  deren  Traeen  senkrecht  zu  d  stehen  mögen,  so 
schneidet  dieselbe  die  Ebene  E  in  einer  Geraden  ö'^,  welche  ihrer- 
seits die  Gerade  g  in  deren  Schnittpunkte  ^  mit  der  Ebene  E  trifft. 
Hierdurch  erhalten  wir  In  ^  die  Centralprojection  eines  Punktes  der 
Sehnittcurve. 

Bezeichnen  wir  den  Schnittpunkt  von  d  und  A„  mit  n  und  den 
Schnittpunkt  von  &ip  mit  der  durch  s  za  d  senkrecht  gezogenen  Ge- 
raden mit  sr,  so  folgt  aus  den  ähnlichen  Dreiecken  &ns  und  &i!n,  dass 

sn  =:  mj! .  —^ 

sei.    Es  ergibt  sich  somit,  weil 

—  —  —   und  -^  =  --*- 
(pz/        <pjp  (pQ       nd' 

ist,  obueweiters  die  Relation; 

Berücksichtigt  man  nun,  dass  die  beiden  Strecken  fpip  und  ntp 
bloß  von  der  Lage  der  drei  parallelen  Geraden  d,  S,,  und 
i'j  abhängig  sind,  so  findet  man,  dass  das  Doppelverhältnis  [sfpSJ) 
für  alle  Paare  von  Punkten  S  und  J  dasselbe  ist. 

Hieraus  folgt  aber,  dass  der  geometrische  Ort  der  Punkte 
J,  d.  i.  die  Centralprojection  der  Sehnittcurve  des  Conoides 
mit  der  Ebene  E^  Ej, ,  für  s  als  CoUineationsceatrum,  für  ü,  als  Col- 

liueationsachse,  und  das  Verhältnis  ^—  als  Charakteristik  der 

CoUineation ,  centrisch  eoUinear  mit  dem  Kegelschnitte  K  sei, 
und  mithin  wieder  einen  Kegelschnitt  repräsentiere. 

Die  Eigenschaft,  dass  einerseits  das  Conoid  von  jeder  durch  die 
Doppelerzeugende  gehenden  Ebene  in  einem  Kegel- 
schnitte getroffen  wird,  festgehalten,  und  andererseits  der  Um- 
stand, dass  durch  die  Doppelerzeugende  stets  eine  zur  ßichtebene 
senkrechte  Ebene  gelegt  werden  könne,  nicht  aus  dem  Auge  verloren, 
gelangt  man  zu  dem  Schlüsse ,  dass  ein  Conoid ,  unbeschadet 
seiner  individuellen  Allgemeinheit,  in  orthogonaler  Pro- 
jection  immer  so  dargestellt  werden  könne,  dass  man  zu  seiner  Be- 
stimmung die  horizontale  Projectionsebene  als  Kichtebene,  einen  be- 
liebigen Kegelschnitt  in  der  verticalen  Projectionsebene  als  Leitkegel- 
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schnitt,  und  eine  beliebige  gegen  die  Projectiousebenen  geneigte  Gerade 
als  Leitgerade  wälilt. 

Erwägt  man  ferner,  dass  jene  Ebenen,  welche  das  Conoid 
nach  Kegelsclinitten  schneiden,  ein  Büschel  mit  der  Doppel- 
erKeugenden  als  Achse  bilden,  so  findet  man  unmittelbar,  dass 
die  Ebenen  dieses  Büschels  auf  allen  Erzeugenden  des  Conoides 
projectivische  Punktreihen  bestimmen. 

Nachdem  aber  die  Pnnlite  dieser  Reiben  keine  anderen  sind,  als 
jene,  in  welchen  die  Conoiderzeugenden  von  den  auf  der  Fläche  lie- 
genden Kegelschnitten  getroffen  werden,  so  ergibt  sich  der  Satz: 

115.  „Alle  Erzeugenden  eines  Kegelsckniüs-Conoides  werden  von 
den  auf  der  Fläche  liegenden  Kegelschnitten  in  projectwisehen  Tunkt- 
reiJien  getroffen." 

§.  145. 

Denken  wir  uns  nun  ein  Conoid  in  der  vorangegebenen  Weise 
dargestellt ,  indem  wir  die  horizontale  Projectionsebene  als  Kieht- 
ebene  voraussetzen,  den  Leitkegelschnitt  K  (Taf.  V,  Fig.  29)  in  der 
verticalen  Projectionsebene  wählen  und  die  Leitgerade  (D,D')  beliebig 
annehmea,  und  beschäftigen  wir  uns  mit  der 

8.  Aufgebe.  Es  ist  der  ebene  ScMltt  des  Kegelselmittsconoldes 
zu.  bestimmen. 

Bei  allgemeiaer  Lage  der  Transversalebene  E^Ei,  ist  der  besagte 
Schnitt  eine  Curve  vierter  Ordnung  und  repräsentiert  den  geome- 
trischen Ort  der  Schnittpunkte  der  Ebene  E,Eit  mit  allen 
Erzeugenden  des  Conoides. 

Einzelne  Punkte  dieser  Schnittcurve  werden  daher  erbalten, 
wenn  man  die  Treffpunkte  der  Ebene  E^E^  mit  beliebigen  Erzeugen- 
den des  Conoides  bestimmt.  Der  einfachste  Weg,  welcher  ia  dieser 
Beziehung  zum  Ziele  führt,  sei  durch  Nachstehendes  gekennaeichnet. 

Man  wählt  zunächst  eine  Eeihe  schneidender,  zur  Richfcebene 
(horizontale  Projectionsebene)  paralleler  Hilfsebenen  «],,  »jg,  ijj  .  .  ., 
Heben  wir  beispielsweise  die  Ebene  »j,  hervor,  so  schneidet  dieselbe 
die  Transversalebene  E^E,^  in  einer  zur  Horizontaltrace  Eh  parallelen 
Geraden  (0„s\),  den  Leitkegelschnitt  K  in  den  beiden  Punkten  {a^,a\) 
imd(&,,b'j)  und  die  Leitgerade  (DiJ^')  imPunkte  («|,n',).  Die  Geraden 
{3t,g',)  und  C;»,,/,),  welche  in^,n',)  mit  den  beiden  Punkten  («,,«',) 
und  (&,,&'i)  verbinden,  sind  selbstverständlich  die  beiden  in  der 
Ebene  ijj  liegenden  Conoiderzeugenden.  Die  Schnittpunkte 
(PfP'i)  iiiid  {^,,31:',)  derselben  mit  der  Geraden  {g,,o\)  repräsentieren, 
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da  sie  dem  Conoide  und  der  Traiisversalebene  S  gleichzeitig  an- 
gehören, zwei  Punkte  der  gesuchten  Schnittcurve.  In  gleicher 
Weise  wird  jede  der  anderen  Hilfsebenen  jj^,  ij, . . .  je  zwei  Punkte 
der  Schnittcurye  liefern. 

Hin  die  Gestalt  der  Schnittcurve  genau  kennen  zulernen, 
wird  die  Forderung,  die  „singiilären"  Punkte  derselben  zu  con- 
struieren,  an  uns  herantreten. 

Vor  allem  anderen  ist  diesbezüglich  heryorauheben ,  dass  die 
Schnittcurve  zwei  in  endlicher  Entfernung  liegende  Doppel- 
punkte besitze.  Der  eine  dieser  Punkte  ist  der  Schnittpunkt  (^,  ^J') 
der  Ebene  Es  Ei,  init  der  Doppelgeraden  {I),B')\  der  zweite 
dagegen  ist  der  in  der  vertiealeii  Projectionsebene  liegende  Schnittpunkt 
{S,S')  der  Ebene  E^^Eh  mit  der  Doppelerzeugenden  {d,  ä'). 

Ton  Wichtigkeit  für  die  Kenntnis  des  Verlaufs  der  Schnittcurve 
ist  offenbar  die  Bestimmung  ihrer  unendlich  fernen  Punkte  und 
die  der  zugehörigen  Asymptoten,  Bevor  wir  jedoch  zur  ConstructiOü 
derselben  schreiten,  sei  noch  folgende  Betrachtung  vorangesehiekt. 

Die  unendlich  ferne  Ebene  enthält  außer  der  Doppelgeraden  V 
des  Oonoides  (unendlich  ferne  Gerade  der  Biohfcebene)  zwei  reelle  oder 
imaginäre  Erzeugenden. 

Bezeichnen  wir  diesbezüglich  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Leitgeraden  I)  mit  m  und  die  unendlich  fernen  Punkte  des  Leitkegel- 
schnittes K  mit  w,  und  u^,  so  sind  die  Geraden  tut,  und  uu^,  da  sie 
sowohl  den  Leitkegelschnitt  K,  als  auch  die  beiden  Leitgeraden  1) 
und  C  schneiden,  Kwei  in  der  unendlich  fernen  Ebene  lie- 
gende Conoiderzeugende.  Diese  Erzeugenden  sind  reell  oder 
imaginär,  je  nachdem  die  beiden  Punkte  m,  und  u^  reell  oder 
imaginär  sind,  d.  h.  je  nachdem  der  Leitkegelsehnitt  ^eine  Hyperbel 
oder  eine  Ellipse  sein  wird. 

Die  Transversalebene  E,  resp.  ihre  unendlich  ferne  Gerade, 
schneidet  die  unendlich  ferne  Doppelgerade  oder  Leitgerade  TJ  in  einem 
Punkte  V  und  die  beiden  unendlich  fernen  Erzeugenden  mm,  und  mMj 
in.  zwei  Punkten  v^  und  v,^.  Die  Schnittcurve  der  Ebene  E^Eh  mit 
dem  Conoide  besitzt  daher  drei  unendlich  ferne  Punkte  »,  v^ 
und  «s,  von  weichen  der  erste,  als  der  doppelten  Leitgeraden  U  ange- 
hörend, ein  Doppelpunkt  der  Schnittcurve  ist. 

Der  getroffenen  Annahme  entsprechend,  ist  der  Leitkegelsehnitt 
K  (Taf.  V,  Fig.  29)  eine  Ellipse ;  es  sind  daher  die  beiden  unendlich 
fernen  Erzeugenden,  also  auch  die  denselben  entsprechenden  unend- 
lich fernen  Punkte  der  Schnittcurve  imaginär.  Dagegen  ist  der 
unendlich  ferne  Doppelpunkt  v  der  Schnittcurve,  d.  i.  der 
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Schnittpunkt  der  Ebene  E  mit  der  unendlich  fernen  Leitgeradeii  U, 
stets  reell.  Der  letztbezeiehiiete  Punkt  erscheint  somit  als  der  un- 
endlich ferne  Punkt  der  Horizontaltrace  E^  der  schneidenden  Ebene 
E,  durch  den  Schnitt  der  Ebene  E  mit  der  Riehtebene  dargestellt. 

Die  beiden,  diesem  Doppelpunkte  entsprechenden  Asymp- 
toten können  wie  folgt  eonatruiert  werden. 

Zunächst  bestimmen  wir  die  beiden  durch  den  fragliehen  Punkt 
0  gehenden  Erzeugenden  (/[,  A',)  und  (Ag,  A'^)  des  Conoides  in  der 
Weise,  dass  wir  durch  die  Leitgerade  {D,B')  eine  Ebene  e^eh  parallel 
zur  Horizontaitraee  ^ft  führen.  Durch  die  Punkte  («,,«',)  und  (k,,,  a'i), 
in  welchen  die  Verticaltrace  e„  dieser  Hilfsebene  e  den  Leitkegelschnitt 
K  schneidet,  gehen  die  obgenannten  Erzeugenden  (Jl,,  A',)  und  (Aj,  X'^ 
parallel  zur  Trace  Eu- 

Die  beiden  horizontalen  Ebenen  e,  und  e^,  welche  durch  diese 
beiden  Erzeugenden  gelegt  werden,  enthalten  auch  die  unendlicb  ferne 
Leitgerade  P,  berühren  daher  das  Conoid  in  dem  vorgenannten  un- 
endlich fernen  Punkte  v.  Die  Schnittgeraden  {A^,  A\)  und  {A^,  A'^) 
dieser  Ebenen  E[  und  s^  mit  der  Transrersalebene  E^^Ei,  sind  mithin 
die  Tangenten  der  Schnittcurve  in  dem  unendlieh  fernen 
Doppelpunkte  v,  oder  mit  anderen  Worten,  die  beiden  gesuchten 
Asymptoten  dieser  Curve. 

Wird  die  schneidende  Ebene  E^Eh  speciell  durch  eine 
Erzeugende  g  des  Conoides  gelegt,  so  repräsentiert  dieselbe 
gleichzeitig  die  Tangentialebene  des  Conoides  in  einem  gewissen 
Punkte  der  Erzeugenden  g. 

Ans  der  allgemeinen  Theorie  der  windschiefen  Flächen  ist  dies- 
bezüglich bekannt,  dass  in  dem  vorliegenden  Falle  der  Schnitt  des 
Conoides  mit  der  Ebene  E  in  eine  Curve  C^  dritter  Ordnung  und 
in  die  Erzeugende  g  zerfällt.  Die  Gerade  g  und  die  Curve  (y 
haben  drei  Punkte  gemein,  von  welchen  der  eine  der  Berührungs- 
punkt der  Ebene  £,Ea  mit  dem  Coaoide  ist,  während  die  beiden 
anderen  Schnittpunkte  Doppelpunkte  des  Gesammtscbuittes 
vorstellen  und  den  beiden  Leitgeraden  D  und  V  angehören. 

§.  146. 
Was  die  graphische  Durchführung  der  Berührungs- 
probleme für  das  Kegelschnitts-Conoid  anbelangt,  so  hat 
man  sich  vor  allem  daian  zu  punneui ,  dass  die  Beriihrungsebene 
einer  windschiefen  Fläche  stets  die  duri.h  den  Berührungspunkt  gellende 
Erzeugende  enthalten  muss,  und  da^i  umgekehrt  jede  Ebene,  welche 
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eine  Erzeugende  einer  windseliiefeii  Fläche  enthält,   diese  letztere  ia 
einem  gewissen  Punkte  dieser  Erzeugenden  berührt. 

Berücksichtigt  man  weiters,  dass  eine  windschiefe  Fläche  längs 
jeder  ihrer  Erzeugenden  von  unendlich  vielen  Hyperboloiden  und 
Paraboloiden  berührt  wird,  oder  beachtet  man  den  hieraus  folgenden 
Satz,  dass  die  Eeihe  der  Berührungspunkte  auf  einer  Eraeu- 
gendsö  einer  windschiefen  Fläche  zu  dem  Büschel  der  ihnen 
entsprechenden  Erzeugenden  projeetivisch  sei,  so  bietet  die 
Construction  der  Berührebecen  eines  Conoides  unter  den  verschiedenen 
möglichen  Bedingungen  keine  nennenswerten  Schwierigkeiten. 

Da  die  construetive  Verwendung  der  Schmiegungs -Hyper- 
boloide oder  Schmiegungs- Paraboloi  de  bereits  an  anderer 
Stelle  zur  Geltung  gebracht  wurde,  so  wird  es  dissfaUs  genügen, 
wenn  wir  bloß  noch  einige  Berührungsprobleme  mit  Zugrundelegung 
der  vorgenannten  Projectivität  behandeln. 

9.  Aufgabe.  Es  ist  die  Berührungsebene  eines  Kegelsohnitts- 
Oonoides  in  einem  seiner  Punkte  zu  construleren, 

Sei  K  (Taf.  IV,  Fig.  30}  ein  in  der  verticalen  Projeetionsebene 
liegender  Leitkegelschnitfc,  (D,I)')  die  Leitgerade,  und  die  horizontale 
Projeetionsebene  die  Eichtebene. 

Bestimmen  wir  zunächst  eine  beliebige  Erzeugende  (g,  g')  des 
Conoides ,  welche  den  Kegelschnitt  K  in  dem  Punkte  {a,  a')  und  die 
Leitgerade  (D,  D')  in  dem  Punkte  (h,  h')  treffen  möge.  Auf  dieser 
Erzeugenden  wählen  wir  einen  beliebigen  Punkt  (PfP')  als  Berühnings- 
punkt  der  zu  suchenden  Berührungsebene  B'^Bl. 

Aus  Früherem  wissen  wir,  dass  die  letztgeuanate  Ebene  durch 
die  Erzeugende  {g,  g')  gebe  und  in  dem  Büschel  der  durch  {g,  g') 
gelegten  Berührungsebenen  dem  Punkte  {p,p')  —  letzteren  als  Ele- 
ment der  zu  dem  vorbezeichneten  Büschel  projectivischen  Reihe  der 
Berührungspunkte  a.uf  (g,  g')  betrachtet  —  entsprechen  müsse. 

Es  können  diesfalls  besonders  drei  Tangentialebenen  durch 
die  Erzeugende  (g,g'')  geführt  werden,  welche  sammt  ihren  Berüh- 
rungspunkten höchst  einfach  construierbar  sind. 

a)  Die  Tangentialebene  B"  des  Conoides  im  Punkte  («, «')  der 
Erzeugenden  {g,g').  Besagte  Ebene  gebt  durch  die  Erzeugende  {g,g') 
und  muss  die  Tangente  JS"  des  Leitkegeischnittes  K  im  Punkte  {a,  »') 
enthalten.  Da  K  in  der  verticalen  Projeetionsebene  liegt,  so  gilt  das- 
selbe auch  von  der  Tangente  JB" ;  letztere  ist  daher  gleichzeitig  die 
Vertiealtrace  der  in  Eede  stehenden  Tangentialebene  B". 
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i)  Die  TaugentialebeQe  JB''  ia  dem  Punkte  (b,  h')  der  Erzeugenden 
ig,g')-  Dieselbe  ist  nämlicli  jene  Ebene,  welche  durch  (g,  9')  und 
die  Leitgerade  (D,D')  gelegt  werden  kano.  Die  Verticältrace  BI  der- 
selben geht  durch  a  als  Verticalspur  der  Erzeugenden  {g,  g'). 

c)  Die  asymptotische  Ebene  B"  der  Eraeugenden  {g,g'), 
d.  i.  jeue  Ebene,  welche  das  Conoid  in  dem  unendlich  fernen  Punkte 
(CcoC'«)  der  Erzeugenden  ig,g')  berührt.  Es  ist  dies  diejenige  Ebene, 
welche  außer  der  Erzeugenden  i^^g')  auch  die  unendlich  ferne  Leit- 
gerade V  enthält,  also  parallel  zur  horizontalen  Projeetionsebene  lanft. 
Die  Verticältrace  J5"  fUUt  mit  der  zugehörigen  Projection  g  zu- 
sammen. 

Durch  die  drei  Paare  entsprechender  Elemente  u,  h,  c«  und 
B" ,  &,  B^  ist  die  projectivische  Beziehung  der  Berüh- 
rungspunkte und  die  der  Tangentialebenen  vollständig 
bestimmt.  Man  wird  daher  bloß  in  dem  Büschel  (B",  B'',  B". . . .) 
jene  Ebene  Bf  zu  construieren  haben,  welche  dem  Punkte  ^  der 
Reihe  {a,  h,  c«,...)  entspricht. 

Diese  Construction  kann  gleichfalls  auf  eine  höchst  einfache 
Weise  bewerkstelligt  werden.  Das  BQschel  der  Tangentialebenen  durch 
{g,  g')  wird  nämlich  von  der  verticalen  Projeetionsebene  in  dem  dem- 
selben projfictivischen  Büschel  der  Verticaltraeen 
(£",  B\,  Bl...)  geschnitten.  Die  Verticältrace  5^  der  gesuchten  Be- 
rührebene  wird  somit  in  diesem  Büschel  jenen  Strahl  darstellen, 
weicher  dem  Punkte  p  der  Reihe  (»,  6,  c«  . , . )  entspricht. 

Das  Büschel  {B^v,  -E'„,  B^. . .)  schneidet  die  Grundlinie  in  der 
Pönktreihe  (te,  ^,  )<„... ),  welche  Bur  Reihe  («,  &,  c«...)  gleichfalls 
projecfcivisch  ist.  Berücksichtigt  maß  jedoch,  dass  der  unendlich  ferne 
Schnittpaukt  der  beiden  Träger  dieser  Reihen  zwei  einander  ent- 
sprechende Punkte  c„  und  f!D  vereinigt,  so  finden  wir,  dass  die 
beiden  Reihen  insbesondere  perspecti visch  liegen,  dass  also  die 
Verbindiingsgeraden  entsprechender  Punkte  derselben  durch  einen  festen 
Punkt,  und  zwar  durch  jenen  Punkt  s  gehen,  in  welchem  sich  die 
Oeraden  aa  und  hß  schneiden. 

Hiernach  ergibt  sich  der  dem  Punkte  j)  von  (a,  &,  c«,  j>. , .)  ent- 
sprechende Punkt  w  der  Reihe  (a,  ^,  y^^  re. . ,)  als  Schnittpunkt  der 
örundlinie  mit  dem  Strahle  sp,  sowie  ferner  auch  die  Verticältrace 
B^,  der  verlangten  B  e r ü  h r  e  b  e n  e  als  Ver bindungsgerade  der 
Punkte  o  und  it.  Die  Horizontaltrace  Bl  geht  durch  re  und  ist, 
nachdem  die  Ebene  B''  die  zur  horizontalen  Projeetionsebene  parallele 
\  ig,  g')  enthält,  parallel  zur  Projection  g'. 
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§■  147. 

10.  Äufgahe.  An  eiß  Kegel sclmittsconoid  ist  parallel  zu  einer 
gegebenen  Ebene  eine  Berährebene  zn  legen  nnd  der  Beriihrtings- 
pnnkt  der  letzteren  zu  construieren. 

Das  Conoid  sei  wieder  durch  die  horizontale  Projeetionsebene  als 
Riehtebene,  durch  dea  in  der  verticaleii  Projeetionsebene  gegebenen 
teitkegelsehnitt  K  (Taf.  lY,  Fig.  30)  und  die  Leitgerade  (Ö,  D') 
gegeben.  Die  Eheue,  zu  welcher  die  gesuchte  BerQhrebene  parallel 
sein  soll,  sei  E^Eh. 

Die  zn  constmierende  Ebene  B^^Bl  enthält  nothwendig  eine 
Eraeiigende  {g,g')  des  Conoidea,  und  da  die  bezeichnete  Ebene  zur 
Eheno  E,Eh  parallel  sein  soll,  so  muss  auch  die  genannte  Erzeugende 
{g,  g')  zur  Ebene  E,  Eh  parallel  sein. 

Da  aber  außerdem  die  Erzeugende  (g.  g')  zur  horizontalen  Projee- 
tionsebene als  Richtebene  parallel  sein  muss,  so  ist  einleuchtend, 
dass  sie  iusbesondere  auch  zu  dem  Schnitte  der  genannten  beiden 
Ebenen,  d.  i.  Kur  Horizoataltrace  Eh  parallel  laufen  wird.  Hiernach 
ergibt  sich  die  Erzeugende  {g,  g')  auf  nachstehende  Weise. 

Wir  construieren  eine  Ebene  bIbI,  welche  durch  die  Leit- 
gerade (Z),  1)')  geht  und  deren  Horizontaltraee  Bi  zu  Ei,  parallel  ist. 
Die  letztgenannte  Ebene  (resp.  ihre  Verticaltrace  ßj)  sehneidet  den 
Leitkegels chnifct  K  m  awei  Punkten,  wovon  der  eine  durch  (a,  a') 
dargestellt  sein  mag.  Die  durch  (a,  a')  parallel  zu  Bh  gezogene  Ge- 
rade [g,  g')  ist  bereits  die  gesuchte,  zur  Ebene  E„Eh  parallele  Erzeu- 
gende des  CoBOides.  Der  aweite  Schnittpunkt  von  BI  mit  K  wSrde 
selbstverständlich  eine  zweite  derartige  Erzeugende  liefern. 

Legen  wir  nun  durch  (g,  g')  die  Ebene  B^„Bl  parallel  zur 
Ebene  £„.Eä,  so  erhält  man  durch  iJj.BA  die  verlangte  Tangential- 
ebene dargestellt. 

Es    erübrigt   nunmehr    noch,    den    auf   der  Erzeugenden    {g,  g') 
'  liegenden  Berührungspunkt  ip, p')  derselben  zu  ermitteln. 

Zu  diesem  Zwecke  benutzen  wir  wieder  die  projectivisebe 
Beziehung  zwischen  den  Punkten  von  (g,g')  und  den  ihnen  ent- 
sprechenden Tangentialebenen. 

Die  Constrnetion  ergibt  sich  hierbei  durch  einfache  Umkehrung 
des  in  der  vorhergehenden  Aufgabe  eingehaltenen  Verfahrens.  Es  ist 
nämiich  B\  die  Verticaltrace  jener  Ebene,  welche  die  Erzeugende 
{g,g')  und  die  Leitgerade  {D,  D')  enthält,  also  das  Conoid  in  dem 
Schnittpunkte  (h,  l')  dieser  beiden  Geraden  berührt.  Die  Tangente  £" 
von  K  im  Punkte  a  ist  die  Verticaltrace  der  das  Conoid  im  Punkte 
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(es,  a')  berührenden  Ebene.  Die  Gerade  Bl  (zusammenfallend  mit  g) 
ist  die  Yerticaltrace  der  asymptotischen  Ebene  des  Co- 
noides  für  die  Erzeugende  (g,  g') ,  d.  i.  jener  Ebene,  welche  das 
Cönoid  in  dem  unendlich  fernen  Punkt  c=o  von  (g,g')  berührt. 

Wie  aus  den  gelegentlich  der  vorher  durchgeführten  Aufgabe 
gepflogenen  Auseinandersetzungen  klar  ist,  wird  sich  die  Vertieal- 
projectionjj  des  gesuchten  Berührungspunktes  als  jener 
Punkt  der  Beihe  (»,  6,  c«,..)  ergeben,  welcher  der  Yerticaltrace  ^f 
als  Strahl  des  Büschels  a  {B%Bl,Bl...)  entspricht. 

Wir  erhalten  denselben,  indem  wir  das  letztgenannte  Büschel 
durch  seinen  Schnitt  mit  der  Grundlinie,  welcher  die  zur  Eeihe 
(a,i,e^...)  perspectivisehe  Eeihe  (a,  ß,  y^  . . .)  liefert,  bestimmen, 
itad  von  dem  Schnittpunkte  s  der  beiden  Geraden  «k  und  iß  aus  den 
Punkt  Jt,  in  welchem  B^  die  Grundlinie  schneidet,  auf  y  nach  p 
proji  eieren. 

§.  148. 
Die    Construction    der    einem    Xegelsehnittsconoide 
umschriebenen    Kegel   und   Cyünder  gestaltet  sich  ebenfalls 
höchst  einfach. 

Berücksichtigen  wir,  dass  der  einer  krummes  Fläche  aus  einem 
beliebigen  Punkte  S  außerhalb  umschriebene  Kegel,  die  Enveloppe 
aller  durch  S  gehenden  Tangentialebenen  der  Fläche  vorstellt, 
und  beachten  wir  weiters,  dass  jede  Ebene,  welche  eine  Erzeugende 
einer  windschiefen  Fläche  enthält,  diese  letztere  in  einem  bestimmten 
Punkte  der  genannten  Erzeugenden  berührt,  so  ist  unmittelbar  klar, 
dass  sämmtliche  Ebenen,  welche  durch  den  Punkt  S  und  durch  die 
Erzeugenden  des  Conoides  gelegt  werden,  Tangentialebenen  des 
letzteren  sind  und  dass  demgemäß  die  Enveloppe  dieser  Ebeaen  den 
verlangten  Kegel  repräsentiere.  Die  Enveloppe  der  Tracen  aller 
dieser  Ebenen  auf  der  einen  oder  der  anderen  Projectionsebene  stellt 
gleichzeitig  die  Spur  des  umschriebenen  Kegels  auf  der  be- 
treffenden Projectionsebene  dar. 

Bestimmt  man  auf  jeder  Erzeugenden  g  des  Conoides  den  Be- 
rührungspunkt der  durch  S  und  g  gehenden  Ebene,  so  ergibt  sich 
bekanntlich  als  Ort  alier  dieser  Punkte  die  Berührungscurve 
des  Conoides  mit  dem  demselben  aus  dem  Scheitel  Ä  umschrie- 
beaen  Kegel. 

In  analoger  Weise  erhält  man  den  einem  Conoide  parallel 
zu  einer  gegebenen  Geraden  umschriebenen  Cylinder 
als  Enveloppe  aller  Ebenen,  welche  durch  die  Erzeugenden  des 
Conoides  parallel  zur  gegebenen  Geraden  geführt  werden  können. 
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Zum  Schlüsse  woUeu  wir  noch  ein  Problem  I 
eine  sehr  interessaate  Verwendung  des  Conoides  gestattet, 

§.  149. 

11.  Aufgabe.  Es  ist  der  Krümmungsradius  der  Schlagschatten- 
curve  einer  RotationsfisLehe  auf  eine  zu  der  Rotationsachse  senk- 
rechte Ebene  bei  paralleler  (oder  centraler)  Beleuchtung  für  einen 
beliebig  gegebenen  Pnnkt  dieser  Ourve  zu  eonstruieren. 

Obwohl  die  Lösung  dieser  Aufgabe  dem  Principe  nach  voll- 
ständig unabhängig  von  der  Art  der  Rotationsfläche  ist,  so  wollen 
wir  denn  doch,  um  einen  geeigneten  Anschluß  an  die  vorhin  gegebenen 
Constructionen  zu  haben,  und  die  diesfallsigen  Operationen  möglichst 
einfach  au  gestalten,  eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades,  und  zwar 
speeiell  eine  Kugel  voraussetzen. 

Sei  (0,  0')  (Taf.  V,  Fig.  31}  die  gegebene  Kugel  und  (ff,  s') 
die  Richtung  der  zur  vertiealen  Projecfcionsebene  parallelen  Licht- 
strahlen. 

Als  Trennungslinie  zwischen  Licht  und  Schatten  auf  der 
Kugel  erhalten  wir  jenen  größten  Kreis  (C,  C) ,  welcher  sich  als 
Schnitt  der  Kugel  mit  der  zur  Lichtstrahlenrichtung  (ff,  ff')  senk- 
rechten Diametralebene  EtEh  ergibt. 

Der  Schlagschatten  der  Kugel  auf  die  horizontale  Projections- 
ebene,  welcher  gleichzeitig  auch  den  Schlagschatten  des  Eugelkreises 
{G,  C")  darstellt,  ergibt  sich,  wie  bekannt,  als  die  Ellipse  E.  Set  m 
ein  beliebiger  Punkt  dieser  Ellipse,  welcher  zugleich  den  Schlag- 
schatten eines  Punktes  {M,  W)  des  Kreises  (C,  C)  repräsentiert. 
Ferner  stelle  {MJ,  M'J')  den  Radius  des  dem  Punitte  (M,  M")  ent- 
sprechenden Parallelkreises  und  (t,  f)  die  Tangente  desselben  im 
Punkte  {M,  M')  dar. 

Die  Lichtebene  für  den  Punkt  {M,M'),  d.  i.  die  Berührungs- 
ebene der  Kugel  im  Punkte  (M,  M')  enthält  die  Tangente  (ß,  t')  des 
dem  Punkte  (Jf,  M')  entsprechenden  Parallelkreises,  uud  da  letzterer 
horizontal  ist,  so  ist  die  Trace  der  Lichtebene  auf  der  horizontalen 
Projectiousebene,  d.  i.  die  Tangente  der  Schlagschattencurve 
im  Punkte  m,  parallel  znr  Tangente  {t,  t'). 

Betrachten  wir  den  Schatten  mi  des  dem  Parallelkreise  zukom- 
menden Berührungsradius  {MJ,  M'J').  Derselbe  muss  zum  Radius 
{MJ,  M'  J')  selbst  parallel  sein,  also  senkrecht  zur  Tangente  der  Schlag- 
schattencurve stehen.  Der  Schatten  des  Berührungsradius  {MJ,M'J') 
ist  daher  die  Normale  der  Schlagschattencurve  im  entspre- 
chenden Punkte  m. 
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Denken  wir  uns  weiters  in  jedem  Punkte  der  Selbstsehatteu- 
curve  den  durch  diesen  Punkt  gehendea  Radius  des  zugehörigen 
Parallelkreises  construiert,  so  sind  diese  Eadiea  gleichzeitig  Erzeugende 
desjenigen  geraden  Conoides,  welches  zur  Eichtebene  die  horizootale 
Projectionsebene ,  zur  Leitgeraden  die  Achse  der  Rotationsfläche,  und 
zur  Leiteurve  die  Selhstschattencurve  der  Kotatioasfläche ,  in  vorlie- 
gendem Falle  also  den  zur  Lichtstralilcmichtung  seakreehteu  größten 
Kreis  der  Kugel  besitzt. 

Die  Einhüllende  der  Schlagschatten  aller  dieser  Erzen- 
genden auf  der  horizontalen  Projectionsebene  repräsentiert  nun  einer- 
seits den  Schlagschatten  des  genannten  Conoides,  andererseits  aber, 
den  früheren  Erörterungen  genaäß ,  die  Einhüllende  aller  Nor- 
malen der  Schlagschattencurve  der  Rotationsfläche,  d.  i.  die 
Evolute  dieser  Schlagschatteneurve. 

Der  Berührungspunkt  n  irgend  einer  Normale  mi  der 
Sehlagsehattencurve  mit  der  zugehörigen  Evolute  ist  bekanntlich  der 
Krümmungsmittelpunkt  der  Schlagschatteneurve  im  Punkte»«. 
Gleichzeitig  ist  aber  n  auch  der  Berührungspunkt  der  durch  die 
Gerade  mi,  also  auch  durch  die  Erzeugende  MJ  des  Conoides,  gehen- 
den Lichtebene  mit  dem  Conoide. 

Weil  diese  Lichtebene  bekannt  ist,  so  hat  man,  um  den  Punkt  » 
zu  bestimmen,  den  Berührungspunkt  derselben  mit  dem  Conoide  zu 
construieren  und  den  Schlagschatten  desselben  auf  die  horizontale 
Projectionsebene  zu  ermitteln.  Dieses  kann  mittels  eines  Sehmie- 
guügsparaboloides,  wie  folgt,  geschehen. 

Wir  ersetzen  zunächst  die  Leiteurve,  d.  i.  die  Selhstschatten- 
curve, durch  ihre  Tangente  im  Punkte  {M,M').  Im  vorliegenden 
Falle  wird  sich  die  diesbezügliche  Construction,  da  als  Rotationsfläche 
eine  Kugel  vorausgesetzt  wird,  höchst  einfach  gestalten.  Denkt  man 
sich  nämlich  die  Selhstschattencurve,  d.  i.  den  in  der  Ebene  E,E), 
liegenden  größten  Kugelkreis  um  den  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallelen  Durchmesser  J.(?  um  90°,  d.  h.  in  die  zur  verticalen  Pro- 
jectionsebene parallele  Lage  gedreht,  so  gelangt  hierbei  der  Punkt  M 
nach  J/^.  Die  Gerade  M^G  repräsentiert  sonach  die  gedrehte  Tan- 
gente. Der  Punkt  (G,  G')  bleibt  bei  der  Drehung  unverändert.  Die 
Projeetionen  der  gesuchten  Tangente  ergeben  sieh  sonach  in.  MG  und 
M'G'.  Die  Horizontalspur  7i'  derselben  liegt  selbstverständlich  in  der 
Trace  E,,. 

Die  Tangente  {MG,M'G')  und  die  Leitgerade  {OJ,0'J%  d.  i. 
die  Rotationsachse,    sind   somit  die  Leitgeraden  für   das   sich    dem 
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Conoide  längs  der  Erzeugenden  il:?!/ anBciimiegeiide  Paraboloid. 
Die  Verbindungsgerade  der  horizontalen  Durchs toßp  unkte  h'  und  0' 
der  beiden  Leitgeraden  ist  eine  Erzeugende  des  Paraboloictes.  Das 
Gleiche  gilt  von  der  vertical-projicierenden  Geraden,  welche  die  verti- 
eale  Projectionsebene  in  jenem  PuDkto  0  tritft,  in  welchem  sich  die 
Yerticalprojectionen  der  Leitgeraden  schneiden. 

Die  Lichtebene  durch  mi  wird  von  der  erstgenannten  Erzeugen- 
den im  Pnokte  {h,,h\)  geschnitten,  von  der  zweiten  Erzeugenden 
dagegen  in  einem  Punkte  getroffen,  dessen  Verticalprojection  mit  0 
zusammenfällt.  Die  Verbindungsgerade  ft  0  stellt  daher  die  Vertical- 
projection der  durch  den  gesuchten  Berührungspunkt  gehenden  Erzeu- 
genden des  zweiten  Systems  dar.  Der  Schnittpunkt  N  von  h^0  und 
MJ  ist  mithin  die  Verticalprojection  dieses  Berührungspunktes. 

Zieht  man  nun  durch  N  den  Lichtstrahl,  so  erhält  man  auf  mi  un- 
mittelbar den  Schatten  n  dieses  Punktes,  und  hiermit  den  Krüm- 
mungsmitte Ipunkt  der  Schlagsehatteneurve  für  den 
Punkt  m. 

Wird  statt  der  Kugel  irgend  eine  beliebige  Kotations- 
fläche  gewählt,  so  bleiben,  wie  dem  Gange  der  Operationen  zu  ent- 
nehmen, sämmtliehe  Constructionen  unverändert.  Die  einzige  Verschie- 
denheit in  der  Durchführung  besteht  bloß  in  der  Art  und  Weise  der 
Bestimmung  der  Tangente  an  die  Selbstschattenourve,") 


Vn.  Capitel. 
Das  Kugel-  Conoid. 

§-  150, 

Die  Erzeugenden  dieser  Fläche  sind  jene  ' 
benen  Kugel  2J,  welche  gleichzeitig  eine  gegebene  Gerade  D  (die  Leit- 
gerade des  Conoides)  schneiden  und  zu  einer  gegebenen  Ebene  B  {der 
Eichtebene  des  Conoides)  parallel  sind. 

Um  die  Darstellung  dieser  Fläche  möglichst  einfach  zu  gestalten, 
wählen  wir  die  Eichtebene  zugleich  als  horizontale  Projectionsebene. 
Die  Kugel  2?  selbst  möge  durch  ihre  orthogonal-projectiviseheu  Con- 
tourkreise  S  und  S\  (Taf.  V,  Fig.  32),  und  die  Leitgerade  dmch  ihre 
Projectionen  B  und  D'  dargestellt  sein. 
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Der  bequemste  Weg,  eine  beliebig  große  Anzahl  von  Erzeugenden 
des  Kugel-Conoides  zu  coustniieren,  wird  auch  diesfalls  wieder  durcb 
die  Verwendung  horizontaler  Hilfsebenen  betreten  werden. 

Deniren  wir  uns  also  irgend  eine  horizontale  Ebene  7;,  geführt, 
so  trift't  diese  die  Leitgerade  (-D,-D')  ia  einem  Punkte  (M,n')unddie 
Leitkugel  in  eiuem  leicht  zu  bestimmenden  Kreise  (Ä',,  K\). 

Die  beiden  Tangenten  (t^,  i'^)  und  (Tj,  t',)  von  («,,  n\)  an  den 
Kreis  (K^,  K\)  sind  gleichzeitig  auch  Tangenten  der  Kugel  in  den 
nämliehen  Punkten  (Pi.p',)  und  (tTj,  je',),  in  welchen  sie  den  Kreis 
{K^,  K\)  berühren.  Da  dieselben  aber  auch  die  Leitgerade  D  in  n^ 
treffen,  und  nebstbei  zur  horizontalen  Projeetioasebene,  als  Eiehtebene, 
pai'allel  sind,  so  repräsentieren  die  besagtea  Tangenten  zugleich  zwei 
Erzeugende  des  Conoides. 

In  gleicher  Weise  ergeben  sich  in  jeder  anderen  horizontalen 
Hilfsebene  1)3,%..-  je  zwei  Erzeugende  der  genannten  Fläche,  welche 
stets  in  einem  Punkte  n^,  n^...  der  Leitgeraden  {D,  B')  eonver- 
gieren.  Hieraus  ist  unmittelbar  zu  ersehen,  dass  die  Leitgerade 
{I>,J)')  gleichzeitig  eine  Doppelgerade  des  Kugeleonoides  sei. 

Die  Berührungspunkte  (p,,^)',)  -  und  {^c^,■!l\)  der  Erzeu- 
genden {t^,i^1)  und  (t,,T',)  beschreiben  bei  der  Lagenveränderung  der 
Hilfsebene  »j,  eine  Curve  C,  von  welcher  leicht  nachzuweisen  ist,  dass 
sie  die  Berührungscurve  des  Conoides  mit  der  Leitkugel  2  vor- 
stellt. 

Nachdem  die  sämmtlichen  Punkte  (ß[,  p\)  und  (re,,  n',)  auf  der 
Kugel  {ßi,  S\)  und  auf  den  Erzeugenden  des  Conoides  liegen,  so 
gehört  zunächst  die  Curve  C  dem  Oonoide  sowohl,  als  auch  der  Leit- 
kugel E={S,>8\)  an. 

Betrachten  wir  irgend  einen  beliebigen  Punkt  der  Curve  C,  etwa 
den  Punkt  {Pj,p\).  In  diesem  Punkte  wird  die  Kugel  H  von  der 
Conoiderzeugenden  {t^,t\)  sowohl,  als  auch  von  der  Tangente  &  der 
Curve  C  berührt.  Die  Ebene  B^,  welche  durch  die  eben  genannten 
öeraden  {t„t'^  und  3-  bestimmt  ist,  repräsentiert  somit  die  Tan- 
gentialebene der  Kugel  S  im  Punkte  {p^^pW  Besagte  Ebene  Bf 
ist  aber  gleichzeitig  auch  die  Tangentialebene  des  Conoides 
in  dem  nämlichen  Punkte  (^,,  ^',);  denn  sie  enthält  die  durch  (j),,j;',) 
gehende  Conoiderzeugende  ((,,  t\)  und  die  Tangente  »  im  Punkte 
iPi,p\)  an  die  dem  Conoide  angehörende  Curve  C. 

Hieraus  folgt,  dass  das  Cocoid  und  die  Leitkugel  in  dem 
Punkte  (pi ,  p\)  eine  gemeinscbaftlicbe  Tangentialebene 
besitzen.   Dasselbe  gilt  aber  offenbar  auch  von  jedem  anderen  Punkte 
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der  Curve  C,  daher  der  Nachweis  erbraeht  ist,  dass  das  Coaoid  die 
Leitljuge!  längs  der  Curve  C  berühre. 

unter  den  verschiedenen  horizontalen  Hilfsebenen  vi...  sind  als 
die  bemerkenswertesten  diejenigen  beiden  Ebenen  e'„  und  e\  hervor- 
zuheben, welche  gleichzeitig  die  Leitkugel  2  berühren,  und 
deren  Vertiealtracen  e*(  und  e^  somit  die  zur  Grundlinie  XX  pa- 
rallelen Tangenten  der  Verticabontour  S  sind.  Die  Berührungspunkte 
derselben  mit  der  Kugel  (S,S\)  sind  folglich  die  Endpunkte  (tti,«',) 
und  («5,  cs'j)  des  verticalen  Kugeldurehmessers. 

Die  Ebene  e\  berührt  die  Kugel  .S  im  Punkte  (a^,  a\)  und 
schneidet  die  Leitgerade  (D,  D')  in  dem  Punkte  [s,,  s\).  Die  Ver- 
bindungsgerade (a^s^,  a\s\)  ist  sodaan  eine  Tangente  der  Kugel, 
welche  nebstbei  die  Leitgerade  (D,  I)')  trifft  und  zur  horizontale» 
Projectionsebene  parallel  ist.  Dieselbe  repräsentiert  hiernach  eine  Er- 
zeugende des  Conoides. 

Es  ist  weiters  leicht  zu  zeigen,  dass  diese  Gerade  (ß^s,,  (i\s\) 
oder  {T^,  T\)  eine  „singulare  Erzeugende"  und  zwar  eine  „Tor- 
sallinie"  des  Conoides  sei. 

Deakea  wir  uns  nämlich  die  Ebene  ij,  parallel  zu  sich  selbst 
verschoben,  und  fassen  wir  die  Ebene  e\  als  Grenzlage  der  Ebene 
^j  auf,  so  finden  wir  ohneweiters,  dass  der  Berührungspunkt  («,,  a\) 
den  auf  den  Kadius  0  reducierten  Kugelschnittkreis  (XpX'i) 
der  Grenzebene  e^  repräsentiert  und  dass  daher  in  der  Geraden 
((i,s„a',s'j)  die  beiden  von  (s,,  s',)  au  diesen  NuHkreis  gezogenen 
Tangenten  —  Erzeugenden  des  Conoides  —  vereinigt  sind. 

Die  Gerade  («,  Sj,  a'j  s',)  =  (2",,  2",)  stellt  also  zwei  sich  in 
{Si,s'j)  schneidende  unendlich  nahe  Erzeugenden,  d.  i.  eine 
„Torsallinie"  des  Conoides  vor.-  Die  „Spitze"  derselben  ist  der 
Pnokt  (Si,s',)  und  die  Torsalebene  die  Ebene  e\. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich  vermittelst  der  zweiten  horizon- 
talen Kugeltangentialebene  e%  die  T  o  r  s  a  1 1  i  n  i  e  {T^,  2\) ,  deren 
Spitze  (Sj,  s'j)  ist. 

§.  151. 

Eine  zweite,  für  die  graphische  Durchführung  jedoch  weniger 
bequeme  Construction  für  Erzeugende  des  Kugelconoides  be- 
ruht auf  der  Anwendung  von  Hilfsebeneo,  welche  die  Leit- 
gerade D  enthalten. 

Denken  wir  uns  durch  die  Leitgerade  {D,  D')  (Taf.  V,  Fig.  33) 
eine  beliebige  Ebene  £„  c^  gelegt,  so  wird  diese  die  Leitkugel  {S,S\) 
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in  einem  Kreise  (K,K'}  schneiden,  welchen  wir  jedoch  nicht  durch 
seine  Projectionen,  sondern  durch  seine  um  e*  in  die  horizontale  Pro- 
jection  bewerkstelligte  Umlegung  K^  darstellen.  (Zur  Constructioa 
von  K„  wurde  die  aur  Ebene  e  senkrechte  Durehmesserebene  P  der 
Kugel  verwendet.) 

Führt  man  an  die  Umlegung  K„  die  beiden  zur  Horizontaltrace 
Bh  parallelen  Tangenten  jr"a  und  g°ß,  welche  K„  in  «„  und  ß^  berühren, 
und  fuhrt  man  hierauf  diese  Geraden  sammt  ihren  BerühruDgspunkten 
auf  bekannte  Weise  in  die  Projection  nach  (ff«,  (/'«) ,  (9ß,9'ß),  (ß^i  «') 
und  {ß,  ß')  zurück,  so  stellen  {ga,g'i)  und  (<jß,g'ß}  zwei  Geradeu  vor, 
welche  in  («,«')  resp.  iß,  ß')  den  vorgenannteu  Scbnitfckreis  {K,K'), 
also  auch  die  Kugel  S  =  iS,S\)  berühreu,  die  Leitgerade  {I>,D')  da- 
gegen in  je  einem  Punkte  [n^,  n'„)  und  [n^,  7i'ß)  schneiden,  und  zur 
Trace  tk,  also  auch  zur  horizontalen  Projeetionsebene  pai^allel  sind. 

Infolge  der  angeführten  Eigenschaften  stellen  die  genannten 
Geraden  gleichzeitig  zwei  Erzeugende  des  Kugeleonoides  dar.  In 
gleicher  Weise  findet  man  in  jeder  anderen  durch  die  Leitgerade 
(D,  J)')  gelegten  Ebene  zwei  weitere  Erzeugende  des  Conoides. 

Die  vollzogene  Construction  führt  zugleich  au  der  "Überzeugung, 
daas  die  beiden  Erzeugenden  g^  und  gß,  welche  sich  in  einer  durch 
die  Leitgerade  D  gelegten  Ebene  vorfinden,  zur  Horizoataltrace  dieser 
Ebene,  also  auch  untereinander  parallel  sind,  oder  mit  anderen 
Worten,  dass  sie  sich  in  einem  Punkte  der  unendlich  fernen 
(Leitgeraden)  Geraden  V  der  Kichtebene  treffen. 

Hieimit  ist  unmittelbar  dargethan,  dass  die  unendlich  ferne 
Leitgerade  TJ  des  Conoides,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  unendlich 
ferne  Gerade  der  Kichtebene  eine  Doppelgerade  des 
Conoides  sei, 

i  durch  die  Gerade  (D,  D')  reelle  Tangentialebenen  an 
gelegt  werden,  so  geben  dieselben  Veranlassung  zur 
Entstehung  zweier  Torsallinien  des  Conoides,  was  durch  nach- 
stehende Überlegung  leicht  gerechtfertigt  werden  kann. 

Bezeichnen  wir  beispielsweise  eine  der  beiden  durch  (D,  D') 
möglichen  Tangentialebenen  der  Kugel  2  mit  {ß^,Bh),  und  ihren 
Berührungspunkt  mit  («,»')■  Diese  Ebene  kann  als  Grenzlage  der 
früheren  durch  (D,  B')  gelegten  Hilfsebene  (f^  b\)  aufgefasst  werden, 
wobei  der  Schnitt  {K,  K')  derselben  mit  der  Kugel  durch  den  Be- 
rührpunkt (et,  a'),  d.  i.  durch  einen  Kreis  vom  Radius  0  vertreten  ist. 
Zieht  man  nun  in  der  Ebene  {Bt,Bt)  durch  {a,a')  parallel  zur  Hori- 
zontaltrace  Bl  die  Gerade  {T„,  T\) ,  so  ist  diese  als  die  Vereinigung 
der  beiden  parallel  zu  Bt  an  den  Nullkreis  (»,«')   gezogenen 
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Taügenteu  zu  betrachtsD.  Unter  Beibehaltung  der  Auffassung  von 
(BtSt)  als  ijGrenzlage"  der  Ebene  Ss  e/,  bedeutet  daher  die  Gerade 
{Ta,  T'a)   die  Vereinigung  zweier   unendlich  nahen,   zu  einander  pai^- 

1  eleu  Erzeugenden  ga  und  g^^  repräsentiert  somit  eine  „Torsaliinie" 
des  Conoides,  deren  Spitze  auf  der  unendlich  fernen  Leit- 
geraden liegt.  Die  zugehörige  Torsalebene  ist  die  Kugeltangen- 
tialebeiie  (B°,-Ba)-  Eine  zweite  Torsaliinie  liefert  die  andere 
durch  {J),B')  gehende  KugeltaDgentialebene  {Bl.Bh). 

Diese  beiden  Torsallinien  sind  selbstverständlich  nur  dann 
reell,  wenn  die  beiden  durch  {D,I)')  gehenden  Kugeltangential- 
ebenen    reell  sind,  wenn  also  die  Leitgerade  (I>,  D')  die  Leitkugel 

2  nicht    in   reellen  Punkten  sehneidet. 

§.  152. 

Hat  jedoch  die  Leitkugel  H  mit  der  Leitgeraden  {D,I>') 
(Taf.  V,  Eig.  34)  zwei  reelle  Punkte  (c,  c')  und  {d,ä-)  gemein, 
so  sind  die  vorgenannten  Kugeitangentialebenen,  und  mithin  auch  die 
durch  dieselben  bestimmten  Torsallinien  imaginär. 

Dafür  existieren  iu  diesem  Falle  zwei  andere  reelle  Torsal- 
linien, welche  durch  die  der  Leitkugel  S  und  die  der  Leitgeraden 
(D,  D'}  gemeinschaftlichen  Punkte  {c,  c')  und  {d^d')  hervor- 
gerufen werden. 

Wir  haben  bereits  früher  (Taf.  V,  Fig.  32)  gezeigt,  dass  in 
jeder  horizontalen  Ebene  )j,  zwei  Conoiderzeugende  liegen 
und  weiters  nachgewiesen,  dass  dieselben  durch  diejenigen  Tangenten 
((,,  (',)  und  (T,,ir',)  dargestellt  werden,  welche  von  dem  Punkte  {n^,  n\), 
welchen  tJj  und  die  Leitgerade  {B,  D')  gemein  haben,  an  den  Kreis  (Ä,,  Ä',), 
in  welchem  ?;,  die  Leitkugel  27  schneidet,  gezogen  werden  können. 

Wählen  wir  in  dem  vorliegenden  Falle  (Taf.  Y,  Eig.  34)  die 
Hilfsebene  ?jc  so ,  dass  sie  durch  den  Punkt  (c,  c'j  geht.  Dieselbe 
schneidet  die  Leitgerade  (D,  B']  in  eben  diesem  Punkte  (c,  c'J  und 
die  Leitkugel  21  in  einem  Kreise  {K^,  K\),  weicher  durch  (c,  c')  geht. 
Die  beiden  von  (c,  c')  an  diesen  Kreis  gezogenen  Tangenten  liegen 
bekanntlich  unendlich  nahe  aneinander.  Da  dieselben  aber  gleichzeitig 
zwei  Conoiderzeugende  darstellen,  so  ist  ihre  Vereinigung,  d.  i.  die 
Tangente  {Tc,  T;)  des  Kreises  (X,,  K;)  im  Punkte  (c,  c')  eine  Tor- 
saliinie des  Conoides,  welche  den  Punkt  (c,  c')  zur  Spitze  und 
die  Ebene  tjs   zur  Torsalebene  hat. 

Eine  zweite  Torsaliinie  (2"^,  T'a)  derselben  Art  ergibt  sich  ver- 
mittelst des  Punktes  (d,  d'). 
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§.  153. 

Das  Kugelconoid  ist,  wenn  wir  die  in  der  allgemeinen  Theorie 
der  Conoide  entwickelten  „Anzahlbestimmungen"  auf  diesen  Fall  an- 
wenden, eine  Fläche  vierten  Grades,  was  übrigens  auch  direct 
dem  Umstände  zn  entnehmen  ist,  dass  eine  durch  die  Leitgerade 
D  (Doppelgerade  des  Conoides)  gelegte  Ebene  mit  dem  Conoide  außer 
dieser  Doppelger  ad  en  nur  noch  zweiEraengende  gemein  hat. 

Der  Schnitt  des  Kugelconoides  mit  einer  allgemein  liegenden 
Ebene  wird  daher  eine  Curye  vierter  Ordnung  sein ,  welche 
einen  Doppelpunkt  in  endlicher  Entfernung,  d.  i.  den 
Schnittpunkt  der  Transversalebene  mit  der  doppelten  Leitgeraden  A 
und  einen  Doppelpunkt  in  unendlicher  Ferne,  d.  i.  dea 
Schnittpunkt  der  Transversalebene  mit  der  im  Unendlichen  liegenden 
doppelten  Leitgeraden  (unendlich  fernen  Geraden  der  Eichtebene) 
besitzt. 

Weitere  Doppelpunkte  kann  der  e  b  e  n  e  S  e  h  n  i  1 1  hei  allge- 
meiner Lage  der  schneidenden  Ebene  nicht  besitzen,  da  dem  Eugel- 
conoide  keine  Doppelerzeugenden  zukommen.  Eine  solche  Doppel- 
erzeugende mflsste  nämlich  eine  Doppeltangente  der  Leitkugel  sein 
(siehe  allgemeine  Theorie  der  Conoide  §,  85),  was  offenbar  nicht 
möglieh  ist. 

Graphisch  ergibt  sieh  der  ebene  Schnitt  als  geometrischer 
Ort  der  Treffpunkte  aller  Erzeugenden  des  Conoides  mit 
der  Transversalebene  und  bietet  dessen  Bestimmung  daher 
keinerlei  Schwierigkeiten. 

"Wir  wollen  uns  demgemäß  diesfalls  damit  begntigen,  die  be- 
sonderen Elemente  des  Schnittes  constructiv  zu  bestimmen. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  an,  es  seien  (D,  D')  (Taf.  V, 
Fig.  35)  die  Leitgerade  und  {S,  S\)  die  Leitkuge!.  Als  Eichtebene 
betrachten  wir,  wie  in  allen  früheren  Fäilea,  die  horizontale  Projeotions- 
ebene.    Endlich  steile  £!„Eh  die  schneidende  Ebene  dar. 

Der  Schnittpunkt  (s,  s'}  von  E„Ek  mit  der  Leitgeraden  (D,  D') 
repräsentiert,  wie  bereits  vorher  erwähnt  wurde,  den  eineuDoppel- 
punkt  der  Schnittcurve. 

Die  Bestimmung  der  demselben  entsprechenden  Tangenten 
der  Schnittcurve  entspringt  der  Erwägung,  dass  sich  dieselben  als 
Schnittgeraden  der  Ebene  EsEi.  mit  jenen  beiden  Ebenen  ergeben 
müssen,  welche  das  Couoid  in  dem  Punkte  (s,  s')  berühren.  Wir 
ermitteln  daher  zunächst  die  beiden  durch  (s,  s')  gehenden  Conoid- 
erzeugenden  (gfn,  g'c)  und  {gß,  g'ß)  vermittelst  der  horizontalen 
Hilfsebene  tis- 
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Die  Ebenen  (K,  K)  und  {BI,  Si),  welche  beziehungsweise 
durch  je  eine  dieser  Erzeugenden  nnd  durcäi  die  Leitgerade  (.D,  D') 
gelegt  werden,  sind  die  Tangentialebenen  des  Conoides  im  Punkte 
(s,  s^,  während  die  Schnitte  (t^^t'^)  und  {tß,t'ß)  derselben  mit  der 
Ebene  £„£ä  die   gesuchten  Doppeipunktstangenten  darstellen. 

Der  unendlich  ferne  Doppelpunkt  (ti^,u^'),  d.  i.  der 
Schnittpunkt  der  Ebene  (E^,  JS»)  mit  der  unendlich  fernen  Geraden 
der  ßicMebene,  ist  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  Horizontal- 
trace  Ei,  dargestellt. 

Die  beiden  diesem  Doppelpunkte  entsprechenden  Tangenten  (Asymp- 
toten) werden  genau  in  derselben  Weise  bestimmt,  wie  die  Asymptoten 
des  ebenen  Schnittes  eines  Kegelsehnittsconoides  (Taf.  V,  Fig.  29), 
indem  man  zuerst  vermittelst  der  durch  die  Leitgerade  {Z>,  D')  parallel 
zur  Trace  Ei,  gelegten  Hilfsebene  e,e^  die  zur  schneidenden  Ebene 
EgEi,  parallelen  Conoiderzeugenden  feststellt,  und  hierauf  die  Schnitte 
der  diesen  Erzeugenden  entsprechenden  (horinontalen)  Asymptoten- 
ebenen  mit  der  Ebene  E  construiert. 

In  Fig.  35,  Taf.  V,  schneidet  übrigens  die  vorgenannte  Hilfs- 
ebene e„eA  die  Leitkugel  in  keinem  reellen  Kreise,  so  dass  die 
zur  Ebene  E^Eh  parallelen  Conoideraeugenden  imaginär  sind.  Der 
Punkt  (m»,  Mb')  ist  mithin  ein  reeller  Doppelpunkt  mit  ima- 
ginären Tange  nten,  d.  i.  ein  „isolierter  Doppelpunkt"  der 
Schnittcurve. 

Die  Constructionen  der  Tangentialebenen  und  ihrer 
Berührungspunkte  sind  mit  uuweseutlicheu  Modificationea  die- 
selben, wie  beim  Kegelschnittsconoide.  Um  dies  klar  zu  legen,  wird 
es  genügen,  einen  diesbezüglichen  Fall  durchzufAhren,  imd  wählen  wir 
hiezu  das  nächstfolgende  Problem. 

§.  154. 

13.  Aufgabe.  Es  ist  die  Tangentialebene  in  einem  gegebenen 
Punkte  des  KngelcoEoides  zu  construieren. 

Sei  (S,  S\)  (Taf.  V,  Fig.  36)  die  Leitkugel;  (D,  D')  die  Leit- 
gerade, während  die  horizontale  Projectionsebeue  die  Kiehtebene  ver- 
treten möge. 

Um  einen  beliebigen  Punkt  des  Conoides  zu  erhalten,  bestimmen 
wir  vorerst,  wie  aus  früherem  bekannt,  mittelst  einer  horizontalen 
Hiifssbene  eine  Erzeugende  ((/,  (/'),  welche  die  Leitgerado  (D,  D')  im 
Punkte  (Jj,  V)    treffen   und   die  Leitkugel  im  Punkte  (a,  a')  berühren 
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Auf  dieser  Erzeugendea  setzen  wir  den  Paukt  (p,  p')  als  gegeben 
voraus.  In  demselben  sei  die  Tangentialebene  des  Conoidea 
zu  bestimmen. 

Zu  diesem  Zwecke  verwenden  wir  am  bequemsten  die  aus  dem 
vorhergegangenen  bekannte  Eigenschaft  der  Regelflächen,  dasä  die 
Tangentialebenen  in  den  Punkten  einer  Erzeugenden  ein 
zur  Reihe    dieser  Punkte    projectivisehes  Bttsehei  bilden. 

Auf  der  Erzeugenden  (g,  g')  gibt  es  drei  besondere  Punkte, 
für  welche  sich  die  Construction  der  Tangentialebene  des  Conoides 
höchst  einfach  gestaltet.     Wir  wissen  nämlich  zunächst,  dass; 

a)  Das  Conoid  die  Leitkugel  in  allen  jenen  Punkten  berührt,  in 
welchen  die  letztere  von  den  Erzeugenden  des  Conoides  tangiert  wird. 
Es  wird  also  die  Tangeutialeheue  der  Kugel  im  Punkte  (a,  a')  gleich- 
zeitig die  Tangentialebene  des  Conoides  in  (o,  a')  vorstellen.  Die 
Vertiealtrace  Bt  dieser  Ebene  geht  durch  die  Verticalspur  v  von 
(g,  g')  und  ist  zur  Verticalprojection  Ma  des  Berflhrungsradius  senk- 
recht. 

&}  Die  Tangentialebene  B\b\  im  Punkte  (&,  6')  der  Erzeu- 
genden {g,  g')  ist  durch  die  beiden  durch  Q>,1>')  gehenden,  auf  dem 
Conoide  liegenden  Geraden  [g,  g*)  und  (Z>,  B')  bestimmt. 

c}  Endlich  ist  die  asymptotische  Ebene  der  Erzeugenden  {g,  g'), 
d.  i.  jene  Ebene ,  welche  das  Conoid  in  dem  unendlich  feinen  Punkte 
(CmC»')  von  {g,g')  berührt,  wie  bekannt,  die  durch  (g,  g')  gehende 
horizontale  Ebene  Bl. 

Gemäß  der  vorgenannten  Projectivität  wird,  sobald  Bl  die  Ver- 
tiealtrace der  gesuchten  Tangentialebene  bezeichnet,  der  Vierstrahl 
[Bl,  B\,  Bl,  Bl)  projeetivisch  zu  den  vier  Punkten  a,h,Ca,p  sein 


Der  vorgenannte  Vierstrahl  schneidet  die  Grundlinie  in  den  vier 
Punkten  «,  (5, y«  und  tc  (je  noch  unbekannt),  welche  zu  a,  b,  c^,p 
perspectivisch  liegen,  da  sich  die  aHendlich  fernen  Punkte  c«  und 
y«  der  beiden  Träger  entsprechen. 

Das  pers  pectivische  Centrum  s  für  diese  vier  Paare 
von  Punkten  erhält  man  im  Schnitte  der  Strahlen  aa  und  hß. 
Es  ergibt  sich  nun  it  im  Schnitte  der  Grundlinie  mit  dem  Strahle  sp 
und  eüdlich  die  verticale  Trace  Bl  der  verlangten  Tangential- 
ebene als  die  Verbindungsgerade  von  tc  mit  v. 

Die  Horizontaltra  ce  Bf,  ist,  nachdem  {g,  g')  parallel  zur 
Horizontaiebene  ist,  parallel  zu  g'.  ^) 
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Vm.  Capitel. 
Das    Cylindroid. 

§.  155. 

Deuken  wir  uus  (in  orthogonaler  Projection)  einen  Oylinder 
zweiten  Grades  dargestellt,  dessen  Erzeugenden  (Aa,  A'a'), 
{Bh,B'h')...  (Taf.  VI,  Fig.  37)  zm  Grundlinie  XX  parallel  sind. 
Dieser  Cy  linder  werde  durch  zwei  horiaoutal  -  projiciereade 
Ebenen  L^Li,  und  l^l^  in  den  beiden  Ellipsen  {K,K')  und  (Ji,k') 
geschnitten,  auf  welchen  die  Endpunkte  (A,A'),  {B,B'). . .  und  (»,o')i 
{&,&'),..  der  Cylindererzeugenden  liegen  mögen. 

Denken  wir  uns  ferner  den  einen  dieser  Kegelschnitte,  etwa 
(K,  K')  sammt  der  auf  demselben  bestimmten  Pnnktreihe  {A,  A'), 
(B,B').,.  um  eine  beliebige  Strecke  s  in  vertiealer  Richtung  nach 
{Kl,  K')  resp.  (Ai,  A'),  (B^,B')...  fersehobeii.  Dass  sieh  bei  dieser 
Verschiebung  die  Horiaontalprojectionen  nicht  ändern,  ist  selbst- 
verständlich. 

Verbindet  man  weitera  die  einander  entsprechenden  Punkte  von 
K,  und  k,  d.  i.  solche  Punkte  (A^,  A')  und  {a,a')...,  welche  vor 
Verschiebung  derselben  Cylindererzeugenden  angehörten,  durch  gerade 
Linien,  so  ergibt  sich  als  geometrischer  Ort  der  letateren 
eine  windschiefe  Fläche,  welche  nach  Fröaier  das  „Cylin- 
droid" genannt  wird 

Die  Eigenschaften  de*-  CybuilroidLs  smd  lUs  dnr  eben  ingegebenen 
Erzeugungsart  der  Flauhe  leicht  nbzuleiten 

Vor  allem  wollen  wii  den  Nachweis  liefern  di^s  die  Flache  in 
der  That  windaehiel  sei,  d  h  dass  im  allgemeinen  zwei  unmittel- 
bar aufeinander  folgende  Ei  zeugenden  '■ich  nuht  sehneiden 

Betrachten  wii  iu  diesem  Behnfe  irgend  eine  CylmJererzeugende, 
etwa  {Aa,  A'a').  Die  Voi 'Jubiebuiig  des  Punkten  (A,  A']  vollziehe 
sich  in  vertiealer  Richtung  um  die  Strecke  e.  Hiernach  ergibt  sich 
die  entsprechende  Cylindroiderzeugende  {A^a,  A\a'),  wenn  die  Cylin- 
dorerzeugende  {Aa,A'a')  in  der  durch  äetztere  parallel  zur  verticalen 
Projeetionsebene  gelegten  Ebene  um  den  Punkt  {a,  a')  um  einen 
"Winkel  a  gedreht  wird,  welcher  duruh  die  Relation: 

bestimmt   ist.    Hieraus  ist  sofort  zu  erkennen,  dass  die  Erzeugenden 
des    Cylindroides    eine    verschiedene    Neigung  —  abhäugig  von 
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der  jeweiligen  Eiitferuiiiig  A'a'  —  gegen  die  Grundebeue  besitzen. 
Die  Horizontalprojectioaeo  aller  Erzeugenden  dagegen  sind  zur  Grund- 
linie paiallel 

Diesem  Eigebnib  fahrt  direct  zu  dem  Schlüsse,  dass  zwei  anfein- 
ander  folgende  Eizengenden  des  Cjliadroides  im  allgemeinen  nicht  in 
einei  Ebene  hegen,  ^loh  also  auch  nicht  schneiden  können,  und  dass 
daher  die  Flache  selbst,  der  sie  angehören,  eine  windschiefe  Fläche  sei. 

Betrdchten  wu  nun  insbesondere  zwei  Cylindererzeugenden 
{Aa,A'a')  und  {G g,  G' g'),  deren  Horizontalprojectiouen  A'a' 
und  G'g'  sieh  decken.  Die  denselben  entsprechenden  Cylin- 
droideraeugenden  (A,a,A'a')  und  {G^g,G'g')  sind  gegen  die 
Horizontalebene  unter  den  Winkeln  a  resp.  y  geneigt,  welche  den 
Relationen : 

tq  R  ^^     .,    ,      und     tq y  ■=  ■■^-,-— 

genügen.  Nachdem  nun  gleichzeitig  A'a'  =  G'g'  ist,  so  folgt,  dass 
auch : 

^  (t  ^  ^  y 

sei,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  Vertiealprojectionen 
A^a  und  G^g  und  somit  auch  die  beiden  Cylindroiderzeugenden 
seihat  zu  einander  parallel  sind.  Dasselbe  gilt  von  jedem  anderen 
Paare  von  Cylindroiderzeugenden ,  deren  Horizontalprojectiouen  sich 
decken,  oder  was  dasselbe  ist,  welche  in  einer  und  derselben  zur  yer- 
tiealen  Projectionsebene  parallelen  Ebene  liegen. 

Umgekehrt  kann  man  nun  behaupten,  dass  jede  zur  yertieaien 
Projectionsebene  parallele  Ebene,  d.  h.  jede  Ebene,  welche  durch  die 
unendlich  ferne  Gerade  der  Verticalebene  geht,  das  Cylin- 
droid  in  zwei  parallelen  Erzeugenden  schneidet,  welche  reell 
oder  imaginär  sein  werden,  jenachdem  die  betreffende  Hilfsebene 
die  beiden  Leitkegelschnitte  (Ki,  K')  und  (Ä;,,/c')  in  reellen  oder  ima- 
ginären Punkten  begegnet,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  unend- 
lich ferne  Gerade  der  Verticalebene  dem  Cylindroide  als 
„doppelte"  Gerade  angehöre.     Hiernach  besteht  der  Satz: 

116.    ,,I)as    Cylindroiä    besitzt'  eine   unendlich   ferne   Boppel- 


Wenden  wir  nun  insbesondere  jenen  beiden  zur  verticalen 
Projectionsebene  parallelen  Ebenen  ^^  und  %,  welche  gleich- 
zeitig den  ursprunglichen  Cylinder  berühren,  unsere  Aufmerksam- 
keit zu. 
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Die  eine  dieser  Ebenen,  »j,,  bat  mit  dem  Cylinder  zwei  uueadlieh 
nahe  Erzeugenden  (Mm,  M'm')  und  [Nn,  N'n')  gemein.  Da  die 
Horizontalprojectionen  31' m'  und  N'n'  der  besagten  Erzeugenden  sieh 
decken,  so  werden,  den  vorhergehenden  Erörterungen  gemäß,  die 
ihnen  entsprechenden  Cylindroider zeugenden  (M^m,  M' m')  nnd 
(N,n,  N'n')  einerseits  zu  einander  parallel  sein  und  andererseits 
unmittelbar  aufeinander  folgen.  Die  Vereinigung  derselben 
repräsentiert  daher  eine  Torsallinie  des  Cylindroides,  deren 
Spitze  auf  der  unendlich  fernen  Doppelgeraden  liegt  und  deren 
Torsalebene  die  Ebene  t),  ist. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  auch  die  Ebene  7jj  eine 
Torsalebene  für  eine  derartige  Torsallinie  darstelle.  Wir  ge- 
langen mitbin  zu  dem  Satze: 

11?'.  „Bas  Gylindroid  iesitst  swei  Torsallinien,  deren  Spitzen 
auf  der  unendlich  fernen  Doppelgeraden  liegen.'^ 

§.  157. 

Eine  besondere  Bedeutung  hat  auch  die  Gerade  {8,8'),  in  welcher 
sich  die  Ebenen  L  und  l  der  beiden  Leitkegelschnitte 
treffen. 

Die  bezeichnete  Gerade  repräsentiert  nämlich  eine  D  opp  e  1- 
erzeugende  des  Cylindroides,  und  zwar  eine  eigentliche  oder 
eine  isolierte,  jenachdem  dieseGerade  den  ursprünglioheE  Cylinder 
in  zwei  reellen  oder  in  zwei  imaginären  Punkten  (Taf.  VI, 
Fig.  37)  trifft. 

Um  dies  mit  größerer  Leichtigkeit  nachweisen  zu  können,  wollen 
wir  uns  vorstellen ,  die  Gerade  (5",  8')  schneide  den  ursprünglichen 
Cylinder  in  uwei  reellen  Punkten  (p,  p")  und  (3,9')-  Diese  Punkte 
gehören  selbstverständlich  auch  den  beiden  Ellipsen  (K,K')  aaä  (k,!c') 
an,  und  wollen  wir  sie  als  der  ersteren  angehörend,  mit  [F^F")  und 
{Q>  Q')  bezeichnen,  so  dass  (Pp,F'p')  und  {Qq,  Q'q'}  ähnlich  wie 
(Aa,  A'a')  Cylindererzeugende  —  insbesondere  Cylindererzeugende 
¥0n  der  Länge  0  —  vorstellen. 

Wird  nun  der  Kegelschnitt  {K,K')  sammt  den  Punkten  {F,F') 
und  {Q,  Q')  um  die  Strecke  b  verschoben,  wobei  die  bezeichneten 
Punkte  nach  (P„  J")  und  (ö,,  Q')  gelangen,  ohne  die  Gerade  (5,  8') 
zu  verlassen,  so  erhalten  wir  in  (P,ß,P'j)')  und  (Q,2,  ö'^')  zwei  in 
der  Geraden  (8,  S')  vereinigte  Erzeugenden  des  Cylin- 
droides, womit  obige  Behauptung  nachgewiesen  ist.  Es  ergibt  sich 
mithin  der  Satz: 
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118.  ^JMe  Schnittgerade  der  Ebenen  ieider  LeiikeijdschniUe 
eines  Cylindroids  ist  eine  (eig&ntliche  oder  eine  isolierte)  Doppel- 
erseugende  der  Fläche." 

§.  158. 

Untemehen  wir  die  unendlich  ferne  Doppelgerade  des 
Cylindroides  einer  noehmaligen  Betrachtung,  so  finden  wir  weiters, 
dass  jede  durch  diese  Gerade  gehende  Ebene,  d.  i.  jede  %m  verticalea 
Projectionsebene  parallele  Ebene,  außer  der  bezeichneten  Geraden  mit 
dem  Cylindroid  nur  noch  zwei  (zu  einander  parallele)  Erzeugen- 
den gemein  habe. 

Der  Schnitt  einer  solchen  Ehene  mit  dem  Cylindroide  besteht 
daher  aus  der  doppelt  zu  zählenden  unendlich  fernen  Ge- 
raden und  den  beiden  Erzeugenden,  repräsentiert  somit  einen 
Ort  der  vierten  Ordnung.    Hieraus  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

119.  y^Bas  Cylindroid  ist  eine  windschiefe  Fläche  vierten 
Grades.'^ 

§.  159. 

Die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Ebene  tj*  (Taf.  VI, 
l'ig.  37)  sehneidet  das  Cylindroid  in  den  beiden  zu  einander  parallelen 
Erzeugenden  (Aja,Ä'a'}  und  {G,g,G'g').  Dar  uaendlicli  ferne  Punkt 
dieser  beiden  Erzeugenden  gehört  gleichaeitig  der  unendlich  ferueu 
Doppelgeraden   t/^  des  Cylindroides  an. 

Berücltsichtigt  man ,  dass  die  Tangentialebenen  irgend 
einer  windschiefen  Fläche,  welche  eine  Doppelgerade, 
d.i.  eine  Gerade  enthalten,  durch  deren  jeden  Puniit  zwei  Er- 
zeugende gehen,  in  einem  beliebigen  Punkte  dieser  Doppelgeraden 
argestellt  erscheinen,  welche  durch  die 
eine  der  beiden  durch  den  Berührungspunkt 
gehenden  Erzeugenden  bestimmt  sind,  so  findet  man  im  vorliegenden 
Falle  bezüglich  des  Cylindroides,  dass  die  beiden  Ebenen,  welche 
durch  die  unendlich  ferne  Doppelgerade  U  und  je  eine 
der  Erzeugenden  Ä^a  und  G,g  gehen,  die  Fläche  selbst  aber  in 
dem  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Erzeugenden  berühren, 
in  eine  und  dieselbe  Ebene  (d.  i.  in  die  Ebene  »;a)  zusammen- 
fallen. 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  beiden  Mäntel  des  Cylindroides, 
welche  sieh  in  der  unendlich  fernen  Doppelgeraden  V  vereinigen, 
in  jedem  Punkte  der  letzteren  dieselbe  Tangentialebene  besitzen, 
oder  was  dasselbe  ist,  dass  die  Gerade  ü  insbesondere  eine  „Cuspi- 
dalgerade"  des  Cylindroides  darstellt.  Hiernach  besteht  der  Satz: 


durch   jene  beiden  Ebenen 
eigerade    und   je 
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120.  „Die  unendlich  ferne  JDoppelgerade  eines  Cyliitdroides  ist 
insbesondere  eine  Cuspidalgerade  dieser  Fläche," 

§.  160. 

Der  ebene  Sclinitt  des  Cylindroides  wird  bei  allgemeiner 
Lage  der  Transyersalebene  eine  Cur?e  vierter  Ordnung  sein, 
welche  im  Schnitte  mit  der  unendlich  fernen  Cuspidalgeraden 
einen  (eigentlichen  oder  einen  isolierten)  Kückkehrpunkt  und  im 
Schnitte  mit  der  Doppeler  zeugenden  (S,  S')  einen  (eigentlichen 
oder  einen  isolierten)  Doppelpunkt  besitzt. 

Geht  die  schneidende  Ebene,  wie  E,Eh  (Taf.  VI,  Pig.  37),  ins- 
besondere durch  die  Doppelerzeugende  (S,  S'),  so  besteht  ihr 
Schnitt  aus  dieser  doppelt  zu  zählenden  Geraden  und  folglich 
noch  aus  einem  Orte  zweiter  Ordnung,  d.  i.  aus  einem  Kegel- 
schnitte. Dies  kann  folgendermalJen  auch  auf  rein  elementarem  Wege 
nachgewiesen  werden. 

Die  Ebene  E^Eh  schneidet  den  ursprünglichen  Cylinder  in  einem 
Kegelschnitte  (C,  C).  Es  lässt  sich  nun  leicht  zeigen,  dass  der  Schnitt 
derselben  Ebene  mit  dem  Cylindroid  ein  mit  dem  Kegelschnitte 
(C,  C)  congruenter  Kegelschnitt  (C,,  C)  sei,  welcher  erhalten 
werden  kann,  wenn  man  den  ersteren  —  {C,  C')  —  um  eine  gewisse 
Strecke  in  vertiealer  Richtung  verschiebt. 

Zunächst  erkennt  man  aus  der  Horizontalprojection  unmittelbar, 
dass  die  Ebene  Ei,Eh  die  durch  die  beiden  Ebenen  L  und  l  begrenzten 
Cjliader-  und  Cylindroid-Erzeugenden  in  constantem  Ter- 
hältnisse  sehneidet. 

Bezeichnet  man  beispielsweise  die  Schnittpunkte  von  E^E/,  mit 
den  Cylindererzeugenden  (Aa,Ä'a')  und  (Bi,  B'i')  durch  (a:,  a:')  und 
(j/,2/'))tmd  mit  den  zugehörigen  Cylindroiderzengenden  (A,a,A'a')  und 
(Bjfe,  B^b')  durch  (Xj,x')  und  (y,,  y')  so  ergibt  die  Construction,  wenn 
gleichzeitig  a  ein  eonstautes  Verhältnis  ausdrückt,  dass: 
x'a'    __    y'l)'    _^ 
'A^'a''  "  'ßW  "^  ^ 
oder  in  der  Verticalprojection: 

xa  yh_  __ 

Aa   ^  Sb   ~ 

Ferner  findet  man  aus  ähnliehen  rechtwinkligen  Dreiecken  in  der 
Verticalprojection,  dass: 

.  .       a;a  -^-^      iß 
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«nd  mit  Beracksichtigmig  desseü,  dass : 

AA,  =BJi,  =  ...  B 
eine    constaote    Strecke  ist,   sowie  nacii  EinsetziiDg  der  früherea 
Werte,  auch : 

xx,  =  y'ij,  =a  .  £ 
constant  sei. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Punkte  der  Scimitteurve  (C,,  C') 
durch  eine  VerticalverschiebuBg  der  Punkte  von  (C,  C)  um  die  Strecke 
6  .  £    erbalten  werden  und  daas  somit  der  Sata  bestelle : 

121.  „Jede  durch  die  Boppelergeugende  des  CyUndroides  gehende 
Ebene  schneidet  das  letstere  in  einem  Kegelschmtte,  welcher  congruent 
und  ähnlich  gelegen  mit  jenem  Kegelschnitte  ist,  in  welchem  d/ieselbe 
Ebene  den  ursprünglichen  Cylinder  schne'iäet-." 

§■  16!. 

13.  Aufgabe.  In  einem  gegebenen  Punkte  des  Cylindroides  ist 
die  Tangentialebene  zu  eonstruieren. 

Der  auf  der  Eraeugeiiden  (A,  a,  A'a')  gegebene  Berührungspunkt 
sei  {x^,x')  (Taf.  VI,  Kg.  37). 

Die  au  bestimmende  Tangentialebene  muss  bekanntlich  die  ge- 
nannte Erzeugende  enthalten  und  wird  dieselbe  festgestellt  sein,  sobald 
noch  eine  zweite  Gerade,  welche  das  Cylindroid  in  (a:,,  x')  berührt, 
ermittelt  ist. 

Hiezu  eignet  sieh  in  vorKüglicher  Weise  die  Tangeute  jenes 
Kegelschnittes  auf  dem  Cjlindroide,  welcher  durch  den  Punkt  (a;,,  oj') 
geht. 

Die  Ebene  E  dieses  Kegelschnittes  ist  durch  die  Doppel- 
erzeugende {S,  8')  und  durch  den  Punkt  '{x^,x')  bestimmt;  ihre 
Horizontaltrace  Ei,  ist  die  Verbindiingsgerade  der  Punkte  x'   und  8'. 

Bezeichnen  wir  den  dem  Punkte  (a;,,  x')  entsprechenden  Punkt 
auf  der  Cylindererzeugenden  {Aa,  A'a')  mit  {x,  x'),  so  wird,  dem 
vorher  bewiesenen  Satze  Kufolge,  die  Ebene  E^Eh,  das  Cylindroid  und 
den  C jlinder  in  zwei  congruenten,  parallel  gelegeneu 
Xegelschnitten  {C^,  C)  und  {G,G')  schneiden,  von  welchen  der 
erstere  durch  (x,,  x'),  der  letztere  aber  durch  {x,  x')  geht. 

Die  Tangenten  dieser  beiden  Kegelschnitte  in  den  Punkten 
{x^,x')  und  {x,x')  sind  parallel. 

um  die  dem  Punkte  (x,  x')  entsprechende  Tangente  (i,  t')  des 
Kegelschnittes  (C,  O)  zu  erhalten ,  verfahren  wir  folgendermaßen. 
Wir  eonstruieren  die  Tangente  (r,  i')  des  Leitkegelschnittes  (k,  Ic')  im 
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Punkte  {a,  a').  Die  durch  dea  Homontaldurehstoßpimkt  3'  dieser 
Tangente  parallel  zur  Grundlinie  gezogene  Gerade  repräsentiert  dir 
HoriBontaltrace  Vh  jener  Ebene  F,  welche  den  Cylinder  läugs  der  Er- 
zeugenden (Aa,A'a')  berührt. 

Der  Schnitt  dieser  Berührebene  mit  der  Ebene  E„Eh,  d.  i.  die 
Gerade  (x&,  x'&')  stellt  bekanntlich  die  Tangente  {t,  t')  des  Kegel- 
schnittes (C,  G')  im  Punkte  {x,  x')  dar.  Zieht  man  durch  Xy  eine 
Parallele  f,  zu  (,  so  erhalten  wir  in  f[  und  t'  bereits  die  Projectionen 
der  Tangente  des  Kegelschnittes  (0,,  C)  im  Punkte  {x^,x').  Dip 
Ebene  T^Tk,  welche  durch  die  beiden  Geraden  (t^,t')\i.xiA.iA^a,A'a'} 
gelegt  wird,  repräsentiert  somit  die  gesuchte  ßerührebene. 

§.  162. 

14.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  ist  an  ein 
Cylindroid  eine  Berükrehene  zu  legen. 

Nachdem  die  gesuchte  Beruhrebene  nothwendig  eine  Erzeugende 
des  Cylindroides  enthalten  niuss,  wird  es  sieh  vor  allem  darum  han- 
deln, diese  Erzeugende  zu  finden. 

Die  besagte  Erzeugende  wird  einerseits  parallel  zur  gegebenen 
Ebene  B,  andererseits  aber  parallel  zur  Tertioalen  Projectionsebene, 
also  insbesondere  parallel  zur  Verticaltrace  ü„  (Taf.  VI,  Fig.  37)  der 
gegebenen  Ebene  R  sein. 

Wie  bereits  früher  gezeigt  wurde,  ist  die  Neigung  ra  einer 
Erzeugenden  des  Cylindroides  gegen  die  horizontale  Projections- 
ebene abhängig  von  der  constantenVerschiebangastrecke  e 
des  einen  Leitkegelschnittes  und  von  der  Länge  der  durch  die  beiden 
Leitkegelsehnitte  begrenzten  Horizontalp rojeefcion  der  Erzeugenden. 

Da  nun  die  vorgenannte  Neigung  a  einerseits  durch  die  Rich- 
tung 'Es  der  zu  suchenden  Erzeugenden  und  andererseits  auch  die 
Strecke  s  gegeben  ist,  so  wird,  wenn  man  mit  s  ^  ^v  als  Kathete 
und  CO  als  gegenüberliegenden  Winkel  ein  rechtwinkliges  Dreieck  {t-vTt 
coustruiert,  in  der  anderen  Kathete  V7t  bereits  die  Länge  der 
Horizontalprojeetion   der  gesuchten  Erzeugenden  erhalten. 

Es  erübrigt  somit  nur  noch,  eine  zur  Grundlinie  parallele  Gerade 
F'f  zu  finden,  deren  Länge  zwischen  den  Horizontaltracen  L^  uud  lu 
der  Kathete  v%  gleichkömmt,  um  in  derselben  sofort  die  Horizontal- 
projeetion der  verlangten  Erzeugenden  dargestellt  zu  erhalten. 

Die  zugehörige  Verticalprojection  F^f  der  genannten  Erzeugenden 
ist,  den  vorgenommenen  Construetionen  gemäß,  parallel  zu  -R„.  Gleich- 
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zeitig:  findet  man  übrigens  noch  eine  aweite  au  R,  parallele  Erzen- 
gende {J^i,J'i'),  deren  Horizontalprojection  J'i'mit  F'f  zusammenfällt. 

Wird  DUO  dnrch  eine  dieser  beiden  Erzeugenden,  beispielsweise 
durch  {F^f,  F'f),  eine  Ebene  parallel  zur  Ebene  li^B,i,  gelegt,  so 
stellt  dieselbe  bereits  die  geforderte  Berühr  ebene  B^Bh  des 
Cylindroides  dar. 

Der  BerÜhriingspuiikt  {s,  z')  derselben  lässt  sich  diesfalls 
auf  nachstehendem  eigen tbümlichen  Wege  finden.  Durch  den  Berührungs- 
punkt («,«')  geht  offenbar  ein  Kegelschnitt  des  Cylindroides,  dessen 
Ebene  F^  die  Gerade  {S.  S')  enthält.  Die  Tangente  (i,,  t\)  dieses 
Kegelschnittes  wird  parallel  sein  zu  der  Tangente  eines  zweiten  Kegel- 
schnittes (welcher  sich  als  Schnitt  derselben  Ebene  E^  mit  dem 
ursprünglichen  Cylinder  ergibt)  in  jenem  Punkte,  welcher  der  Cylinder- 
erzeugenden  {Ff,  F'f')  angehört. 

Die  vorgenannte  Tangente  (i,,  t\)  wird  daher  jene  Gerade  in 
der  Berührebene  B^Bi,  sein,  welche  gleichzeitig  auch  zur  Tangential- 
ebene r(rl  des  Cylinders  längs  der  Erzeugenden  {Ff,  F'f)  parallel 
ist  und  die  Gerade  {S,  8')  schneidet. 

Die  Horizontalprojection  t'^  derselben  wird  also  erhalten,  wenn 
man  durch  iS"  eine  Parallele  i'^  zur  Horizontalprojection  A' der  Schnitt- 
geraden  von  -Tf-^B  ^^^  ^'iBv  führt. 

Die  beiden  Geraden  t\  und  F'f  schneiden  sich  in  einem  Punkte 
*',  welcher  die  Horizontalprojection  des  gesuchten  Berüh- 
rungspunktes repräsentiert  und  aus  weicher  anstandslos  die  zu- 
gehörige Vertiealprojection  ß  abgeleitet  werden  kann.^) 


IX.    Capitel. 

Normaletifläclien  längs  ebener  Schnitte   der  Flächen   zweiter 
Ordnung, ') 

§.  163. 
Die  Ordnung  der  einer  Fläche  «ä-ter  Ordnung  längs  des  Schnittes 
mit  einer  Fläche  m'-ter  Ordnung  entsprechenden  Normalenfläche 
wurde  bereits  im  vorhergegangenen  durch: 
Hi' .  m' 


')   Peschka,   Sitzungsberichte   der  kais.  Akad.  d.  Wissenschaften.  Wie' 
Jahrgang  1680.    Math.-naturw-  Gl.  LXSXI.  Band,  IL  Abtli. 
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ausgedrückt-,  während  die  Ordnung  ihrer  Doppelcurve  diireh 

™'^^'    ,       -i  »  .      ,        AS 

—^  (m'  —  im  —  m'  +  4), 
und  die  Zahl   ilirer  Torsalliniea  durch  den  Ausdruck: 

2mm- (2m  +  m' —  4) 
bestimmt  wurde. 

Auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet,  in  welchem  m  ==  2  uud 
m'  =  1  ist,  erhält  oian  eine  Normalenfläclie  Yierten  Grades 
mit  einer  Doppelcurve  dritter  Ordnung  und  vier  Kauten. 

"Weitere  Eigenschaften  der  Normalenflächen  für  Flächen  Kweiten 
Grades  längs  ihrer  ebenen  Schnitte  ergehea  sich  ohne  besondere 
Schwierigkeiten  durch  constructiv-geömetrische  Betrachtungen 
sowie  durch  Untersuchung  ihrer  projectivea  Darstellung. 

Zunächst  lässt  sich  die  besagte  TJutersuchung  auf  Kegel-  und 
Cylinderfiäehen  zweiten  Grades  redueieren,  da  bekanntlich 
die  einer  Fläche  zweiten  Grades,  längs  eines  ihrer  ebenen  Schnitte 
umschriebene  developpable  Fläche,  ein  Kegel  zweiten 
Grades  ist  und  dieser  längs  der  Leitcurve  die  nämliche  Nor- 
malenfläche, wie  die  Fläche  zweiten  Grades  selbst,  besitzt. 

Wir  können  uns  hiernach  auf  die  Betrachtung  und  Untersuchung 
der  Normaleoflächea  längs  der  ebenen  Schnitte  von  Ke- 
geln und  Cjlindern  zweiten  Grades  beschränken. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  die  Ebene  der  Leitcurve  des  Kegel- 
schnittes K  (Taf.  VI,  Fig.  38)  als  horizontale  Projectionsebene  und 
jene,  welche  durch  die  Verbtnduogsgerade  des  Mittelpunktes  0  von  K 
mit  dem  Kegelscheitcl  S  geht,  als  zweite  (verticale)  Projectionsebene. 

Die  horizontalen  Projectionen  der  Normalen  des  Kegels  längs 
des  Kegelschnittes  £.  sind  die  Normalen  des  letzteren;  mithin  die 
horizontale  Contour  der  Normalenfläche  die  Evolute  des  Kegel- 
schnittes K.  Die  Evolute  ist,  wie  im  vorhergehenden  {Satz  103) 
aligemein  nachgewiesen  wurde,  eine  Curve  sechster  Ordnung 
und  vierter  Classe, 

Die  veiticalen  Projectionen  der  Normalen  ergebea  sich  als  die 
Perpendikel  von  den  verticalen  Projectionen  der  Punkte  der  Leitlinie 
K  auf  die  verticalen  Tracen  der  diesen  Punkten  entsprechenden  Be- 
rührungsebenen des  Leitkegels. 

Um  somit  die  Erzeugende  der  Normalenfläche,  welche  durch  den 
Punkt  (ff,  a')  der  Leitlinie  K  geht,  ku  construieren ,  bestimmen  wir 
zunächst  die  Tangentialebene  A,  Ä,,  des  Kegels  in  dem  besagten 
Punkte  und   führen  durch  a  und  a'  zu  A^  und  Äi,  die  bezüglichen 
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Senkrechten  Na  und  N\,   welch  letztere  bereits  die  Projectionen  der 
gesuchten  Erzeugenden  repräsentieren. 

Die  verticale  Contour  der  Normalenfläehe  ergibt  sieh  als 
Enveloppe  aller  Geraden  Na  und  ist  dieselbe  im  allgemeiaen,  sowie 
überhaupt  die  Contour  von  besagter  Fläche  auf  jede  beliebige  Ebene 
und  für  jedes  beliebig  gewählte  Projectionscentruai  stets  eine  Curve 
sechster  Ordnung  und  vierter  Claase. 

§.  164. 

Wenden  wir  uns  nun  vorübergehend  zu  Betrachtungen  anderer 
Art  und  fragen  wir  zunächst  um  die  Strictionslinie  der  Nor- 
malenfläche. 

Eine  einfache  diesbezügliche  Untersuchung  liefert  für  die  Nor- 
malenflächen  der  Flächen  zweiten  G-rades  längs  ihrer  ebenen  Schnitte 
eine  sehr  interessante  Eigenschaft  der  Strictionslinie. 

Sei  (*S,  K)  ein  beliebiger  Kegel  zweiter  Ordnung,  K  ein  ebener 
Schnitt  dPBselben  und  augieich  die  Leitlinie  der  Normalenfläche. 

Denken  wir  uns  durch  den  Scheitel  S  zu  Jeder  Tangentialebene 
B  eine  Senkrechte  N'  geführt,  so  bildet  die  Gesammtbeit  dieser  Ge- 
raden N'  einen  zweiten  Kegel  li'  der  zweiten  Ordnung.  Die  Erzeu- 
genden N'  dieses  Kegels  sind  zu  den  Erzeugenden  N  der  Nonualen- 
fiäehe  parallel  und  wird  somit  obbezeichneter  Kegel  den  ßichtungs- 
kegel  für  die  Normalenfläche  repräsentieren, 

Setzen  wir  voraus,  es  sei  N  eine  Erzeugend*  der  Normalenfläche 
in  dem  Punkte  der  Erzeugenden  G  von  i8,K);  N' sei  die  ihr  parallele 
Erzeugende  des  Bichtungskegels  B'.  Denken  wir  uns  die  Berührungs- 
ebene B'  des  letzteren  längs  jV'  construiert,  so  ist  diese  Ebene  senk- 
recht zur  Erzeugenden  G  des  ursprünglichen  Kegels  (S,  K). 

Nun  ist  aber  aus  der  Theorie  der  windschiefen  Flächen  bekannt, 
dass  die  Ebene  A,  welche  durch  die  Erzeugende  N  parallel  zur  Ebene 
B'  gelegt  wird,  die  windschiefe  Normalenfläche  in  dem  unendlich 
fernen  Punkte  der  Erzeugenden  N  berührt,  also  eine  asymptotische 
Ebene  der  Normalenfläche  darstelle. 

Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  die  asymptotische  Ebene  der  Nor- 
raaleufläche  für  eine  Erzeugende  N  diejenige  Ebene  A  ist,  welche 
durch  iV"  senkrecht  zur  entsprechenden  Erzeugenden  G  des 
Leitkegels  (S,  K)  geffihrt  wird. 

Weiters  wissen  wir  auch  bereits,  dass  jene  Ebene,  welche  diircb 
die  Erzeugende  iV  der  windschiefen  Eläehe  senkrecht  zur  asymptoti- 
schen Ebene  gelegt  wird,    die   Centralebene   der  Erzeugenden 
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sei  lind  dass  diese  die  Fläche  in  dem  Centralpmikte  dieser  Erzeu- 
geßdeß  berührt. 

Führen  wir  aber  in  dem  vorliegenden  Falle  durch  jV  eine  senk- 
rechte Ebene  T  auf  die  Ebene  A,  ao  louas  diese  unbedingt  auch  die 
Erzeugende  G,  also  auch  den  Scheitel  des  Leitkegels  enthalten. 

Aus  diesen  Erörterungen  folgt,  dass  die  sämmtliehen  Central- 
ehenen  der  Normalenfläche,  d.  s.  die  Ebenen,  welche  die  Normalen- 
flüche längs  ihrer  Strictionsiinie  herühren,  einen  Kegel 
umhüllen,  dessen  Scheitel  mit  jenem  der  ursprünglichen  Leitfläehe 
identisch  ist.     Es  ergibt  sich  sonach  der  Satz: 

132.  „Die  StricHomlinie  der  Normalcnfläche  dnes  Kegels  gweiter 
Ordnung  längs  eines  ebenen  Schnittes  ist  die  Berühnmgscitrve  der 
Normalenfläche  mit  dem  ihr  aus  dem  Scheitel  des  Leitkegels  um- 
schriebenen Kegel."' 

Durch  eine  geringfügige  Änderung  im  Wortlaute  kann  man  diesen 
Satz  ganz  allgemein  für  die  Normalenfläohe,  entlang  der  ebenen 
Schnitte  von  Flächen  zweiten  Grades,  aufstellen. 

Berücksichtigt  man  nämlich,  dass  in  diesem  Falle  der  Scheitel 
S  des  Leitkegels  den  Pol  des  ehenen  Leitsehnittes  in  Bezug  auf  die 
Leitfläehe  zweiten  Grades  darstellt,  so  nimmt  der  oben  aufgestellte 
Satz  die  folgende  Gestalt  an: 

123.  .„Die  Strictionsiinie  der  Normalenfläche  einer  Fläche 
sweiten  Orades  längs  eines  ihrer  ebenen  Schnitte  ist  die  Berührungs- 
eurve  der  Normalenftäche  mit  jenem  Kegel,  ivelcker  ihr  aus  dem 
Pole  des  ebenen  Leitschnittes,  als  Kegelscheitel  betrachtet,  umschrieben 
wird." 

§.  165. 
Diese  Eigenschaft  erlaubt  uns  auch,  die  Ordnung  und  0 lasse 
der  Strictionsiinie  zu  bestimmen. 

Der  einer  Fläche  wi-ter  Ordnung  von  einem  Punkte  außer- 
halb umschriebene  Kegel  berührt,  wie  wir  wissen,  die  Fläche  in  einer 
Curve  ni(m  —  l)-fcer  Ordnung,  welche  sich  als  deren  Schnitt  mit  der 
ersten  Polarfläche  des  genannten  Punktes  ergibt. 

Besitzt  jedoch  die  gegebene  Fläche  eine  Doppellinie  von  der 
t-ten  Ordnung,  so  geht  durch  diese,  wie  bekannt,  die  erste  Polar- 
fläche hindurch,  ohne  dass  dieselbe  einen  Theil  der  Eerührungscurve 
ausmacht.  Der  Schnitt  der  Polarfläche  mit  der  gegebenen  Fläche 
nach  der  erwähnten  Doppellinie  ist  daher  offenbar  von  der  2&-tea 
Ordnung  und  mithin  die  Ordnung  der  Berührungscurve  gleich: 
m{m  —  1)  —  2b. 
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Im  vorliegendeE  Falle  ist  m  =  4  der  Grad  der  Normal eEfläclift, 
&  =  3  die  Ordnung  ihrer  Doppelcurve,  folglich  die  Ordnung  der 
Berühningscurve,  also  auch  jene  der  Strictionslinie  der  Nor- 
malenfläche: 

4(4_  1)  — 2.3  =  6. 

Auch  die  Classe  der  Berührungscurve,  oder  was  dasselbe 
ist,  die  Classe  des  «mschriebeneu  Kegels  ist  leicht  zu  er- 
mitteln, iBdem  die  Classe  eines  einer  krummeii  Fläche  aus  eiaem 
Paukte  außerhalb  üiusehriebeaen  Kegels ,  also  auch  die  seiner  Be- 
rübrungseurye,  jener  der  Fläche  selbst  gleich,  im  gegenwärtigen  Falle 
daher  gleich  „vier"  ist.  Die  gewonnenen  Resultate  zusammengefasst, 
ergibt  sich  der  Satz: 

IM.  „Die  StricHonslmie  der  Normedenfläche  einer  Fläche  ziveiten 
Grades  längs  eines  ihrer  ebenen  Schnitte  ist  eine  Saumcurve  sechster 
Ordnimg  und  vierter  Glasse. 

%.   166. 

Die  Doppelcurve  der  eben  betrachteten  Normalenfläehe  ist 
eine  Eaiimcurve  dritter  Ordnung  und  da  im  allgemeinen  die 
Doppelcurve  einer  windschiefen  Fläche  «-ten  Grades  jede  Erzeugende 
in  (n  —  2)  Punkten  schneidet,  so  folgt,  dasg  im  vorliegenden  Falle 
die  Eraeugeaden  der  Normalenflache  zweipuuktige  Seeanten  der 
Doppelcurve  dritter  Ordnung  seien,  oder  mit  anderen  Worten, 
dass  jede  Erzeugende  der  Normalenfläche  von  zwei  anderen 
Erzeugenden  derselben  geschnitten  werde. 

Die  Ebene  der  Leitlinie  K  wird  von  der  Doppelcurve  in  drei 
leicht  zu  ermittelnden  Punkten  getroffen.  Denn  die  Tangenten  t\ 
und  (',  (Taf.  VII,  Fig.  39)  von  S'  an  K  sind  offenbar  die  Traceii 
zweier  verticalen  Tangentialebenen  des  Kegels;  die  ihren  Berührungs- 
punkten Xi  und  x^  mit  K'  entsprechenden  Normalen  N^^  und  N^^ 
liegen  demnach  in  der  Ebene  der  Leitlinie  K'  und  treffen  sich  in 
einem  Punkte  y'  der  Doppelcurve.  Feraer  begegnet  die  Normale  Nx^ 
den  Kegelschnitt  K'  außer  in  x^  noch  in  einem  Punkte  y,  in  welchem 
sie  auch  die  zugehörige  Normale  JVj,,  der  Fläche  schneidet,  woraus 
folgt,  dass  «/,   ebenfalls  ein  Punkt  der  Doppelcurve  ist. 

In  gleicher  Weise  lässt  sich  nachweisen,  dass  auch  der  Schnitt- 
punkt ;/,  der  Normale  Nx,  mit  dem  Kegelschnitte  K'  einen  in  dieser 
Ebene  liegenden  Punkt  der  Doppellinie  dritter  Ordnung  darstelle. 

Um  direct  Paare  von  sich  schneidenden  Erzeugenden 
der  Norma  len  fläche  zu  erhalten,  wollen  wir  noch  eiae  weitere 
Betrachtung  austeilen. 
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Setzen  wir  voraus,  es  seien  a  und  &  (Taf.  VII,  Fig.  39)  zwei 
Punkte  der  Leitlinie  K'  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  sich  die  ihnen 
entsprechenden  Normalen  I^u  und  ^t  des  Kegels  {S,  K)  schneiden. 
Die  Verhindungsgerade  der  Punkte  a  und  6  ist  sodann  gleichzeitig 
die  Horizontaltrace  der  Ebene  der  beiden  Normalen  Na  und  Si. 

Sind  ta  und  h  die  Tangenten  der  besagten  Punkte  a  uud  6  des 
Kegelschnittes  K,  also  die  Tracen  der  Tangentialebenen  an  die  Kegel- 
fläche (5,  K)  i-a.  a  und  &,  so  stellt  die  Verbind ungsgerade  ft  ihres 
Schnittpunktes  M.  mit  der  horizontalen  Projection  S'  des  Kegelscheitels, 
die  horizontale  Projection  der  Schnittlinie  der  genannten 
Tangentialebenen  dar. 

Da  weiters  die  Normalen  ^a  und  Ni  auf  diesen  Berührungs- 
ebenen senkrecht  stehen,  so  ist  auch  deren  Ebene  senkrecht  zur  Schnitt- 
linie der  letzteren  und  mithin  die  horizontale  Trace  a  h  oder  ij*  senk- 
recht zur  horizontalen  Projection  M8'  oder  ft  der  Schnittlinie.  Außer- 
dem ist  Jf,  als  Schnittpunkt  der  in  a  und  &  an  den  Kegelschnitt 
geführten  Tangenten,  der  Pol  der  Geraden  ah. 

§.  167. 

Diese  einfache  Betrachtung  führt  zur  Kenntnis  der  Bedingung, 
welcher  zwei  Punkte  der  Leitlinie  K'  genügen  müssen, 
damit  sich  die  ihnen  entsprechenden  Erzeugenden  der  Nor- 
malenfläche schneiden. 

Jedes  Paar  solcher  Punkte  (wie  im  vorliegenden  Falle  a  und  h) 
muss  nämlich  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  die  Verbindungslinie  ft 
des  Poles  M  (Taf.  VII,  Fig.  39)  mit  der  horizontalen  Projection  S' 
des  Kegelseheitels  zu  der  durch  die  vorbezeichneten  Punkte  bestimmten 
Kegelschnittssehne  ai  senkrecht  stehe. 

Um  derartige  Paare  von  Punkten  coastructiv  zu  bestimmen, 
nehmen  wir  umgekehrt  an,  es  sei  ein  Strahl  ft  des  Büschels  S'  gegeben 
und  man  hätte  die  Lage  eines  Punktes  M  auf  der  Geraden  fi  so  zu 
bestimmen,  dass  dessen  Polare  al  eine  zu  (i,  senkrechte  Stellung  an- 
nehme. 

Ist  sodann  s  der  zu  (i  senkrechte  Durchmesser  des  Kegelschnittes 
K'  und  T  der  diesem  Durchmesser  e  coajugierte  Durchmesser,  so  stellt 
letzterer  gleichzeitig  den  Ort  der  Pole  aller  zu  e  parallelen,  also 
zu  (t  senkrechten  Kegelschnittssehnen  dar.  Der  Schnittpunkt  M  von 
ft  und  r  ist  mithin  der  auf  fi  gesuchte  Punkt,  dessen  Polare  ah  auf 
f^  senkrecht  steht.  Es  repräsentieren  demnach  «  und  h  zwei  Punkte 
des  Kegelschnittes,  deren  entsprechenden  Erzeugenden  der  Normalen- 
fläche sich  schneiden. 
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In  gleicher  Weise  kann  niiimielir  für  jedeu  durch  S'  gebeadeii 
anderweitigen  Strahl  ja'  ein  folgendes  Piinktepaar  a^  &,  von  der  näm- 
lichen Eigenschaft  gefunden  werden,  und  es  wird  somit  auch  nicht 
den  geringsten  Schwierigkeiten  unterworfen  sein ,  das  Erzeugnis 
der  Sehne  ab  zu  ermitteln. 

Besehreibt  nämlich  der  durch  S'  gehende  Strahl  ft  ein  Strahlen- 
büschel, so  wird  der  au  diesem  senkrechte  Kegelschnittsdurchmesser  er 
ein  dem  ersterea  projectivisches  Strahlenbüschel  erzeugen. 

Ebenso  beschreibt  auch  der  dem  Durchmesser  a  conjugierte 
Durchmesser  t  ein  Strahlenböschel ,  welches  dem  Büschel  ö  sowohl, 
als  auch  jenem  S'  projeetivisch  verwandt  ist. 

Der  geometrische  Ort  des  Punktes  M  (Schnittpunkt  von 
entsprechenden  Strahlen  der  BQschel  r  und  S')  ist  mithin  ein  Kegel- 
schnitt, welcher  auch  durch  die  Scheitel  S' und  0  (Mittelpunkt  des 
Leitkegelsehnittea)  geht. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Geraden  o,b,  a^i^...,  als  Polaren  der 
einüelnen  Punkte  M  dieses  Kegelschnittes  in  Bezug  auf  den  Kegel- 
schnitt K' ,  einen  neuen  Kegelschnitt  2^  umhüllen,  welcher, 
wie  leicht  einzusehen,  eine  Parabel  sein  wird,  da  die  Polare  von  0, 
d.  L  die  unendlich  ferne  Gerade,  eine  seiner  Tangenten  ist.  Eine 
weitere  Tangente  dieser  Parabel  I^  ist  die  Berührungssehne 
s:,  Xj  als  Polare  des  Punktes  8'. 

Bedenkt  man  ferner,  dass  jede  Tangente  der  Parabel  H  den 
Kegelschnitt  K'  in  zwei  Punkten  a  und  b  schneidet,  für  welche  die 
Normalen  der  Kegelfläche  in  der  nämlichen  Ebene  liegen,  andererseits 
aber  die  Endpunkte  der  großen  und  kleinen  Achse  von  K',  sowie  auch 
die  Punkte  x,  und  i/, ,  «„  und  j/j  die  nämliche  Eigenschaft  besitzen, 
so  folgt,  dass  in  gleicherweise  die  beiden  Achsen  J.  und  B  der  Leit- 
linie K',  sowie  auch  die  ia  der  Ebene  yon  K'  liegenden  Kegelnor- 
malen JVj;,  und  N^,  Tangenten   der  Parabel  .T  sind. 

Durch  irgend  vier  von  diesen  fünf  genannten  Tangenten  ist  die 
Parabel  vollkommen  bestimmt  und  kann  auf  bekannte  Weise  leicht 
projeetivisch  bestimmt  werden. 

Wäre  irgend  eine  Normale,  etwa  üb,  gegeben,  so  hätte  man, 
nm  die  beiden  anderen  Normalen,  welche  von  derselben  geschnitten 
werden ,  zu  ermitteln ,  nichts  anderes  zu  thim ,  als  durch ,  ihren  Fuß- 
punkt b  die  beiden  Tangenten  an  die  Parabel  £  zu  ziehen,  um  so  in 
den  Punkten  a  und  c,  in  welchen  diese  den  Kegelschnitt  K'  zum 
zweitenmale  treffen,  die  Fußpunkfco  der  gesuchten  Normalen  N^  und 
Nc  zu  finden. 
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Der  Kegelscbüitt  K'  uud  die  Parabel  2  besitzen  vier  (reelle 
oder  imaginäre)  gemei  n  sehaftliche  Tangenten;  jede  derselben 
trifft  den  Kegelschnitt  K'  in  zwei  unendlich  nahen  Punkten, 
für  welche  die  Normalen  des  Kegels  sieh  schneiden.  Die  Berührungs- 
punkte der  vier  geoieinsehaftlichen  Tangenten  von  2^  und  K'  mit 
dem  Kegelschnitte  K'  gehören  somit  den  Torsallinien  der  Nor- 
malenfläehe  an  und  die  bezeichneten  gemeinschaftlichen  Tangenten 
selbst  sind  die  horizontalen  Tracen  der  Torsalebenen,  d.  i.  jener 
Ebenea,  welche  die Normalenfläehe  längs  der  Torsallinien  berühren. 

§.  168. 

Untersuchen  wir  nun  die  Eigenschaften  der  Ebene«, 
welche  durch  die  Paare  sich  schneidender  Erzeugenden 
der  Normalenfläche,  wie  etwa  beziehungsweise  durch  if„  und 
Ni,  gehen. 

Die  Ebene  {N^,Ni)  (Taf.  VII,  Fig.  39)  schneidet  die  Normalen- 
fläche, welche  vom  vierten  Grade  ist,  in  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung. Nachdem  aber  die  beiden  Erzeugenden  Na  und  IVj  Bestand- 
theile  erster  Ordnung  in  diesem  Schnitte  repräsentieren,  kann  der 
Eest  bloß  vom  zweiten  Grade,  d.  i.  ein  Kegelschnitt  sein.  Dieser 
Kegelschnitt  trifft  jede  ier  beiden  Normalen  Na  und  N/,  in  zwei 
Punkten. 

Es  ist  bekannt,  dass  eine  Ebene,  welche  eine  Erzeugende  einer 
wicdschiefen  Fläche  enthält,  die  letztere  nach  einer  Curve  sehneidet, 
welche  ihrerseits  diese  Erzeugende  in  (n  —  1)  Punkten  trifft,  wenn 
die  Fläche  vom  w-teu  Grade  ist.  Einer  dieser  (n —  1)  Punkte  ist 
der  Berührungspunkt  der  Ebene  mit  der  Fläche,  während  die 
übrigen  (n —- 2]  Punkte  die  Schnittpunkte  der  Ebene  mit  der 
Doppelcnrve  der  Fläche  darstellen. 

Im  vorliegenden  Falle  enthält  die  Ebene  zwei  Erzeugende  Na 
und  Nb  der  windschiefen  Normaleufläehe,  berührt  mithin  die  Fläche 
in  zwei  verschiedenen  Punkten,  von  welchen  je  einer  auf  einer  der 
betreffenden  Erzeugenden  A'„  uud  Ni,  sich  vorfindet.  Nach  früherem 
sind  diese  Berührungspunkte  zwei  von  den  Schnittpunkten  der  Erzeu- 
genden Na  und  ^6  mit  dem  der  Normaleufläehe  angehörenden,  in 
der  Ebene  von  NaNi  liegenden  Kegelschnitte. 

Die  beiden  anderen  Schnittpunkte  von  iV^  und  Nb  mit  diesem 
Kegelschnitte  gehören  der  Doppelcnrve  an  und  sind,  wie  leicht  ein- 
zusehen, keine  anderen,  als  jene  Punkte,  in  welchen  die  genannten 
Erzeugenden  N,,  und  N„  von  anderweitigen  Evzeageaden  der  Normalen- 
fläche   getroffen    werden.     Der    dritte    in    der   Ebene  Na  Ni,  liegeude 
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Doppelpuukfc  ist  selbstverständlich  der  Schnittpunkt  z  der  ge^ebetiea 
Erzeugenden  ^„  und  1^^,. 

Weiters  ist  nocli  zu  beriicksiohtigen,  dass  die  Trace  tti  der 
Bitangeutialebene  (NaNt)  eine  Tangente  der  Parabel -S  ist,  und 
dass  auch  die  Ebene  der  Leitlinie  K',  sowie  die  unendlich 
ferne  Ebene  Bitangentialehenen  der  Normalenfläche  sind,  indem  sie 
die  letztere  in  einem  Kegelseimitte  und  zwei  Erzeugenden  schneiden. 
(Für  die  erstere  i^llt  dieser  Kegelschnitt  mit  dem  Leitkegelschnitte 
K'  Kusammen,  während  die  Erzengenden  durch  die  beiden  Normalen 
jVi,  and  Nx,  dargestellt  erscheinen.) 

Fassen  wir  die  Resultate  der  hier  gepflogenen  Erörterungen  aii- 
sammen,  so  gelangen  wir  ku  dem  Schlüsse,  resp.  zu  den  Sätzen: 

i25a.  j,Die  NormalenfiäcJie  einer  Fläche  siveiten  Grades  längs 
eines  ihrer  ebenen  Schnitte  enthält  unendlich  viele  Bitangentialebenen, 
d.  i.  Ehenen,  in  welchen  swei  sich  sehneidende  Breeugenäe  der  Fläche 
liegen  und  dieselbe  daher  in  etvei  verschiedenen  Punkten  berühren.'^ 

i25b.  yjjede  dieser  BitangentiaM>enen  schneidet  die  Normalen- 
fläche  außer  in  den  swei  Ereeugenden  noch  in  einem  Kegelschnitte, 
ivelcher  die  ersteren  in  den  iemigllehen  Berührungspunkten  und  außer- 
dem in  sioei  der  Doppelcitrve  angehörenden  Punkten  trifft. 

125  c.  „Die  Tracen  der  Bitangentialebenen  auf  der  Ebene  der 
Leitcmve  der  Normalenfläche  umhüllen  eine  Parabel,  welche  dAtrch 
die  Achsen  der  Leitcurve  und  die  in  der  Ebene  der  let^eren  liegenden 
Flächennormalen  (als  Tangenten)  bestimmt  ist.'* 

§.  169. 

Auch  die  Beriihriingsebenen  längs  der  Torsallinien 
der  Normalenfläehe  schneiden  diese  letzteren  außer  in  den 
zwei  zn  einer  Torsallinie  vereinigten  Erzeugenden  noch 
in   einem   Kegelschnitte. 

Da  eine  Torsalebene  die  Normalenfläehe  längs  einer  Geraden 
tangiert,  go  berührt  sie  auch  alle  auf  der  Fläche  liegenden  Curven  und 
somit  auch  den  obenbezeichneten  Kegelschnitt  und  die  Doppelcurve 
der  Fläche  in  Punkten,  welche  dieser  Geraden  (Torsallinie)  angehören. 

Wir  wissen  aber,  dass  der  Kegelschnitt,  in  welchem  eine  Bitan- 
gentialebene  die  Normalenfläche  schneidet,  auch  die  in  dieser  Ebene 
liegenden  zwei  Erzeugenden  in  Punkten  der  Doppelcurve  begegnet. 

Das  Gesagte  muss  selbstverständlich  auch  dann  noch  stattfinden, 
wenn    die    beiden    Erzeugenden    sich    unausgesetzt    nähern,    die 
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Bitangentialebene  somit  iß  eine  Torsalebene  der  Normalen- 
flache  übergeilt. 

la  dem  letztbezeiclmeten  Falle  werden  auch  die  beiden  Schnitt- 
punkte der  Erzeiigenden  mit  dem  Kegelschnitte  unendlich  nahe  anein- 
ander zu  liegen  kommen,  und  da  sie  gleichzeitig  Punkte  der  Doppel- 
cnrve  darstellen,  so  muss  der  Kegelschnitt  sowolil,  als  auch  die  Doppel- 
eurve  die  Torsallinie  der  Normalenfläche  in  einem  und  demselben 
Punkte  berühren.  Der  dritte  in  der  Torsalebene  liegende  Punkt  der 
Doppelcurve  ist  die  Spitae  der  betreffenden  Torsallinie,  d.i. 
der  Schnittpunkt  der  beiden  zur  Torsallinie  vereinigten  Erzengenden 
der  Fläche,    Es  besteht  daher  der  Satz : 

126.  „Die  Berukrungsebenen  der  Normalenfiäche  längs  ihrer 
vier  Torsallinien  schtteiden  die  Fläche  nach  Kegelschnitten,  welche 
die  hetreffenden  Torsallinien  in  jenen  PunMen  berühren,  in  welchen 
diese  auch  von  der  Doppelcurve  der  Normalenfläche  herührt  werden.^ 

Die  Tracen  dieser  Ebenen  längs  der  Torsallinien  auf  der  Ebene  der 
Leitlinie  K'  sind,  wie  bereits  früher  gezeigt  wurde,  ebenfalls  Tan- 
genten der  Parabel  S.  Besagte  Tracen  wurden  als  die  vier  gemein- 
schaftlichen Tangenten  der  beiden  Kegelschnitte  K'  und  2  erhalten. 

§■  170. 

Normalenfläclien  längs  besonderer  ebener  Schnitte  einer  Fläche  zweiten 
Grades. 

Interessante  Eigenschaften  der  Normalenflächen 
ergeben  sich,  wenn  man  jener  Ebene,  welche  die  Fläche 
zweiten  Grades  nach  dem  Leitkegelschnitte  der  ISTor- 
malenfläche  schneidet,  besondere  Lagen  ertheilt. 

Nehmen  wir  diesbezüglich  an,  dass  die  Ebene  des  Leitkegel- 
scbnittes  senkrecht  stehe  zu  einer  der  drei  Haupt-  oder 
Aehsenebenen  der  Fläche  zweiten  Grades. 

Der  Toraussetzung  gemäß,  liegt  diesfalls  die  Spitze  des  der 
Fläche  längs  jenes  Leitkegelschnittes  umschriebenen  Kegels  in  der 
genannten  Hauptebene. 

Betrachtet  man  also  die  Ebene  des  Leitkegelachnittes  K  (Taf.  VII, 
Fig.  40)  als  horizontale  Projectionsebene,  so  lilllt  die  horizontale  Pro- 
jection  S'  des  Kegelseheitels  in  die  eine  Achse  OS'  des  Leitkegel- 
achnittes K. 

Als  verticale  Projectionsebene  wollen  wir  die  horizontal  -  pro- 
jicierende  Ebene  durch  OS'  wählen  und  voraussetzen,  dass  8  die  ver- 
ticale Projection  des  Kegelseheitels  sei. 
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Nachdem  die  Normalenfläche  die  Fläche  zweiteD  Grades  längs, 
des  Kegelschnittes  K  identisch  ist  mit  der  Normaleafläche  des 
Eegels  (S,  K)  längs  der  nämlichen  Ciirve,  so  hat  mau  bloß  ia  den 
einzelnen  Puniiten  [K,  K')  Normalen  an  der  Kegelfläehe  zu  con- 
striüerea,  nm  Erzeugende  der  Normalenfläche  au  erhalten. 

Soll  nun  beispielsweise  die  dem  Punkte  («,  a')  der  Leitcurve  K 
entsprechende  Normale  dargestellt  weiden,  so  bestimmt  man  aunäehst 
die  Tangentialebene  in  dem  genannten  Punkte. 

Die  Horizontaltrace  su  derselben  ist  die  Tangeßte  ^  au  K  im 
Pimkte  a',  während  die  zugehörige  Verfcicaltraee  f»  die  Verhindungs- 
gerade  von  S  mit  jenem  Punkte  a  ist,  in  welchem  ta  die  Grundlinie 
OS'  oder  XX  schneidet.  Die  Projectionen  JV"'„  und  JV„  der  ver- 
langten Normalen  gehen  durch  a'  resp.  a  und  sind  zu  den  heaüglichen 
Tracen  s*  und  £„  der  Berflhrungsebene  senkrecht. 

Hieraus  ergibt  sich  sofort,  dass  die  Horizontalprojeetionen  der 
Erzeugenden  der  Norraalenfläche  die  Normalen  des  Kegelschnittes  K' 
sind,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  die  horizontale  Contour 
der  Normalenfläche  die  Enveloppe  der  Normalen  von  K', 
d,  i.  also  die  Evolute  des  Kegelschnittes  K'  repräsentiert. 

Was  die  verticale  Projection  anbelangt,  so  ist  im  allgemeinen 
die  Contour  der  Normalenfläche  einer  Eiäche  zweiter  Ordnung, 
längs  eines  ebenen  Schnittes  derselben,  eine  Curve  sechster  Ord- 
nung und  -vierter  Classe,  indem  die  Normalenfläche  selbst  eine 
windschiefe  Fläche  vierten  Grades  ist,  welche  eine  Doppel- 
curve  dritter  Ordnung  besitzt. 

Die  besondere,  im  vorliegenden  Falle  getroffene  Anordnung  der 
Projectionsebenen  ist  jedoch  Ursache,  dass  die  verticale  Contour  der 
Normalenfläche  sich  auf  einen  Kegelschnitt  reduciert. 

Wie  leicht  zu  erkennen,  fallen  nämlich  die  vertiealen  Projec- 
tionen dei'  Normalen  paarweise  zusammen  und  zwar  gilt  dies  von 
allen  Paaren  jener  Normalen,  deren  Fußpunkte  («,  «')  und  (b,  b')  in 
zur  Achse  OS'  senkrecht  stehenden  Geraden  liegen.  Je  awei  solche 
Punkte  besitzen  nämlich  einerseits  dieselbe  Verticalprojectiou  a  resp. 
&  in  OS'  und  andererseits  schneiden  sich  die  in  den  Punkten  a'  und 
b'  des  Kegelschnittes  K'  geführten  Tangenten  U  und  ti,  in  einem  und 
demselben  Punkte  (a,  ß),  weshalb  auch  die  Berührungsebenen  des 
Kegels  (S,  K)  in  a  und  &  einerlei  Verticaltra  ee  £„  besitzen. 

Hieraus  erhellt  unmittelbar,  dass  auch  die  vertiealen  Projectionen 
Na  und    JV(,  der    Normalen    in    {»,  a')   und    (&,  b'j   zusammenfallen 
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Es  wurde  früher  allgemein  nachgewiesen,  dass  die  verticale  Cod- 
tour  der  NormaleuSäcbe,  d.  i.  die  Enveloppe  der  Verticalpro- 
jectionen  ihrer  Emeugenden  eiue  Curve  vierter  Ciasse  sei, 
dass  also  diireli  jeden  Punitt   vier  solche  Verticalprojeetionen  gehen. 

Im  vorliegenden  Falle  coincidieren  aber  je  zwei  Verticalprojee- 
tionen, so  dass  die  vier  durch  einen  Punkt  gehenden  Tangenten  der 
verticalen  Contour  zu  je  zwei  in  zwei  verschiedene  Geraden 
zusammenfallen. 

Man  kann  hiernach  durch  einen  Punkt  an  die  verticale  Contour 
nur  zwei  (allerdings  doppelt  zählende)  Tangenten  führen,  d.  h.  die 
besE^te  Contour  reduciert  sieh  auf  eine  Curve  zweiter  Classe, 
also  auf  einen  Kegelschnitt. 

§.  171. 

Durch  eine  einfache  Untersuchung,  wobei  wir  überdies  noch  ein- 
gehender über  die  Art  und  die  Lage  des  fraglichea  Kegelschnittes 
unterrichtet  werden,  lässt  sich  dies  auch  ditect  nachweisen. 

Wenn  wir  nämlich  berücksichtigen,  dass  a'b'  {Taf.  VII,  Eig.  40), 
als  Beruh ruDgssebne  der  von  a  aus  gezogenen  Kegelschnittstangenten 
ta  und  ti,  die  Polare  des  Punktes  tx  darstellt,  mithin  a  und  a  zwei 
harmonisch  conjugierte  Punkte  au  den  Achsenendpunkten  Ä 
und  B' von  K'  repräsentieren,  so  ist  klar,  dass,  wenn  k  die  Gerade 
OS'  durchläuft,  dasselbe  auch  der  Punkt  a  in  der  Weise  thue,  dass 
ff  und  a  zwei  projectivische  Punktreihen  beschreiben. 

Ferner  beschreibt  die  verticale  Trace  e,  eia  zur  Reihe  a  per- 
spectivisches  Strahlenbüsehet  aus  dem  Mittelpunkte  S,  welches 
Strahlenbüschei  sonach  auch  zur  Reihe  a  projectivisch  sein  wird. 
Errichtet  man  endlich  im  Scheitel  iS  auf  jeden  Strahl  ccS  eine  Senk- 
rechte *§«,,  so  bilden  diese  Senkrechten  ein  neues,  zum  Böschel  Sa..., 
also  auch  zur  Puuktreihe  a  projectivisch  es  Strahlenbüschel.  Die  Ver- 
ticalprojection  JVo  der  Normalen  geht  durch  a  und  steht  senkrecht 
zu  Sa,  ist  also  parallel  zu  Sa,. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  die  verticale  Contour  der 
Normalenfläehe  die  Enveloppe  aller  Geraden  ist,  welche  durch  die 
einzelnen  Punkte  der  Reihe  a  parallel  zu  den  entsprechenden  Strahlen 
eines  dieser  Reihe  projeetivischen  Strahlenbüschels  Sa'  gezogen  werden 
können,  oder  was  dasselbe  ist,  die  verticale  Contour  der  Normalen- 
fläche ist  die  Enveloppe  derjenigen  Geraden,  welche  die  entspre- 
chenden Punkte  zweier  perspecti  vischen  Reihen,  deren  Träger 
beziehungsweise  die  Gerade  OS'  vmd  die  unendlich  ferne  Gerade  sind, 
verbinden. 
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Diese  Enveloppe  ist,  wie  wir  bereits  wissen,  jederzeit  ein 
Kegelschnitt,  welcher  die  Träger  der  beiden  Reihen  berührt. 

Da  der  eine  dieser  Träger  die  im  Unendlichen  liegende  Gerade 
ist,  so  wird  besagter  Kegelschnitt  speciell  eine  Parabel  sein.  Die 
letztere  berührt  die  beiden  Achsen  AB  und  CD  des  Kegelschnittes 
X'.  Selbstverständlich  tritt  diese  Berührung  nur  in  den  Projectionen 
und  nicht  auch  im  Räume  ein,  da  die  Parabel  in  der  Ebene  OS' 
und    der   Kegelschnitt  K'  in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegt. 

Die  Parabel  berührt  die  Achse  AB,  weil  letztere  der  Träger  der 
einen  erzeugenden  Punktreihe  a. . .  ist  und  die  Achse  CD  deshalb, 
weil  diese,  wie  leicht  einzusehen ,  die  vertäcalen  Projectionen  der  den 
Punkten  C  und  D  entsprechenden  Normalen  enthält. 

Die  Parabel,  welche  sich  als  Contour  der  Normalenfläche 
auf  der  horizontal-projicierenden  Ebene  OS'  herausstellt,  berührt  also 
sowob]  die  Gerade  OS'  als  auch  die  horizontal- projicierende  Gerade  0. 
Wir  gelangen  sonach  zu  dem  Satze: 

137-^  „  Wird  als  Leiteurve  für  die  Normalenfläche  einer  Fläche 
sweilen  Grades  {oder  speciell  eines  Kegels  zweiten  Grades)  ein  zu 
einer  Eauptdiene  senkrechter  Schnitt  angenommen,  so  ist  die  Contour 
der  Normalenfläehe  auf  der  leeeiehneten  Hauptebene  {unter  Voratis- 
setzung  ortjiogonaler  Projection)  eine  Parabel.  Die  leidere  herükri 
einerseits  die  Schntttgeraäe  der  Hauptehene  mit  der  Ebene  der  Leit- 
hnie  und  andererseits  jene  Gerade,  welche  im  Mittelpunkte  der  Leit- 
Iwie  auf  det  Ebene  derselben  senkrecht  steht. 

§.  172. 

Unter  den  Tangenten  der  obbezeichneten  Parabel  gibt  es  eine, 
welche  von  besonderer  Wichtigkeit  ist. 

Wenn  wir  nämlich  von  S'  (Taf.  VII,  Fig.  40)  aus  Taugenten 
an  K'  ziehen,  deren  Berührungspunkte  x'  und  y'  sind,  so  werden  die 
diesen  Punkten  entsprechenden  Normalen  des  Kegels  (S,  K)  ihrer 
ganzen  Ausdehnung  nach  in  der  Ebene  des  Leitkegelschnittes  K'  liegen 
und  sich  in  einem  Punkte  a,  der  Achse  08'  treifen. 

Betrachten  wir  nun  a,  als  die  Verticalprojection  eine,s  Punktes 
{a„  a\)  von  {K,  K')  und  bestimmen  wir  die  Verticalprojection  JV^, 
der  diesem  Punkte  entsprechenden  Eegelnormalen,  indem  wir  durch  a, 
auf  die  Verticaltraee  E^  der  zugehörigen  Beröhrungsebene  eine  Senk- 
rechte errichten. 

Diese  Verticalprojection  JVa,,  die  wir  nunmehr  insbesondere  her- 
vorheben und  mit  D  bezeichnen  wollen,  ist  eine  Tangente  der  verti- 
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caleii  Contour  (Parabel)  und  besitzt  als  solche  eine  sie  auszeiebnende 
Eigenschaft,  welche  wir  durch  nachstehende  Betrachtung  näher  zu 
bestimmen  beabsichtigen. 

Während  OS'  und  D  zwei  Tangenten  der  Contourparabel 
dai'ätellen,  werden  alle  anderen  Tangenten,  d,  h.  die  Verticalprojec- 
tionen  iVo  aller  Normalen  auf  den  erstgenannten  Geraden  OS'  und 
I>  awei  ähaliehe  Punktreihen  «...  «öd  <?...  bestimmen.  Ist  ferner 
t,(  die  Tangente  an  K'  in  einem  Punkte  a'  uad  ^'„  die  entsprechende 
Normale,  so  treffen  diese  beiden  Geraden  die  Achse  OS'  in  zwei 
Punkten  a  imd  s',  welche  harmonisch  conjugiert  zu  den  Brenn- 
punkten /■,  und  4  des  Kegelschnittes  K'  sind;  denn  verbindet  man 
t\  und  f^  mit  o,,  so  sind  die  Winkel  /"[«'s'  und  f^^a's'  einander' 
gleich;  der  Winkel  Q:a's'  =  90"  und  werden  mithin  die  Strahlen 
a'  (/,,  /j,  «,  s'},  also  auch  die  Punkte  /j,  f„,  a,  s'  harmonisch  ge- 
lagert  sein. 

Wenn  nun  ■  die  Tangente  ta  und  die  zugehörige  Normale  N'^ 
alle  möglichen  zulässigen  Lagen  annehmen,  so  werden  die  Punkte  a 
und  s'  offenbar  awei  projectivische  Punktreihen  auf  OS'  be- 
schreiben. 

Nachdem  aber  im  vorhergehenden  nachgewiesen  wurde,  dass 
auch  die  Punkte  «  und  a  zwei  projectivische  Punktreihen  auf  OS' 
beschreiben,  so  folgt  hieraus  unmittelbar,  dass  auch  die  Reihen  «... 
nnd  s'  projeetivisch  sind.  Es  iässt  sich  jedoch  leicht  zeigen,  dass 
diese  Reihen  überdies  auch  ähnlich  seien,  d,  h.  dass  sich  in  den 
beiden  Keihen  die  unendlich  fernen  Punkte  entsprechen. 

Versetzen  wir  nämlich  vorübergehend  den  Punkt  a  nach  0,  so 
entsprechen  demselben  sowohl  in  Bezug  auf  AB,  als  auch  in  Bezug 
auf  fifq  der  unendlich  ferne  Punkt  von  ÖS'  als  harmonischer  Punkt, 
welchem  Umstände  zufolge  sich  die  unendlich  fernen  Punkte  in 
den  Reihen  a...  und  s' . . .  entsprechen  müssen,  die  Reihen  also 
ähnlich  sind. 

Denken  wir  uns  durch  sämmtliche  Punkte  s'  zu  OS'  senkrechte 
Geraden  ss', . . .  gezogen,  so  bestimmen  auch  diese  auf  der  Geraden  D 
eine  Punktreihe  s...,  welche  mit  jener  s'...  und  mithin  auch  mit 
der  Reihe   a...   ähnlich  ist. 

Die  Tangenten  der  Contourparabel  bestimmen  aber,  wie 
vordem  hervorgehoben  wurde ,  auf  D  gleichfalls  eine  zu  der  Reihe 
«...  ähnliche  Punktreihe  ff...,  daher  wir  zu  dem  Schlüsse  gelangen, 
dass  sieh  auf  D  zwei  ähnliche  Punktreihen  6. . .  und  s, . .  vor- 
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Es  lässt  sich  weiters  nachweisen,  dass  diese  beiden  Eeihen 
identisch  sind,  d.  i.  dass  alle  Paare  entspreciiender  Punkte 
«oincidieren.  Zu  diesem  Zwecke  wird  es,  da  die  beiden  Eeihen 
ähnlich  sind,  genügen,  zu  zeigen,  dass  zwei  Paare  eutspre- 
ciender  Punkte  zusammenfallen. 

Nehmen  wir -behufs  dieses  Nachweises  an,  es  falle  a  mit  Ä'  zu- 
sammen und  bezeichnen  wir  den  genannten  P  unkt  in  dieser  Lage  mit 
«j,  so  entspricht  demselben  in  der  Eeihe  «...  der  Punkt  «g  und  ia 
der  Reihe  s'. . ,  der  mit  u^  zusammenfallende  Punkt  s\.  Die  ¥erti- 
cale  Projeetion  der  dem  Punkte  (a^,  a'„)  entsprechenden  Normalen 
stimmt  mit  OS'  überein  und  trifft  die  Gerade  B  in  dem  ebenfalls 
mit  a^  zusammenfalleaden  Punkte  6^  der  Eeihe  ö...  Endlich  trifft 
die  durch  s'^  senkrecht  zu  OS'  gezogene  Gerade  die  Contourtangeate 
D  aucb  in  dem  mit  a^  oder  0^  zusammenfallenden  Punkte  Sj,  woraus 
folgt,  dass  die  einander  entsprechenden  Punkte  0^  und  s^  der  Eeihen 
0...  und  s...   zusämmenfaliea. 

Gelangt  der  Punkt  k  in  unendliche  Entfernung  und 
nennen  wir  ihn  in  dieser  Lage  «3,  so  entsprechen  demselben  in  den 
Eeihen  «...  und  s',..  die  mit  dem  Mittelpunkte  0  übereinstim- 
menden Punkte  «3  und  s'3,  und  nachdem  die  durch  «g  gehende  Parabol- 
tangente  durch  die  Achse  OD  dargestellt  wird,  fallen  auch  die  heid  eu 
sowohl  einander  als  dem  Punkte  «3  entsprechenden  Punkte  ffg  und  Sg 
in  den  Eeihen  u. . .  und  s...  zusammen. 

Aus  der  angestellten  Betrachtung  ist  zu  ersehen,  dass  die  beiden 
ähnlichen  Eeihen  ff...  und  s...  auf  D  zwei  Paare  entsprechender, 
zusammenfallender  Punkte  o„  und  s^,  Ug  und  Sj  besitzen,  dass  also 
diese  Eeihen  identisch  sind. 

Ist  mithin  {a,  a')  (Taf.  VII,  Pig.  40)  ein  beliebiger  Punkt  des 
Kegelschnittes  {K,  K'),  sind  ferner  ^a  und  Jf'n  die  Projectionen  der 
ihm  entsprechenden  Kegelnormalen  und  schneidet  ^'n  die  Achse  OS' 
in  dem  Punkte  s',  so  folgt  als  Eesultat  der  gepflogenen  Erörterungen, 
dass  sich  JV„  und  die  durch  s'  senkrecht  zu  08'  gezogene  Gerade  s's, 
in  einem  und  demselben  Puakte  s  von  D  schneiden.  Gleichzeitig  ent- 
nehmen wir  der  vollführten  Constrstction,  dass  auch  (s,s')  der  Sehuitt- 
punkt  der  Normale  {N^,  N'a)  mit  der  verticalen  Projeetions- 
ehene  ist. 

Aus  der  Symmetrie  aller  Elemente  des  Gebildes  gegen  die 
horizontal  -  projicierende  Ebene  OS'  ergibt  sich  endlich  noch,  dass 
(s,  s')  auch  der  Schnittpunkt  der  Ebene  OS'  mit  jener  Normalen 
{Htt^'h)  sei,  deren  Pußpunkt  h'  mit  a'  auf  derselben  zu  OS'  senk- 
rechten Kegelschnittssehne    liegt.     Da   ferner  Paare  jener  Normalen, 
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deren  Fußpuukte,  wie  a'  und  h',  auf  den  zu  OS'  saukreohten  Kegel- 
schnittssehnen  liegen,  d.  i.  solche  Paare  tou  Normalen,  welche  eine 
zur  Ebene  08'  aymmetriache  Lage  besitzen,  sich  in  Punkteu  der 
Geraden  (B,!)')  schneiden,  folgt,  dass  diese  Gerade  eiue  Doppel- 
gerade der  Normaienfiäehe  sei. 

Nachdem  aber  die  vollständige  Doppelourve  der  YOrlie- 
gendeu  Normalen  fläche  eine  Curve  dritter  Ordnung  im  Kaume  ist, 
und  die  Gerade  {D,D')  einen  Bestaiidthei!  erster  Ordnung 
derselben  repräsentiert ,  so  muss  der  Rest  der  Doppelcurre 
aus  einer  Linie  zweiter  Ordnung  bestehen  und  wird  diese,  wie 
sich  leicht  nachweisen  lässt,   ein   wirklicher  Kegelschnitt  sein. 

Würde  nämlich  der  Best  der  Doppellinie  wieder  etwa  in  zwei 
■Doppelgera,d6  zerfallen,  so  hätte  die  Normalenfläche,  die  Doppelgerade 
{D,  D')  mit  eingerechnet,  drei  gerade  Leitlinien  und  müsste  sich 
daher,  was  diesfalls  nicht  möglich  ist,  als  ein  Hyperboloid  darstellen. 
Ebenso  könnte  mau  allenfalls  anzunehmen  geneigt  sein,  dass  die  übrig 
bleibende  Doppellinie  aweiter  Ordnung  aus  einer  eigentlichen 
Doppelgeraden  oder  selbst  aus  zwei  Do  p  p  el  er  z  e  ugende  n 
bestehe.  Wie  sich  jedoch  oonstruotiv  nachweisen  lässt,  künuen  auch 
diese  beiden  letztgenannten  Fälle  nicht  eintreten. 

§.  173. 

Die  Doppelcurye  der  Fläche  ist  hiernach  eine  eigent- 
liche Curve  zweiter  Ordnung,  indem  sie,  wie  wir  zu  zeigen  be- 
absichtigen, den  Ort  der  Schnittpunkte  YOn  verschiedenen 
Erzeugenden  der  Normalenfläche  darstellt. 

Wie  wir  wissen ,  ist  die  D  o  p  p  e  I  g  e  r  a  d  e  {D,  D')  (Taf.  VII, 
Pig.  41)  gleichzeitig  der  Ort  der  verticalen  Durchstoßpunkte  aller 
Erzeugenden  der  Normalenfläche. 

Denken  wir  uns  nun  durch  den  Schnittpunkt  M  der  Doppel- 
geraden  {I),  B')  mit  der  Geraden  OS'  in  der  Ebene  der  Leitlinie  K' 
(horizontale  Projeetionsebene)  eine  beliebige  Gerade  e^  gezogen  und 
betrachten  wir  D  oder  e,  und  e*  als  die  verticale,  resp.  horizontale 
Trace  einer  Ebene.  Die  horizontale  Trace  Ca  schneidet  die  Leitlinie 
{K,  K')  in  zivei  Punkten  {a,  a')  und  {h,  b'),  deren  entsprechende  Nor- 
malen wir  beziehungsweise  mit  (iY«,  N'^)  und  (iV*,  JV'i)  bezeichnen 
wollen. 

Nachdem  die  horizontalen  Durchstoßpnnkte  a'  und  h'  dieser 
Normalen  in  der  horizontalen  Trace  e*  und  die  verticalen  Durchstoß- 
punkte  in  der  verticalen  Trace  e,  liegen,    so    befinden  sieh  auch  die 
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Normalen  selbst ,  ihrer  ganaeu  ÄnsdehEUDg  nach ,  in  der  Ebene  e^  e/, 
und  schneiden  sieh  in  einem  Punkte  {r,  r')  derselben.  Der  geome- 
trische Ort  der  Punkte  (T,r')  für  alle  möglichen  Lagen  der  Ebene 
e^Bk  ist  sodann  die  Doppelcurve  zweiten  Grades,  d.  h.  eirs 
Kegelschnitt. 

Legen  wir  durch  (D,  J)')  eine  zweite  Ebene  e^e'^,  deren  Hori- 
zontaltrace  c'k  in  Bezug  anf  die  Gerade  OS'  symmetrisch  zu  e/, 
ist,  so  erhalten  wir  ebenfalls  zwei  in  dieser  Ebene  liegende  Erzeu- 
gende {N'a,,  iVoJ,  {N'b,,  Nb)  der  Normalenfläche,  welche  sich  in  einem 
Punkte  {r^,  r\)  treffen,  dessen  horizontale  Projection  r\  symmetrisch 
zu  r'  in  Bezug  auf  OS'  ist  und  dessen  verticale  Projection  r,  mit 
jener  von  r  zusammenfällt. 

Hieraus  ist  zu  entnehmen,  dass  einerseits  der  Doppeikegel- 
schnitt  in  einer  zur  Ebene  OS'  senkrechten  Ebene  liegt  und  dass 
andrerseits  eine  seiner  Hauptachsen  in  die  Ebene  OS'  fällt. 

Führen  wir  ferner  durch  (D,  D')  die  vertical-projieierende  Ebene 
e,e^i„  so  schneiden  sieh  die  in  derselben  liegenden  Normalen  in  einem 
Punkte  (s,  s'),  welcher  der  Construction  zufolge  sowohl  dem  Doppel- 
kegelschnitte, als  auch  der  Doppelgeraden  D  angehört,  woraus  weiters 
hervorgeht,  dass  sich  die  Doppelgerade  und  der  Doppelkegel- 
sehnitt  in  einem  Punkte  treffen. 

Endlich  hat  der  Doppelkegelschnitt  auch  mit  der  Leitcurve  K' 
zwei  Punkte  gemein  und  zwar  jene  Punkte  j/',  und  y'„,  in  welchen 
die  in  der  Ebene  des  Leitkegelschnittes  K'  liegenden  Erzeugenden 
iVi,  und  Nx,  diesen  zum  zweitenmale  treffen;  denn  die  Normale  im 
Punkte  y\  schneidet  die  Normale  JV^^  in  eben  demselben  Punkte  y'i- 
Letzterer  gehöi-t  demnach  der  Doppelcurve  an.  Das  Gleiche  gilt  vom 
Punkte  y'5. 

Die  Gerade  y'^y'^  ist  somit  die  horizontale  Trace  d^  der 
Ebene  des  Doppelkegelschnittes  ,  während  die  Verbindungslinie 
von  r  mit  dem  Punkte  «,  in  welchem  y'^y'^^  die  Gerade  OS'  triftt, 
deren  verticale  Trace  d„  darstellt. 

Die  Länge  der  in  der  Ebene  OS'  liegenden  Achse  des 
D  oppe  Ikegels  eh  ni  t  tes  ist  leicht  zu  bestimmen,  indem  (in 
der  verticalen  Projection)  s  der  eine  Endpunkt  derselben  ist,  während 
sich  der  andere  Endpunkt  als  der  Schnittpunkt  ß  jener  Erüengeaden 
«,  und  Kj  ergibt,  welche  den  Endpunkten  A  resp,  JB  der  Achse  von 
K'  entsprechen. 

Da  die  Winkel  ^^5^  und  ßBS  rechte  Winkel  sind,  so  lässt 
sich    durch   die   Punkte  ß,  S,  A  und  B  ein  Kreis  X,  legen ,    dessen 
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MittelpuDkt  0  der  Halbieinngspuiikt  der  Strecke  ßS  ist.  Nachdem 
AB  eiDe  Sehne  dieses  Kreises  ist,  so  steht  o  0  senkrecht  au  OS'  und 
ist  K  0  =  S-  0. 

§.  174. 

Jene  Ebenen,  welche  Paare  von  Erzeugeocteu  enthalten, 
die  sich  in  einem  Pnnkte  der  Doppelgeradea  D  schneiden,  berühien 
die  Normaienfläche  in  zwei  Punkten ,  von  welchen  je  einer  auf  einer 
der  beideu  Erzengenden  liegt.  Besagte  Ebenen  sind  demgemäss 
Bitangentialehenen  der  Normaienfläche. 

Die  Bitaiigentialebenen  sind  Yertieal-projicierend  und  ihre  Ver- 
tiealtraeen  unahiillen  dieselbe  Parabel  P  (Taf.  VII,  Fig.  41), 
welche  sich  als  verticale  Contourcurve  der  Normaienfläche 
ergah,  woraus  erhellt,  dass  die  eben  betrachtete  Schar  von  Bitangential- 
ebenen  einen  vertieal-proji Gierenden  parabolischen  Cy- 
linder  umhüllt. 

Jede  der  Bitangentialebenen  enthält  zwei  gerade  Erzeugende 
der  Normalenfläche  imd  jede  derselben  wird  die  letztere  noch  in 
einem  Kegelschnitte  U  sehneiden.  Dass  dieser  Eegelschnitt  Z'  sym- 
metrisch zur  horizontal  -  projiciereuden  Ebene  OS'  sei,  ist  selbst- 
verständlich. 

Der  Gesammtschnitt  der  Normalen  fläche  mit  der  Bitan- 
gentialebene  besitzt  drei  Doppelpunkte  und  zwar: 

a)  den  Schnittpunkt  der  beiden  in  der  Bitangectialebene  lie- 
genden Erzeugenden  der  Normaienfläche  untereinander,  und 

&)  je  einen  im  Schnittpunkte  jeder  dieser  Erzeugenden  mit  dem 
vorerwähnten  Kegelschnitte  Z. 

Der  zweite  Schnittpunkt  jeder  der  beiden  Erzeugenden 
mit  2  ist  einer  der  Berührungspunkte  der  Bitangentialebene. 

Unter  den  Berührungsebenen  des  parabolischen  Cy- 
linders  P  gibt  es  insbesondere  zwei,  welche  nicht  nur  Bitangential- 
ehenen der  Normalenfläche  vorstellen,  sondern  die  Normaienfläche 
auch  längs  der  ganzen  Länge  der  Erzeugenden  berühren.  Die  beiden 
in  jeder  dieser  besonderen  Ebenen  liegenden  Erzeugenden  folgen  also 
unmittelbar  aufeinander.  Wie  leicht  einzusehen,  sind  dies  die 
Ebenen  T^T/,  und  T'^T'/,,  deren  horizontale  Tracen  T/,  und  T'^  den 
Leitkegelsehuitt  in  Ä  und  B  berühren. 

Längs  der  den  Scheitelpunkten  A  und  B  des  Leitkegelschnittes 
K'  entsprechenden  Normalen  h,  und  n^  ist  die  Normaienfläche 
entwickelbar.    Diese  Normalen  repräsentieren  sonach  insbesondere 
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zwei  TorsalUuien  der  Nonnalenfläche  und  ergeben  sicii  noch 
weitere  zwei  Toraallißien  in  nachstehender  Weise. 

Es  wnrde  ferner  nachgewiesen,  dass  jede  Ebene,  welche  durch 
die  Doppelgerade  {D,  D')  der  tTormalenfläche  geht,  zwei  Erzeu- 
gende der  letzteren  enthält,  es  werden  daher  die  Ebenen  des  Büschels 
{D,J)')  ebenfalls  eine  Sehar  von  Bitangentialebenen  bilden. 

Besonders  hervorzuheben  sind  jene  beiden  (reellen  oder  imagi- 
nären) Bitangentialebenen  des  Büschels  D ,  welche  gleich- 
zeitig  den   Kegelschnitt  K'  berühren. 

Der  Berührungspunkt  jeder  dieser  Ebeuen  vereinigt  in  sich  die 
Füßpunkte  aweier  unmittelbar  aufeinander  folgenden,  sich  gegenseitig 
schneidenden  Erzeugenden  der  Kormalenfläche.  Die  natürliche  Folge 
hiervon  ist,  dass  jede  der  obbezeichneten  Bitangentialebenen  die  Nor- 
malenfläehe  längs  dieser  zusammenfallenden  Er  zeugenden 
fcerührt. 

Die  besagten  Erzeugenden  werden  mithin  die  vorerwähnten 
zwei  Torsallinien  der  Fläche  repräsentieren. 

Jede  Bitangentialebene  des  Büschels  D  enthält  außer  düu 
.  beiden  Eraeugenden  auch  die  im  Schnitte  doppelt  zähleade 
Doppelgerade  {D,  D').  Diese  drei  Geraden  bestimmen  bereits  einen 
Schnitt  von  der  vierten  Ordnung,  stellen  also  den  vollstän- 
digen   Schnitt   der  Bitangentialebene  mit  der  Normalenfläche  dar. 

Die  B  6  r  S  h  r  u  ü  g  s  p  u  n  k  t  e  der  genannten  Bitangentialebenen 
mit  der  Normalenfläche  sind  die  beiden  Schnittpunkte  der  Dop- 
peigeraden  mit  den  in  der  Bitangentialebene  liegenden  Erzeu- 
genden. 

Die  vertical-projicierende  Ebene  6^6^  des  Büschels  D  ist  speciell 
eine  Bitangentialebene  von  der  Beschaffenheit,  dass  sich  die 
beiden  in  ihr  liegenden  Erzeugenden  der  Normalenfläehe  in  einem 
Punkte  (s,s')  der  Doppelgeraden  D  schneiden,  die  zwei  vorher 
genannten  Berühr ungspuakte  sonach  in  einen  zusammenfallen. 
Nachdem  in  (s,  s')  die  beiden  Berührungspunkte  der  Bitangentialebene 
e^e^h  in  einem  und  demselben  Punkte  sich  vereinigen,  wird  der  be- 
zeichnete Punkt  (s,  s')  einen  Doppelpunkt  der  Doppellinie  dar- 
stellen ,  in  welchem  sich  die  Mäntel  der  Normalen  fläche 
berühren. 

Die  Ergebnisse  zusammengefasst ,  erhalten  wir  für  die  Nor- 
malenfläche einer  Fläche  zweiten  Grades  längs  eines 
ebenen,  zu  einer  ihrer  Hauptebene  H  senkrecht  stehen- 
den Schnitt 
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128.  „Die  Contour  der  Normalenßäche  auf  der  Ebene  des  Leit- 
kegelschnittes  K  ist  die  Evolute  des  letsteren.  Die  Contour  der  Fläche 
auf  der  Ebene  des  Hauptschnittes  H  ist  eine  Parabel,  welche  den 
Schnitt  der  Maupiehene  mit  der  Ebene  des  Leitkegelschnittes,  als  auch 
die  im  Mittelpunkte  des  Leithegelschnittes  auf  dessen  Ebene  senk- 
repht  errichtete  Gerade  berührt." 

129.  r,Die  Doppelcurve  der  Normalenfläche  hösteht  einerseits  ans 
einer  Geraden,  welche  in  der  Hauptebene  H  liegt  und  die  Ebene  des 
Leitkegelschnittes  in  jenem  Punkte  trifft,  in  welchem,  sich  die  in  letz- 
terer Ebene  liegenden  Erzeugenden  der  Normalenfläche  schneiden  und 
andererseits  aus  einem  Kegelschnitte,  dessen  Ebene  zur  Havptebene 
H  senkrecht  steht  und  dieselbe  nach  einer  Achse  dieses  Kegelschnittes 
schneidet.  Die  Doppelgerade  hat  mit  dem  Doppelkegekehnitte  den 
ein&i%  Endpunkt  der  genannten  Achse  gemein.'^ 

130.  „Die  Normalenfläche  enthält  zwei  verschiedene  Seharen 
von  Bitangentialebenen.  Die  eine  derselben  umhiUlt  den  sur  Haupt- 
ebene  H  senkrechten  Cylinder,  welcher  durch  die  Contourparabel  geht. 
Jede.  Ebene  dieser  Schar  schneidet  die  Normalenfläche  außer  in  den 
zwei  Ereeugenden,  noch  in  einem  KegelschniUe.  Die  andere  Schar 
von  Bitangentialebenen  bildet  ein  EbenenbUschel,  welches  die  Doppel- 
gerade  der  Normalenfläche  zur  Achse  hcd.  Jede  Ebene  dieser  Schar 
hat  mit  der  Normalenfläche,  außer  zwei  Erzeugenden,  nur  noch  die 
doppelt  zählende  Doppelgerade  gemein.  Die  Ebeiten  beider  Scharen, 
loeJche  gleichzeitig  auch  den  Leitkegelschnitt  beri^en,  tangieren  die 
Normalenfiäche  längs  der  Erzeugenden.'-'- 

131.  „Der  Punkt,  in  tvelchem  die  Doppelgerade  den  Doppel- 
kegelschnitt  trifft,  ist  ein  Doppelpunkt  der  Doppelcurve;  es  fallen  in 
diesem  Punkte  die  beiden  Tangentialebenen  der  Normalenfiäche  in 
eine  zusammen,  daher  sieh  die  beiden  Mäntel  der  Normalenfläche 
in  demselben  berühren." 

§.  175. 

Die  Leitlinie  der  Normalenfiäche  auf  der  riäche 
zweiten  Grades,  also  auch  auf  dem  umschriebenen  Kegel, 
sei    ein  Kreis. 

Betrachten  wir  die  Ebene  des  gegebenen  Kreises  K  als  die 
horizontale  Projectionsebene  und  sei  S'  (Taf.  IX,  Fig.  42)  die  ortho- 
gonale Projection  des  Kegelacheitels  auf  dieser  Ebene. 

Die  horizontalen  Projeetionen  der  Kegelnorraalen  in  den 
einzelnen    Punkten    von    (K,  K')    sind    diesfalls    die    Normalen   des 
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Kreises  K'  selbst  und  gehen  dieselben  naithin  durcb  den  Mittelpunkt 
0  des  besagten  Kreises. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  sämmtliche  Normalen  die  hori- 
aontal-projicierende  Gerade  0  scbneiden,  dass  also  diese  Gerade  eine 
Leitlinie  der  'Nornialenfläche  darstelle. 

Was  die  Doppellinie  der  Normalenfläehe  anbelangt,  so 
ist  leicht  uaobauweisen ,  dass  sie  in  dem  vorliegenden  Falle  eine 
degenerierte  Curve  dritter  Ordnung  sei,  d.  i.  aus  Curyen 
niederer  OrdnuDg  zusammengesetzt  ist ,  deren  Ordnungssumme 
gleich  drei  ist. 

Der  Kegel  besitzt  nämlich  eine  Sjmmetrieebene  und  zwar 
ist  dieselbe  jene  borlaontal-projiclerende  Ebene,  deren  horizontale  Traoe 
OS'  ist. 

Es  ist  klar,  dass  auch  die  Normalen  der  Kegalfläche  für 
solche  Paare  von  Funkten  auf  .ff',  welche  wie  a  und  h  sym- 
metrisch gegen  OS'  liegen,  in  Bezug  auf  die  projicierende  Ebene 
OS'  symmetrisch  gelagert  sind,  sich  also  in  einem  Punkte  y  dieser 
Ebene  schneiden  müssen. 

Nachdem  sieh  aber  die  horiaontalen  Projectionen  der  Normalen 
fia  und  ny  in  0  treffen,  so  muss  ßothwendigerweise  der  Schnittpunkt 
y  der  beiden  Normalen  Wa  und  »&  in  der  horizontal-projieierenden 
Geraden  0  liegen.  Besagte  Gerade  ist  mithin  eine  Doppellinie 
der  Nor malenfläehe. 

Wie  wir  früher  nachgewiesea  haben,  entspricht  der  Normaleu- 
fläche  eine  Doppele urve  dritter  Ordnung;  es  wird  daher,  da  die 
Gerade  0  einen  Bestandthell  erster  Ordnung  derselben  bildet,  der 
.Best  eine  Curve  aweiter  Ordnung  sein.  Letztere  wird  sich  durch 
folgeade  einfache  Betrachtung  ergeben. 

Jeder  Durchmesser  h  c  des  Kreises  K'  enthält  die  horizontalen 
Projectionen  zweier  Kegelnormalen  und  zwar  jener,  deren  Fuil- 
punkte  die  Endpunkte  &  und  c  des  Durchmessers  bc  sind. 

Die  beiden  Normalen,  welche  durch  die  diametral  entgegen- 
gesetzten Punkte  gehen,  liegen  daher  in  der  horizontal-projieierenden 
Ebene  bc  und  schneiden  sich  mitbin  in  einem  Punkte  0,  weicher  der 
Doppelcurve  angehört. 

Um  uns  über  die  Lage  des  Punktes  0  volle  Klarheit  zu  ver- 
schaffen, denken  wir  uns  die  projicierende  Ebene  bc  als  verticale  Pro- 
jectionsebene  angenommen,  und  Sg  als  die  um  bc  oder  Ph  umgelegte 
verticale  Projection  der  Kegelspitze  vorausgesetzt,  so  zwar,  dass  sodann 
S^b  und  SgC   die    umgelegten  Verticaltracen    der  Berührungsebenen 
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an  die  Kegelfläche  in  den  Pnnltten  6  und  c  darstellen  werden.  Infolge 
dessen  sind  die  zu  bSg  und  cS„  geführten  senkrechten  Geraden  fcs,, 
oder  n\  und  e0„  oder  n°c  die  um  fec  umgelegten  Normalen. 

Der  Fußpunkt  s  des  von  ihrem  Schnittpunkte  e^  auf  ^^  geMltea 
Perpendikels  stellt  die  horizontaie  Projection  des  Schnittpunktes  der 
Normalen  in  6  und  c  und  hiermit  die  horizontale  Projection 
eines  Punktes  der  Doppelcurve  dar. 

Es  wird  sich  nunmehr  noch  darum  handeln,  den  geometri- 
schen Ort  des  Punktes  ^  für  alle  möglichea  Kreisdurehmesser  ic 
festzustellen. 

In  den  Dreiecken  S^ie^  und  S^cz^  sind  die  Winkel  hei  b  und  c 
je  gleich  90",  daher  sich  durch  die  vier  Puukte  b,  c,  Sg  und  0^  ein 
Kreis  Kg  legen  lässt,  dessen  Mittelpunkt  m  der  Halbierungspunkt  von 
Sa^o  ist. 

Da  Wolters  ie  eine  Sehne  dieses  Kreises  ist,  geht  die  Senkrechte 
vom  Kreismittelpunkte  m  auf  bc  durch  ihren  Halhieruugspunkt  0, 
und  infolge  der  Parallelität  von  mO,  Zgss  und  SaS't,  wird  auch 
Oß=  Ot  sein. 

Der  geometrische  Ort  des  Punktes  g,  als  Fußpunkt  der 
von  S'  auf  den  Durchmesser  &c  gefüllten  Senkrechten  ist  somit  jener 
Kreis  K^,  welcher  üher  0  S'  als  Durchmesser  besehriehen  werden  kann. 

Es  ist  daher  auch  einleuchtend,  dass  der  ku  £  in  Bezug  auf  0 
symmetrische  Punkt  «  gleichfalls  einen  Kreis  K^  beschreiben 
wird,  welcher  mit  dem  Kreise  K^,  in  Bezug  auf  den  Punkt  0,  sym- 
metrisch liegt  und  mit  jenem  K^  congruent  ist.  Der  Hittelpunkt 
M  dieses  Kreises  S",  liegt  auf  der  Verlängerung  von  08'  über  0 
hinaus,  während  die  Kreisperipherie  seihst  durch  0  geht. 

Hieraus  ist  zu  ersehen,  dass  der  zweite  Theil  der  Doppel- 
curve ein  Kegelschnitt  ist,  welcher  sich  auf  der  Ebene  der 
Leitlinie  der  Normalenfläche  als  Kreis  K^  projiciert. 

Was  die  räumliche  Lag-e  des  Kegelschnittes  K,  {Taf.IX, 
Fig.  42)  anbelangt,  so  ist  aus  den  gepflogenen  Erörterungen  zu  ent- 
nehmen, dass  seine  kreisförmige  Projection  und  mithin  der  Kegel- 
schnitt selbst  symmetrisch  gegen  die  horiaontal-projieierende  Ebene 
OS'  liegt,  wie  es  auch  unmittelbar  aus  der  Symmetrie  des  Kegels 
sowohl,  als  auch  der  Normalenfläche  gegen  diese  Ebene  folgt. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  Ebene  des  Kegel- 
schnittes K^  auf  der  horiKontal  -  projieierenden  Ebene  OS'  senk- 
recht steht. 
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Femer  ist  einleuchtend,  dass  der  Kegelsulinifet  die  Doppelgerade, 
da  dessen  Projectioa  E,  durch  die  Projection  0  der  horizontal-pro- 
jiciereaden  Doppelgeraden   geht,  in  einem  Punkte  trifft. 

Ebenso  leicht  werden  wir  finden,  dass  der  Kegelschnitt  die  kreis- 
förmige Leitlinie  (K,  K')  der  Normalenfläehe  in  zwei  Punkten  j/, 
und  j/n  schüeidet. 

Sind  nämlich  S'x,  und  S'x^  die  yon  S'  an  den  Leitkreis  K' 
gezogenen  Tangenten  t^^^  und  4,  und  siud  ä,  und  x^  deren  Berührungs- 
punkte, so  ist  klar,  dass  die  diesen  Punkten  entsprechenden  Erzeu- 
genden der  Normalenfläche,  ihrer  ganzen  Ausdehnung  nacti,  in 
der  Ebene  des  Kreises  K'  liegen,  indem  sie  zu  den  horizontal- pro - 
jiciereuden  Kegelberöhrungsebenen  S'x^  und  S'x^  senkrecht  stehen. 

Die  Normale  ic, «/,  trifft  den  Kreis  K'  zum  zweitenmale  im 
Punkte  j/,,  durch  welchen  gleichfalls  eine  Normale  der  Kegelfläche 
geht.  Dieser  Punkt  y,  gehört  mithin  zwei  Erzeugenden  der  Normalen- 
fläehe  an ;  derselbe  ist  folglich  ein  Punkt  der  Doppelcurve. 
Das  Gleiche  gilt  von  dem  Punkte  y^,  in  welchem  die  Normale  x„t/^  den 
Leitkreis  K'  das  zweitemal  begegnet. 

Da  ferner  der  Winkel  Ox^S'  gleich  Ox^S'  und  jeder  gleich  90" 
ist,  liegen  die  Punkte  x^  und  x^,  auf  dem  Kreise  K^  und  mithin  auch 
die  denselben  in  Bezug  auf  0  symmetrischen  Punkte  y^  und  i/j  auf 
dem  Kreise  K^.  Selbstverständlich  steht  x^x^  senkrecht  zu  OS'  und 
gilt  das  Gleiche  auch  von  */,  y^. 

Die  letztgenannte  Gerade  repräsentiert  also  gleichzeitig  auch 
die  horizontale  Trace  D*  der  Ebene  des  Doppel k egei- 
schnittes  K,. 

Um  die  räumliehe  Lage  des  Doppelkegelsehnittes 
präciser  festzustellen,  wollen  wir  denjenigen  Punkt  auf  derselben  be- 
stimmen, welcher  sich  als  Schnittpunkt  der  Normalen  in  den  End- 
punkten c'  und  h'  des  Kreisdurchmessers  OS'  ergibt. 

Denken  wir  uns  die  horizontal-projieierende  Ebene  S'  0  umgelegt, 
wobei  der  Kegelseheifcel  nach  S'„  gelangt,  so  finden  wir  die  umgelegten 
Normalen  als  die  zu  b' S'f,  und  c' S'g  Senkrechten  i' s\  und  c'^'^.  Der 
Schnittpunkt  der  letzteren  ist  s'„  und  die  von  demselben  auf  OS' 
gefällte  Senkrechte  e'„0'  trifft  OS'  in  dem  Punkte  s'  des  Kreises -ff,. 

Ferner  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Gerade,  welche  £^„  mit 
dem  Schnittpunkte  a  der  beiden  Geraden  j/ij/g  und  OS'  verbindet, 
nichts  anderes  als  die  um  OS'  umgelegte  Schnittlinie  der 
Ebene  OS'  mit  der  Ebene  des  Doppelkegelschnittes  darstelle  und 
Memit  der, Winkel  a'^a^' die  Eorizontalneigung  der  Ebene  des 
Doppelkegelsehnittes  repräsentiere. 
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Nachdem  weiters  jeder  der  Wiokel  S^h'z'^  und  S'^c'^'a  gleich 
90"  ist,  so  eothält  der  über  S'„z'„  als  Durehmesser  beschriebeoe  Kreis 
Z4  auch  die  Punltte  6'  und  c'.  Endlich  werden  sieh  die  Gerade  s'e\ 
und  jene  durch  jS'„  parallel  zn  OS',  also  senkrecht  au  0'^',,  geführte 
Gerade  S'gS  gleichfalls  in  eiüem  Punkte  s  des  Kreises  K^^  schneiden. 

Denken  wir  uns  nun  den  Kreis  K^  (Taf.  IX,  Fig.  42)  als  Er- 
zeugnis der  Schnittpunkte  entsprechender  Strahlen  zweier  pro- 
jectivischer  (gleicher)  Strahienbüschel  aus  den  bezüglichen 
Mittelpunkten  S'„  und  z'„,  so  ist  klar,  dass  den  Strahlen  S'^ö',  S\,c' 
und  S'gS  des  ersteren  Büschels,  heziehungsweise  jene  2'o&',  ß'^c'  und 
s'gS  des  zweiten  entsprechen. 

Wählen  wir  ferner  in  dem  Büschel  S'^  etwa  den  Strahl  S'(,0 
und  hestimmen  wir  den  diesem  Strahle  entsprechenden  Strahl  im 
Büschel  s'„,  indem  wir  hierbei  gleichzeitig  berücksichtigen,  dass  das 
Doppelverhältuis  von  irgend  vier  Strahlen  des  Büschels  ^'„  dem  Doppel- 
verhältnisse der  vier  entsprechenden  Strahlen  im  Büschel  S'„  gleich 
sein  müsse. 

Die  vier  Strahlen  S'„b'.  S'^c',  S'gS  und  S'f,0  sind,  nachdem 
dieselben  zu  den  vier  harmonischen  Punkten  6',  C,  0  und  w«  per- 
spectiviseh  sind,  harmonisch  liegend,  daher  auch  der  dem  Strahle 
8'g  0  des  Büschels  S'„  entsprechende  Strahl  im  Büschel  ^'„  harmonisch 
zu  den  drei  Strahlen  ^'„^'1  ^'oC\  ^^s  {s\h'  und  ^'„c  als  conjugierte 
Strahlen  betrachtet)  sein  muss. 

Der  Nachweis,  dass  letztgenannter  Strahl  mit  z\k  ausammen- 
falle,  dürfte  aus  Folgendem  hervorgehen.  Der  Kreis  K^,  der  Punkt 
b'  und  die  Gerade  y^ay^  sind  symmetrisch  iu  Bezug  auf  den  Punkt 
0  und  zwar  beziehungsweise  zu  dem  Kreise  K^,  zum  Punkte  jS"  und 
zu  der  Geraden  x^x^. 

Da  aber  x^  x^  die  Polare  des  Punktes  iS"  in  Bezug  auf  den  Kreis 
K^  ist,  so  stellt  auch  */,  ßj/o  die  Polare  des  Punktes  s'  in  Bezug  auf 
den  Kreis  ÜT,  dar.  Es  sind  mithin  die  vier  Punkte  h',  c',  z'  und  «, 
also  auch  die  vier  durch  dieselben  gehenden  Strahlen  ^'„1)',  e\c',  «'„s 
und  e'a  harmonisch  und  folglich  ist  auch  g'^u  der  dem  Strahle 
S'„0  entsprechende  Strahl, 

Die  beiden  entsprechenden  Strahlen  S'„0  und  z'^a  treffen  sich 
in  einem  Punkte  P  des  Kreises  K^ ,  sie  stehen  sonach  wechselseitig 
aufeinander  senkrecht,  Vordem  wurde  aber  gezeigt,  dass  s'f,a  der 
Schnitt  der  horizontal-projicierenden  Ebene  OS'  mit  der  Ebene  des 
Poppe ikegelschnittes  sei;  es  steht  folglich  auch  die  letztere  zur 
Geraden  0  S'„,  also  zu  dem  der  Kreisschnittsebene  K  conju- 
gierteu  Kegeldurclimesser  senkrecht. 
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Die  Ergebnisse  der  aügeatellteElTütersuchatigea  zusammejigefasst, 
folgt  der  Safca: 

132.  „Die  Boppdcv/rve  der  NormaUnfläche  eines  Kegels  vom 
mueiten  Grade  längs  eines  seiner  Kreisschnitte  verfällt  in  eine  Gerade 
und  in  einen  Kegelschnitt. 

Die  Doppelgerade  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Leitlcreises 
und  steht  auf  der  Ebene  des  letsteren  senkrecht. 

Der  Doppelhegelschnitt  schneidet  die  Doppdgerade  in  einem 
Punkte  und  den  Leitkreis  in  atoei  Funkten,  während  seine  Ebene  auf 
dem  der  Ebene  des  Leitkreises  conjugierten  Kegeldurchmesser  senk- 
recht steht. 

Die  eine  Hauptachse  des  Doppelkegelsclmities  liegt  in  jener 
Ebene,  welche  durch  oigenannten  Kegeldurchmesser  sur  Ebene  des 
Leitkreises  senkrecht  geführt  wird  und  eine  Hauptebene  des  Kegels 
repräsentiert. 

Der  Doppelkegelschnitt  projiciert  sich  orthogonal  auf  die  Ebene 
des  Leitkreises  als  Kreis.'^ 

%.  176. 
Der  vorstehende  Satz  gilt  übrigens  unmittelbar    auch  für  die 
Normaienfläehe  der  allgemeinen  Fläeheo   zweiter  Ord- 
nung längs  ihrer  Kreisachnitte   und  kaun  dalier  auch  in  fol- 
gender Form  ausgesprochen  werden: 

133.  ^Die  Doppelcwrve  der  INormalenfläche  einer  Fläche  eweiten 
Grades  längs  eines  ihrer  Kreisschnitte  zerfällt  in  eine  Gerade  und 
einen  Kegelschnitt. 

Die  Doppelgerade  geht  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreissehnittes 
und  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  des  letzteren. 

Der  Doppelkegelschnitt  trifft  die  Doppelgerade  in  einem ,  den 
Leitkreis  dagegen  in  swei  Funkten. 

Die  Ebene  des  Doppelkegelschnittes  steht  senkrecht  zu  dem  der 
Ebene  des  Leithreises  conjugieiien  Durchmesser  der  Fläche  eweitert 
Grades 

Die  eine  Hauptachse  des  Doppelkegelschniitcs  liegt  in  jener 
Ebene,  welche  durch  obgenannten  Durchmesser  senkrecht  auf  die 
Ebene  des  Leitkreises  geführt  wird  und  eine  Sauptebene  der  Fläche 
ziretten  Grades  darstellt. 

Die  orthogonale  Frojection  des  Doppelkegelschnittes  auf  die 
Ebene  des  Leitkreises  ist  ein  Kreis."' 

Zu  erwähnen  ist  hier  noch,  dass  bezügiich  der  Bitangeatial- 
ebcneu,   der  Strietionsiinie  und  der  verticalen  Confcour  der 
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vorher  betrachteten  Normalenfläebe,  dieselhen  Sätze  ihre  volle  Gü- 
tigkeit beibehalten,  wie  in  dein  aUgemeiaen  Falle,  wenn  als  Leitlinie 
für  die  Normalenfläche  ein  m  einer  Hauptebene  senkrechter 
Schnitt  der  Leitfläche  zweiten  Grades  angenommen  wird ;  denn 
in  beiden  Fällen  liegt  die  horizontale  Projectiou  des  Kegelscheitels  S' 
(vergleiche  Taf.  VII,  Fig.  40,  41  und  Taf.  IX,  Fig.  42)  in  einer 
Achse  des  Leitkegelschnittes,  Für  die  eben  erörterten  Sätze 
ist  diese  Eigenschaft  maßgebend,  während  die  Form  der  Leitlinie 
(Kegelschnitt  oder  Kreis)  an  den  gegenseitigen  Beziehungen  nichts 
ändert. 

§.  177. 

Wird  als  Leitlinie  für  die  Normalenfläche  auf  einer 
Fläche  zweiten  Grades  ein  zu  einer  der  Hauptebenen 
paralleler  ebener  Schnitt  gewählt,  so  ist  die  diesem 
Schnitte  couj agierte  Hauptachse  der  Fläche  zweiten 
Grades  gleichzeitig  auch  die  Achse  jenes  Kegels  zweiten 
Grades,  welcher  der  Fläche  längs  des  genannten  ebenen 
Schnittes  umschrieben  ist. 

Das  bezeichnete  Problem  reduciert  sich  auf  jenes,  die  Nor- 
maleaflächfi  eines  Kegels  aweiten  Grades  längs  eines  zu 
einer  der  drei  Hauptachsen  senkrechten  Schnittes  zu 
untersuchen. 

Nehmen  wir,  um  auf  die  uns  gestellte  Aufgabe  zurückzukommen, 
als  Leitlinie  für  die  Normalenfläche  einen  au  einer  der 
drei  Hauptebenen  der  Fläche  aweiten  Grades  parallelen 
Schnitt  an. 

Der  Scheitel  des  der  Fläche  zweiten  Grades  längs  des  bezeich- 
neten Schnittes  umschriebenen  Kegels  liegt  bekanntlich  auf  jener  Haupt- 
achse, welche  der  vorgenannten  Hauptebene  eonjugiert  ist. 

Die  Leitlinie  der  Normaleafiäehe  ist  mithin  gleichzeitig 
ein  Hauptsohnitt  des  umschriebenen  Kegels  und  wird  sich  so- 
nach die  vorliegende  Aufgabe  auf  Grund  der  gemachten  Andeutungen, 
auf  die  Untersuchung  der  Normalenfläche  eines  Kegels  zwei- 
ten Grades  längs  eines  Hauptschnittes  (geraden  Schnittes) 
desselben  reducieren. 

Setzen  wir  also  voraus,  besagter  Hauptschnitt  sei  ein  in  der 
horizontalen  Projectionsehene  liegender  Kegelschnitt  (K,  K')  (Taf.  VIII, 
Fig.  43).  Der  Scheitel  (S,  S')  des  Kegels  befindet  sieh  mithin,  unserer 
Annahme  gemäß,  in  der  durch  den  Mittelpunkt  0'  des  Kegelschnittes 
K'  gehenden  horizontal  -  projiclerenden  Geraden,  und  die  Erzeugenden 
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(ier  Normal  eil  fläche  werdeu  durch  die  Normalen  deä  Kegels  (K,  S)  in 
den  einaelneii  Punkten  des  Kegelschnittes  (K,  K')  dargestellt  er- 
scheinen. 

Sei  (a,  a')  eia  Punkt  der  Leitüüie  {K,K'),  so  wird  sich  die 
diesem  Punkte  entsprechende  Normale  des  Kegels  {K,  S)  leicht  con- 
struierea  lassen,  da,  wie  wir  wissen,  dieselbe  zn  der  Tangentialebene 
im  Punkte  (a,  a')  senkrecht  zu  fuhren  ist. 

Die  Horizontaltvace  dieser  Ebene  fällt  mit  der  Tangente  i„ 
an  den  Leitkegelschnitt  K'  in  dem  betreifenden  Punkte  a'  zusammen, 
während  die  horizontale  Projection  N'a  der  Kegekormale  durch  die 
Normale  des  Kegelschaittes  K'  im  Punkte  a'  dargestellt  erscheint. 

Bezüglich  der  verticalen  Trace  der  Berührungsebene 
genügt  es,  für  den  vorüegeuden  Zweck,  die  Richtung  derselben  nu 
kennen.  Bestimmen  wir  zu  diesem  Behufe  den  Schnitt  der  Tangential- 
ebene mit  der  durch  den  Kegelscheitel  {S,  S')  parallel  zur  verticalen 
Projectiönsebene  gelegten  Ebene  Hi,.  Ein  Punkt  dieser  Schnittlinie 
ist  der  Kegelscheitel  {S,  S')  selbst,  ein  zweiter  ergibt  sich  als  der 
Durchstoßpunkt  (s,  s')  von  i„  mit  H,  daher  die  Gerade  Ss  die  ver- 
ticale  Projection  der  gesuchten,  zur  verticalen  Trace  der  Berühruugs- 
ebene  parallelen  Schnittlinie  repräsentiert. 

Die  verticale  Projection  Na  der  Kegelnorraalen  wird  sonach 
durch  jene  Gerade  dargestellt,  welche  durch  a  senkrecht  zu  Ss  ge- 
zogen werden  kann. 

Denken  wir  uns  die  Leitellipse  K'  affin  in  einen  Kreis  K\  ver- 
wandelt, jvobei  wir  die  Achse  Ilh  desselben  als  Affinitätsaehse 
annehmen.  Construieren  wir  über  K\  und  {S,  S')  den  ßotationskegel 
{Z'i,  8),  so  ist  auch  dieser  au  dem  ursprünglichen  Kegel  {K,  S)  affin 
und  stellt  diesfalls  die  horizontal-projicierende  Ebene -H^  die  Affini- 
tätsebene vor. 

Dem  Punkte  (a,  a')  des  Kegelschnittes  {K,  K')  entspricht  auf 
dem  Kreise  K\  der  Punkt  (a,  a').  Die  Berührungsebenen  des  ursprüng- 
lichen Kegels  {K,  S)  und  jene  des  ihm  affinen  ßotationskegels  {K^,  S) 
in  den  entsprechenden  Punkten  (ts,  «')  und  («,  «')  sind  affine  Ebenen 
und  sehneiden  demgemäß  die  Affinitätsebene  11^  in  einer  und  der- 
selben Geraden  sS- 

Hieraus  folgt,  dass  die  Vertioalprojeetionen  'N„  und  N^  der  Nor- 
malen der  Kegel  (£",  S)  und  (AT,,  S)  in  den  entsprechenden  Punkten 
(d,  a')  und  (k,  «'),  da  beide  durch  a  gehen  und  auf  sS  senkrecht 
stehen,  zusammenfallen. 

Nachdem  das  Gesagte  selbstTerständlich  von  den  Normalen  der 
beiden  Kegel    in    allen    Paaren   entsprechender  Punkte   der 
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Leitcurven  K  und  ff,  gilt,  so  lässt  sieh  ganz  allgemein  behauptea, 
dass  die  Yerticalprojectionen  der  Erzeugenden  jener  Normalen- 
flachen,  welche  den  beiden  Kegeln  {K,  8)  und  {K„  S)  entspre- 
chen, zusammenfallen  müssen. 

Wie  wir  wissen,  sehneiden  sich  sämmtliche  Normalen  des  Kegels 
(Kf,  S),  längs  des  Kreises  K^  in  dem  nämlichen  Punkte  {L,  0')  der 
Kegelachse  {SO,  S'  0') ;  es  werden  sich  mithin  auch  die  Verticalpro- 
jectionen  der  Normalen  des  zweiten  Kegels  {K,  S)  im  Punkte  L  treffen, 
und  gelangen  wir  sonach  zu  dem  Schlüsse,  dass  alle  Erzeugenden 
der  zu  untersuchenden  Normalenfläche  die  vertical -  projicierende 
Gerade  {L,  L')  schneiden.  Die  letztere  wird  somit  eine  gerade 
Leitlinie  der  Normalenfläche  darstellen. 

In  gleicher  Weise  lässfc  sich  darthun,  dass  die  Normalenfläche 
eine  zweite  gerade  Leitlinie  {M,  M')  besitze,  welche  ebenfalls  die 
Kegelachse  trifft  und  zu  der  anderen  Achse  des  Leitkegelsehnittes 
(_K,K')  parallel  ist. 

Zum  Zwecke  dieses  Nachweises  hätte  mau  obige  Betrachtung  in 
der  Art  zu  wiederholen,  dass  man  die  verticale  Projectionsebene  pamllel 
zur  Achse  CD  des  Leitkegelschnittes  annimmt  und  hierauf  den  Kegel 
{K,  S)  durch  affine  Transformation  in  jenen  Eotationskegel  ver- 
wandelt, dessen  Leitlinie  durch  den  dem  Kegelschnitte  K'  eingeschrie- 
benen Kreis  K\  repräsentiert  wird. 

Jede  der  beiden  Leitgeraden  (L,  L')  und  {M,  M')  ist,  wie  aus 
der  folgenden  Betrachtang  hervorgeht,  eine  Doppelgerade  der 
Normalenfläche. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  die  Normalen  (IVa,  N'a)  und 
{Ki,N'i)  für  zwei  Punkte  («,  «-)  und  (b,b')  (Taf.  VIII,  Fig.  43), 
deren  Verbindungsgerade  {ah,  a'h')  zur  Achse  {AB,  A'B')  des  Leit- 
kegelsehnittes parallel  ist,  eonstruiert. 

Die  Vertiealprojectionen  der  bezeichneten  Normalen  schneiden 
sich  in  i,  die  horizontalen  Projectionen  N'a  und  JV';,  derselben  da- 
g^en  werden  sieh,  da  sie  Normalen  des  Kegelschnittes  K'  in  jenen 
Punkten  a'  und  6'  sind,  welche  in  Bezug  auf  die  Achse  CD'  sym- 
metrisch liegen,  in  einem  und  demselben  Punkte  r'  dieser  Achse 
schneiden. 

Hieraus  ist  zu  entnehmen,  dass  sich  die  beiden  Normalen  {N^,  N'^) 
und  (iVj,  jV'j)  in  dem  nämlichen  Punkte  (r,  r')  von  (L,  L')  treffen. 

Dasselbe  gilt  selbstverständlich  von  allenNormalenpaaren, 
deren  Fußpunkte,  wie  a' und  &',  auf  Sehnen  des  Leitkegel- 
schnittes K\  welche  zur  Achse  A'B'  parallel  laufen,  liegen. 
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Analog  findet  man,  dass  jene  NormaleDpaare,  deren  Fußpitiikte, 
wie  beispielsweise  a'  und  a\,  auf  zur  Aclise  G'J)'  parallelen 
Sehnen   gelegen   sind,    sicli   in   Punkten   der   Leitgeraden  {M,  M') 


Wir  wissen  bereits,  dass  die  Doppellinie  der  vorliegenden 
Normalenfiäebe  in  ihrer  Gesammtheit  einen  Ort  dritter  Ord- 
nung darstelle. 

Außer  den  beiden  doppelten  Leitger aden  iL,  L')  und 
{M,  M')  muss  daher  die  Normalenfläche  noch  eine  dritte  Doppel- 
gerade besitzen,  welche  aber  oiFenbar  keine  Leitlinie  der  Nor- 
malen fläche  sein  kann,  da  eine  windschiefe  Fläche,  welcher  drei 
gerade  Leitlinien  zukommen,  eine  windschiefe  Fläche  zweiten  Grades 
sein  würde,  während  die  unserer  Betrachtung  unterzogene  Kormalen- 
fläehe  vom  vierten  Grade  ist. 

Die  bezeichnete  Doppelgerade  kann  mithin  nur  eine  Dop- 
pelerzeugende der  Normaleufläehe  sein.  Die  Existenz  einer 
solchen  lässt  sich,  wie  folgt,  nachweisen. 

§■  178. 

Denken  wir  uns  vorderhand  ganz  allgemein  als  Leitlinien 
einer  windschiefen  Fläche  zwei  sich  kreuzende  Geraden 
und  einen  belieb  igen  Kegelschnitt,  so  hat  bekanntlich  jede  Er- 
zeugende dieser  Fläche  mit  jeder  der  genannten  drei  Leitlinien  einen 
Punkt  gemein.  Jede  der  beiden  Leitgeraden  Ly  und  L^  (Taf.  VIII, 
Fig.  44)  ist  eine  Doppe^erade  der  Fläche,  d.  h.  durch  jeden  Punkt 
von  i[  und  ig  gehen  zwei  Erzeugende  der  windschiefen  Fläche. 

Ist  beispielsweise  p,  ein  beliebiger  Punkt  ton  i,  und  legen  wir 
durch  denselben  und  die  Leitgerade  L^  eine  Ebene,  welche  den  Leit- 
kegelschnitt ig  iß  den  Punkten  p^  und  p'^  schneidet,  so  sind  p^p^ 
«ud  ^j^',,  die  beiden  in  jp,  sich  schneidenden  Erzeugenden 
der  windschiefen  Fläche. 

Wählen  wir  statt  des  Punktes  j),  speciell  den  Schnittpunkt 
JT,  der  Leitgeraden  i,  mit  der  Ebene  des  LeitkegelschEittes  L^, 
und  denken  wir  uns  durch  diesen  Punkt  und  die  Leitgerade  L^  eine 
Ebene  gelegt,  so  schneidet  besagte  Ebene  die  Ebene  des  Leitkegel- 
schnittes ig  in  einer  Geraden,  welche  durch  die  Schnittpunkte  si;,  und 
«3  der  Leitgeraden  mit  der  Ebene  des  P   Leitkegelschnittes  L^  geht. 

Die  bezeichnete  Hilfsebene  («,,  ia)  schneidet  sonach  den  Kegel- 
schnitt ig  in  zwei  Punkten  n^  und  %'^,  welche  mit  si;,  und  %^  in 
einer  und  derselben  Geraden  liegen,  so,  dass  durch  sTj  n^  it^  und  «,  m^  a's, 
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zwei    zusammenfallende    Erzeugende   der   windschiafen 
Fläche  {L^,  L^,  L^)  dargestellt  werden. 

Sehneidet  die  Gerade  je,  ätg  den  Kegelschnitt  L^  nicht  in 
reellen  Punkten,  so  ist  dieselbe  eine  sogenannte  singulare  oder 
isolierte  Erzeugende  der  Kegelfläche. 

§■  179. 

Wenden  wir  das  Resultat  dieser  Betrachtungen  auf  die  v  o  r- 
liegeade  Normalenfläeh  e  an,  so  finden  wir,  dass  die  beiden 
Leitgeraden  {L,  L')  und  {M,  M')  (Taf.  VIII,  Eig.  43}  die  Ebene 
des  Leitkegelschnittes  K',  also  die  horizontale  Projectionsebene 
in  unondlicher  Entfernung  schneiden;  es  wird  mithin  die 
nnendlich  ferne  Gerade  dieser  Ebene  die  gesuchte  Doppel- 
erzeugende repräsentieren,  welche  diesfalls,  da  sie  mit  der  Leit- 
ellipse keine  reellen  Punkte  gemein  hat,  eine  isolierte 
Doppelerzeugende  sein  wird. 

Es  wurde  nachgewiesen,  dass  die  Normalenpaarej  deren  Pass- 
punkte  in  au  den  Achsen  Ä' S'  oder  C' D'  parallelen  Sehnen  des 
Leitkegelschnittes  K"  liegen ,  sich  beziehungsweise  in  Punkten  der 
Doppelgeraden  {L,  L'j  oder  [M,  M')  sebneiden. 

Nimmt  man  speeiell  statt  der  Sehnen  die  zu  den  betreffenden 
Achsen  A'B'  oder  CD'  parallelen  Tangenten  au,  so  rücken  die 
vorgenannten  Eußpunkte  der  Normale  npaare  einander  unend- 
lich nahe;  sie  erscheinen  in  den  Aehsenendpunktea  vereinigt. 
Die  denselben  zugehörigen  Normalen,  weicfie  sieh  nach  den  obigen 
Erörterungen  in  Punkten  von  [L,  L')  resp.  {M,  M')  treffen,  über- 
gehen somit  in  unmittelbar  aufeinander  folgende  Erzeu- 
genden der  Normalenfläehe,  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Nor- 
malen des  Kegels  {K,  S)  in  den  Ächsenendpuukten  [A,  A'),  (B,  B'), 
(0,0')  und  (-Ü, -D')  stellen  die  vier  (reellen)  Torsallinien  der 
Normalenfläeh G   dar. 

§.  180. 

Nachdem  die  Normalenfläehe  zwei  Doppelgerade  und 
eine  Doppelerzeugende  besitzt,  gibt  es  auch  drei  verschie- 
dene Scharen  von  Bit  aagentiale  benen  und  zwar: 

a)  Die  Ebenen  des  Büschels  [L,  L')  (Taf.  VIII,  Fig.  43). 
Denkt  man  sich  nämlich  durch  {L,  L')  eine  beliebige  Ebene  e,e!, 
goiegt,  deren  horizontale  Trace  e^  den  Leitkegelsehnltt  in  den  Punkten 
{a,  a')  und  («,,  a\)  trifft,  ferner  die  horizontalen  Projectionen  N'a  und 


y  Google 


213 

iV'„,  der  diesen  Punkten  eutsprecbenden  Erzeugenden  der  Kormalen- 
fläche  ebenso  wie  die  vertioalen  Projectionen  Na  und  N,,^  derseljjen 
auBgemittelt,  so  fallen  die  letzteren  in  eine  nnd  dieselbe  Gerade 
znsammen,  welche  dorch  L  geht. 

Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  Erzeugenden  (JV„  und  N'a), 
(iVoj  und  N'a)  in  der  Ebene  e,  e/,  liegen,  dass  diese  sonach  die  Nor- 
malenfläche  in  zwei  verschiedenen  Punkten,  von  welchen  der  eine  auf 
(iVa,  iV'n),  der  andere  dagegen  auf  {N,,^,  N'^J  gelegen   ist,  berührt. 

Da  die  vorliegende  Normalenfläche  vom  vierten  Grade 
ist,  so  tann  ihr  Gesammtschnitt  mit  der  Ebene  epOi  nur  aus 
der  doppelt  zählenden  Geraden  iL,  L')  und  den  beiden  Er- 
zeugenden [Na,  N'a)  und  {Na„  N',,)  besteben. 

h)  Die  Ebenen  des  Büschels  (M,  M').  Es  iässt  sich  dies- 
falls genau  in  derselben  Weise  wie  unter  'a)  nachweisen,  dass  jede 
durch  (j!i?',il/")  gelegte  Ebene  &kd-i,  zwei  Erzeugenden  (iV',,,  iV""a) 
und  (N'ii,  N"ii)  g«mein  hat,  also  eine  Bitangentialeheno  der 
Normalenfläehe  sei.  Auch  hier  besteht  der  Gesammtschnitt  der 
Fläche  mit  der  Bitangentialebene  aus  der  Doppelgeraden  und  den 
beiden  der  Ebene  angehörenden  Flächenerzeugenden. 

c)  Die  Ebenen,  welche  durch  die  unendlich  ferne 
(isolierte)  Doppelerzeugende  der  Eiäche  gehen.  Da  durch 
diese  Doppelerzeugende  zwei  (allerdings  imaginäre)  Mäntel  der  Nor- 
maleniläche  gehen,  wird  jede  durch  dieselbe  gelegte  Ebene  auch  jeden 
der  beiden  Mäntel  berühren  und  zwar  in  Punkten  tangieren,  welche 
im  allgemeinen  nicht  zusammenfallen  werden.  Es  sind  mithin 
alle  durch  die  unendlich  ferne  Doppelerzeugende  geführten,  d.  i.  alle 
zur  Ebene  des  Leitkegelschnittes  {K,K')  parallelen  Ebenen,  uneigen t- 
liohe  Bitangentialebenen  der  Normalenfläche. 

Der  Gesammtschnitt  der  Fläche  mit  einer  solchen  Ebene 
muss  aber  vom  vierten  Grade  sein,  d.  h.  derselbe  muss  außer  der 
Doppelerzengenden  noch  aus  einer  Curve  zweiten  Grades  bestehen, 
Die  letztere  kann  weiters  nicht  in  zwei  Gerade  {Erzeugenden  der 
Normaienfläche)  degenerieren,  da  es  überhaupt  keine  Erzeu- 
gendon gibt,  welche  zur  Ebene  des  Leitkegelschnittes  parallel  sind- 

Der  Ort  der  Schnittpunkte  aller  Erzeugenden  der 
Pläche  mit  einer  zur  Ebene  des  Leitkegelschnittes  parallelen  Ebene 
ist  daher  unbedingt  ein   eigentlicher  Kegelschnitt. 

Wenn  wir  erwägen,  dass  die  NormalenÜäehe  zwei  Hauptebeneu 
(Symmetrieebenen)  und  zwar  jene  horlzontal-projicierenden  Ebenen, 
welche  durch  die  Achse  A'B'  und  CD'  des  Leitkegelschnittes  iK,K') 
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gehen,  besitzt,  dass  also  die  horizontal-projiciereuden  Geraden  duieli 
0'  (Achse  des  gegebenen  Leitkegels)  gleichzeitig  eine  Achse 
der  Normalenfläche  dai'steüe,  so  ist  klar,  dass  die  Mittelpunkte 
der  Schnitte  mit  den  zur  horizontalen  Projectionsehene  parallelen 
Bhenen  anf  dieser  Achse  liegen  müssen. 

Da  ferner  keine  Erzeugenden  auf  der  Normaleöfläche  exi- 
stieren, welche  zur  horizontalen  Projectionsehene  parallel  sind,  so 
besitzen  die  eben  genannten  horizontalen  Flächensehnitte  keine  un- 
eudlicheu  fernen  Punkte,  sind  somit  durchwegs  Ellipsen. 

§.  181. 

Diese  Eigenschaft,  resp.  die  Kichtigkeit  des  Gesagten,  lässt  sich 
auch  durch  folgende  Betrachtungen  nachweisen. 

Nehmen  wir  ganz  allgemein  als  Leitlinien  für  eine  windschiefe 
Fläche  einen  Kegelschnitt  K  und  zwei  sich  kreuzende  Gerade  i  und 
M  an,  und  treffen  wir  bezüglich  der  Projectionsehene  und  des  Pro- 
jections centrums  nachstehende   Verfügungen. 

Als  Projectionsehene  gelte  die  Ebene  des  Leitkegelseiinittes  Ki, 
das  ProjectioQscentrum  wählen  wir  auf  einer  der  beiden  Leitgeraden, 
etwa  auf  jener  £  so,  dass  sich  die  Centralprojection  der  letzteren 
auf  den  Punkt  L  (Taf.  TDI,  Fig.  45)  reduciere,  während  dv  die 
Centralprojection  der  Leitgeraden  M.  darstelle. 

Diesen  Voraussetzungen  entsprechend,  werden  wir  auf  höchst  ein- 
fache Weise  einzelne  Erzeugenden  der  windschiefen  Fläche  construieren 
können  und  ebenso  leicht  das  vorgesetzte  Ziel  erreichen. 

Legen  wir  nämlich  durch  dv  eine  beliebige  Ebene  eie„,  so  trifft 
dieselbe  den  in  der  Bildebene  liegenden  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten 
ß  und  6  und  die  central-projicierende  Gerade  L  in  einem  Punkte, 
dessen  Centralprojection  mit  L  zusammenfällt,  so,  dass  La  und  Lb 
die  Centralprojeotionen  der  in  der  Ebene  eie„  liegenden  Erzeugenden 


In  gleicher  Weise  können  nunmehr  beliebig  viele  Paare  von 
Erzeugenden  mit  der  größtmöglichen  Leichtigkeit  eentrai-pro- 
jectivisch  dargestellt  werden, 

Suchen  wir  ferner  auch  den  Schnitt  der  Fläche  mit  einer 
Ebene  jEs-E^  auf,  welche  durch  die  Schnittpunkte  der  beiden  Leit- 
geiadeu  L  und  M  mit  der  Ebene  des  Leitkegelschnittes  gehen. 

Die  Bildfläehtraee  E^  einer  derartigen  Ebeae  ist  offenbar  die 
Verbindungsgerade  der  Punkte  L  und  rf,  während  die  Fluchttraee  M, 
durch  irgend  eine  zu  La  Parallele  vertreten  werden  kann. 
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Behufs  Bestimmung  des  Schnittes  der  windschiefen  Fläche  mit 
der  Ebene  £'„£*  ermittein  wir  die  Durehstolipunkte  der  einzelnen  Er- 
zeugenden der  Regelfiache  mit  der  bezeichneten  Ebene. 

Construieren  wir  also  den  Schnitt  dv,  der  Ebene  Ui,F^  mit  der 
Hilfsebene  eje„,  so  erhalten  wir  dort,  wo  dieser  Hilfsschnitt  die  Er- 
zeugenden La  und  Li  trifft,  bereits  zwei  Punkte  a,  und  h,  der  zu 
böstimmenden  Sehnitteurve.  Ein  Gleiches  kaun  bezüglich  aller 
durch    dv    gelegten  Hilfsebenen  wiederholt  und  durchgeführt  werden. 

Da  auf  Grund  der  Tollführten  Coastruction  jedem  Punkte  a 
des  Leitkegelschnittes  ein  Punkt  a,  der  Schnittcurve  und 
awar  in  der  Weise  entspricht,  dass,  während  entsprechende  Punkte, 
wie  beispielsweise  a  und  a,,  i  uud  &,..-,  mit  L  auf  dem  nämlichen 
Strahle  liegen ,  sich  entsprechende  ISeraden  a  b  und  «,  b^  in  einem 
festen  Punkte  d  schneiden,  so  ist  zu  vermuthen,  dass  die  Sehnitt- 
curye  und  der  Leitkegelschnitt,  in  Bezug  auf  L  als  CoUi- 
ueationscentruin  und  eine  gewisse  durch  d  gehende  Gerade  als 
Collineationsaehse,  perspectiviseh  coUinear  sind.  Bezeich- 
nete Vermuthung  findet  auch  in  der  That  ihre  ?ollberechtigte  Be- 
stätigung. 

Es  ist  von  selbst  einleuchtend,  dass  die  Geraden  äah  und  (?a,6, 
entsprechende  Strahlen  zweier  p  ro  j  e  et  i  v  i  s  c  h  e  n  Strahlen- 
büschel sind  «ad  zwar  jener  beiden  Büschel,  in  welchen  das  durch 
dv  geführte  Ebenenbüschel  die  Bildebene  resp.  die  Ebene  EyE/, 
trifft. 

Sollen  die  beiden  Büschel  nicht  nur  untereinander  pvo- 
jectivisch,  sondern  auch,  in  Bezug  auf  das  Centrum  L,  coUinear 
sein,  so  ist  einerseits  nothwendig  und  andererseits  auch  hinreichend, 
dass  die  Gerade  Ld  zwei  einander  entsprechende  Strahlen  der  beiden 
Büschel  repräsentiere. 

Die  Überzeugung,  dass  dieser  Bedingung  im  vorliegenden  Falle 
thatsäehlich  entsprochen  werde,  kann  man  sieh  einfach  dadurch  ver- 
schaffen, wenn  man  durch  dv  jene  Ebene  e'ie\  legt,  deren  Bildöäch- 
trace  Ld  ist.  Dieser  Ebene  entspricht  sowohl  im  Büschel  d{ai)...), 
als  auch  im  Büschel  d(a^i,...)  die  Gerade  Ld  selbst. 

"Weiters  wird  es  sich  noch  darum  handeln,  die  Collineations- 
aehse zu  bestimmen.  Dieselbe  muss  bekanntlieh  das  zweite  Paar 
Busammenfallender  Strahlen  der  beiden  Büschel  d  {ab.  .  .)  und 
d  {a^b^  .  .  .)  repräsentieren  und  kann  demnach  nur  die  Gerade 
dv  sein. 

Denkt  man  sich  nämlich  durch  äv  die  eentral-projicierende 
Ebene  e"be"e  gelegt,  so  schneidet  dieselbe  sowohl  die  Bildebene,  als 
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auch  die  Ebene  7?(,J?„  uach  Geraden,  deveu  Projectiouen  mit  äv  zu- 
sammenfallen. 

Hieraus  ist  zu  erseheu,  dass  die  Büschel  d  (ah. . ,)  und 
d(a^b^..,),  also  auch  der  Leit]ieg;elschniU  K  und  die  gesuchte 
Sehiiittcurye  in  Bezug  auf  dv  als  CoUineationsaehse  und  L  als 
Collineationscentrum  perspeetiyiseh  eollinear  sind,  dass  mithin 
jede  Ebene,  welche  durch  die  Durchstoßpunkte  der  Leitgeraden  L  und 
JK"  mit  der  Ebene  des  Leitkegelschnittes  K  geht,  die  windschiefe 
Fläche  {Z,  M,  K)  nach  einer  Kegeischnittslinie 
achneidet. 

Im  vorliegenden  Falle,  wo  es  sich  um  die  Normaleiifläche 
des  geraden  Kegels  zweiten  Grades  handelt,  sind  die  Leit- 
geraden  L  und  M  parallel  zu  der  Ebene  des  Leitkegelschnittes 
K  und  liegen  somit  die  beiden  oben  genannten  Durchstoßpunkte  in 
unendlicher  Entfernung. 

Aus  diesem  Umstände  folgt,  dass  die  Eheneu,  welche  die 
Nor  malen  fläche  nach  Kegelschnitts  linien  schneiden, 
parallel  zur  Ebene  des  Leitkegelschnittes  K  sein  müssen, 
was  bereits  vordem  auf  anderem  Wege  nachgewiesen  wurde. 

§.  182. 

Schließlich  erübrigt  noch ,  die  S t r i c t i o n s  1  i n i e  der  Nor- 
malenfläche für  den  gegebenen  Fall  näher  zu  kennzeichnen. 

Es  ist  bekannt,  dass  bei  jeder  windschiefen  Fläche  die  asymp- 
totischen Ebenen,  d.  s.  jene  Ebenen,  welche  durch  die  gerad- 
linigen Erzeugenden  der  Fläche  gehen  und  in  deu  unendlich  fernen 
Punkten  derselben  die  Fläche  berühren,  parallel  zu  den  Beruh- 
lungsebenen  des  Richtungskegels  s  ind- 

Auf  unseren  Fall  angewendet,  ist  der  Kicbtungskegei  der  Nor- 
malenfläche ein  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Erzeugenden,  da  die- 
selben parallel  zu  jenen  der  Normalenfläche  sind,  senkrecht  zu 
den  Berflhrungsebenen  des  gegebenen  Leitkegels  [K,  S) 
stehen.  Umgekehrt  sind  aber  auch  die  Tangentialebenen  des 
ßi eh tungs kegeis  senkrecht  zu  den  Erzeugenden  des  gegebenen 
Leitkegeis  {S,  K),  wcaus  folgt,  dass  die  asymptotischen  Ebenen 
der  Normalenflächo  senkrecht  7.u  den  Erzeugenden  des 
Leitkegels   sein  müssen. 

Es  werden  mitbin  jene  Ebenen,  welche  durch  die  Erzeugenden 
der  Normalenfläche  senkrecht  zu  den  betreffenden  asymptotischen 
Ebenen  gelegt  werden,  die  entsprechenden  Erzeugenden  des  Leitkegels, 
aiso  auch  dessen  Scheitel  S  enthalten. 
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Andererseits  wissen  wir  aljer  auch,  dass  jene  Ebenen,  welche 
durch  die  Erzeugenden  einer  windschiefen  Fläche  senkrecht  zu  dea 
betreffenden  asymptotischen  Ebenen  gelegt  werden,  „die  Central- 
ebenen"  die  Fläche  in  Punliten  der  Strietionslinie  berühren. 

Der  vorausgeschickten  Betrachtung  gemäß,  gehen  die  Central- 
ebenen  der  Normalenfläche  durch  den  Seheitel  S  des  Leitkegels ;  die 
Strietionslinie  ist  somit  die  Berührungscurve  der  Nor- 
malenfläche mit  dem  ihr  aus  dem  Seh  eitel  des  Leit- 
kegels umschriebenen  Kegel. 

Betrachten  wir  nun  den  Leitkegel  (S,  K)  als  den  einer  Fläche 
zweiten  Grades,  längs  eines  zu  einer  Hauptebene  parallelen 
Sehaittes  umschriebenen  Kegel,  wobei  selbstverständlich  der  Scheitel 
S  den  Pol  der  Schnittebeae,  welcher  in  der  zur  letztgenannten  Ebene 
senkrechten  Achse  der  Leitfläche  liegen  muss,  vorstellt,  so  ergeben 
sieh  durch  Zusammenfassung  der  diesfalls  in  Bezug  auf  die  Nor- 
malenfläche festgestellten  Resultate,  folgende  Sätze; 

134.  jjD&r  Normdlenfläcke  einer  Fläche  zweiten  Qrades  längs 
eines  0u  einer  Hcmptehene  parallelen  {odet  sa  emer  Achse  senkrechten) 
Schnittes  entsprechen  swei  qerade  Leifhmen,  welche  gleichzeitig  Dop- 
pelgeraden der  Normalenflache  sind  " 

135.  „Die  Doppelgeraden  laufen  zu,  den  Arh'-en  des  Leithegel- 
sehnittes  parallel  und  schneiden  die  zui  Ebene  des  Leifkegdschnittes 
senkrechte  Achse  der  gegebenen  Ledfläche  " 

136.  „Die  unendlich  föne  Gerade  dei  Ebene  des  Leithegel- 
Schnittes  repräsentiert  eine  isolierte  (tm  Falle  der  Leifketfelschnitt 
eine  Syperbel  ist,  eine  wirläiche)  Doppelereeugende  der  Normalen- 
fläche.'^ 

137.  „Die  Ebenen,  welche  durch  die  leiden  Leitgeraden  gehen, 
iilden  Büschel  von  Bitangentialebenen  der  Normalenfläclte.  Jede 
dieser  Ebenen  hat  mU  der  Fläche,  emßer  der  betreffenden  Doppel- 
geraden, zwei  Erzeugende  gemein.^ 

138.  „Die  Ebenen  durch  die  Doppelerzeugende,  d.  i.  die  sur 
Ebene  des  Leitkegelschnittes  parallelen  Ebenen  sind  gleichfalls  (eigent- 
liche oder  uneigentUcke,  jenachdem  der  Leitkegelschnitt  eine  Hyperbel 
oder  eine  Ellipse  ist)  Sitangentialebenen  der  Normalenfläche." 

139.  „Letelbezeichnete  Ebenen  schmeiden  die  NormalenftäcM 
nach  Kegelschnittslinien,  deren  Achsen  zu  jenen  des  Leitkegelschnittes 
parallel  laufen  und  deren  MUtelpunkte  auf  der  sur  Ebene  des  LeÜ- 
kegelschnittes  senkrechten  Achse  der  Leitfläche  {welche  somit  auch  eine 
Achse  der  Normalenfläche  ist)  liegen." 
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140-  „-Dj'e  Stridionslinie  der  Normalenfläehe  ist  deren  Beruli- 
rungscurve  mit  jenem  Kegel,  dessen  Scheitel  der  Pol  der  Ebene  des 
Leifkegelsclmittes  in  Semig  auf  die  Leitfläohe  mveiten  Grades  ist." 


Normalenfläehe    einer  Fläche  zweiten  Grades   längs    eines   Diametral- 
sehnittes'). 

Wird  eine  riächa  zweiten  Grades  mittelst  einer  duroh  ihren 
Mittelpunkt  gehenden  Ebene  nach  einem  Kegelschnitt  K  geschnitten, 
so  ist  bekanntlich  dieDeveloppable,  welche  der  Fläche  längs 
des  Kegelschnittes  umsehrieben  wird,  einCyiinder,  dessen 
Erzeugenden  zu  dem  der  bezeichneten  Durcbmesserebene  eonjugieitea 
Durchmesser  der  Flache  parallel  sind. 

Es  wird  somit  für  diesen  Fall  genügen,  die  Normalenfläehe 
eines  Cy linders  zweite»  Grades  längs  eines  ehenea 
Schnittes  zu  untersuchen, 

Zu  diesem  Behufe  setzen  wir  die  Ebene  des  Leitkegelschnittes 
{K,  K')  (Taf.  IX,  Fig.  46)  als  horizontale  Projectionsebeae  voraus 
und  nehmen  als  verticale  Projeetionsebene  diejenige  Ebene  au,  welche 
durch  die  Achse  {Z,  Z')  des  Cylindeis  geht.  Hierbei  fallt  nafcurgemäü 
die  horizontale  Projection  Z'  der  Cylinderachse  mit  der  Grundlinie  ^(/ 
zusammen. 

Ist  (ß,  a')  ein  beliebiger  Punkt  der  Leitlinie  (K,  K') ,  so  ent- 
spricht der  BerQhrungsebene  des  Cylinders  in  diesem  Punkte,  als  hori- 
zontale Traee,  die  Tangente  („  von  K'  im  Punkte  a'.  Die  Horizontal- 
projection  JV'a  der  dem  Punkte  («,  a')  entsprechenden  Cylinder- 
normalen  ist  selbstverständlich  senkrecht  zu  ta  und  repräsentiert 
als  solche  die  Normale  des  Leitkegelschnittes  K'  im  Punkte  a'. 

Hieraus  ist  wieder  sofort  zu  entnehmen,  dass,  sowie  in  den  vor- 
hergegangenen Betrachtungen,  die  horizontale  Contour  der  Nor- 
malenfläche, d.  i.  die  Enveloppe  der  Horizontalprojec- 
tionen  aller  Erzeugenden  der  Normalenfläche,  die  Evo- 
lute des  Leitkegelschnittes  sei. 

Was  die  verticalen  Projeetionen  der  Erzeugenden  der 
Normalenfläehe  anbelangt,  so  haben  wir  zu  berücksichtigen,  dass, 
da  die  Erzeugenden  der  Cylinderfläche,  in  Folge  der  besonderen 
Anordnung  der  Projectionsebenen,  sämmtlich  zur  verticalen 
Projeetionsebene    parallel    sind ,   auch    die   verticalen  Tracen   aller 

')  Peschkä,  Sitzungsbcvichte  d.  kals.  Altademio  der  Wissenscliafteii.  Wien. 
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Ebenen,  welche  eine  Cylindererzetigeude  enthalten,  al 

jene  aller  Berühr ungsebeaeu  des  Cjliiiders,  parallel  zu  dieser  Cylinder- 

erzeugenden,  d.  i.  parallel  au  Z  seiii  werden. 

Eine  unmittelbare  Folge  des  Gesagten  ist,  dass  auch  die  Ver- 
ticalprojectionen  iV„  aller  Erzeugenden  dev  Normalen- 
fläehe  untereinander  parallel  seia  müssen,  nachdem  dieselbea 
KU  den  genannten  Verticaltracen  senkrecht  stehen. 

Die  Erzeugenden  der  Normaleufläche  sind  demgemäß  im  vor- 
liegenden Falle  sämmtlieh  zu  einer  vertical  -  projicierenden ,  zu  den 
Cylindererzeugenden  senkrechten  Ebene  i^jü^  parallel  und  kann  diese 
letztere  sonach  als  Kichtebene  der  Normalenfläche  betrachtet 
werden.  Die  iinendlich  ferne  Gerade  der  bezeichneten  Ebene  stellt 
somit  eine  Leitgerade  der  Normalenfläehe  dar. 

Die  Doppelcurve  der  Normalenfiäebe  ist,  wie  allgemein 
uachgewiesen  wurde,  toh  der  dritten  Ordnung.  Es  läast  sich  nun- 
mehr leicht  darthun,  dass  diesfalls  die  besagte  Doppellinie  dritter 
Ordnung  in  eine  Gerade  und  einen  Kegelschnitt  zerfällt. 

Denken  wir  uns  nSmlich  einen  beliebigen  Durchmesser  a'h'  des 
Kegelschnittes  K'  gezogen,  so  werden  die  Tangentialebenen  des  Cy- 
lißders  in  den  Punkten  a'  und  h'  zu  einander  parallel  sein  und  wird 
das  Gleiche  auch  von  den  entsprechenden  Normalen  {'Nu,  N'a)  und 
(Ni,  N%)  gelten. 

Es  gibt  mithin  auf  der  Normalenßäehe  unendlich  viele 
Paare  paralleler  Erzeugenden,  deren  FuIJpunkte  auf  der  Leit- 
linie K'  durch  die  Diameter  von  K'  bestimmt  sind. 

Die  unendlich  fernen  Punkte  aller  Erzeugenden  der 
Normalenfiäebe  liegen  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  der  ßieht- 
ebene  B,  Rh  und  nachdem  jede  Erzeugende  eine  zweite  zu  ihr  parallele 
Erzeugende  auf  der  Normalenfläche  besitzt,  so  ist  die  uaeadlieh  ferne 
Gerade  der  Normalenfiäebe  gleichzeitig  eine  Doppel- 
gerade  derselben. 

Der  Kest  der  Doppeliinie  muss  deshalb  von  der  zweiten 
Ordnung,  d.  b.  eia  Kegelschnitt  sein.  Wir  wollen  denselben  D 
nennen  und  seine  Lage  im  Räume,  sowie  seine  besonderen 
Eigenschaften  näher  untersuchen. 

Zunächst  wird  es  sich  darum  handeln,  die  Entstehung  des  Kegel- 
schnittes D  KU  bestimmen,  d.  i.  festzustellen,  welche  Paare  voa  Nor- 
malen sieb  ia  Punkten  desselben  schneiden. 

Die  Normale  des  Cylinders  im  Punkte  (a,  a')  der  Leitlinie 
{K,K')  ist  {Na,  N'a);  die  verticale  Projection  Na  ist  parallel  au  B^, 
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hat  also  für  alle  möglielien  Punkte  (a,  a')  von  (K,  K')  die  uämlicke 
Richtung.  Ferner  ist  ersichfclioh,  dass  a  gleiehaeitig  die  Verticalpro- 
jection  zweier  Punkte  (ö,  a,')  und  (o,  a\)  der  Leitlinie  {K,  E')  dar- 
stelle, jener  Punkte  nämlicli,  in  welchen  die  durch  a  zn  Z'  senkrecht 
geführte  Gerade  den  Leitkegelschnitt  K'  trifft. 

Die  Horizontalprojectionen  der  Noimalen  in  diesen  Punkten  sind 
(N'a,N'a^,  während  deren  verticale  Projectioneii  iu  der  Geraden  JV« 
vereinigt  erscheinen.  Die  beiden  Normalen  liegen  hiernach  in  einer 
und  derselben  vertical-projicierenden  Ebene  und  werden  sich  deshalb 
auch  in  einem  Punkte  (s,  s')  schneiden  müssen,  welcher  dem  Doppel- 
kegelschnitte D  angehört. 

Denken  wir  uns  durch  a'  und  a\  die  Durchmesser  des  Leitkegel- 
sehnittes  K'  geführt,  so  hescimmen  dieselben  auf  dem  letzteren  zwei 
neue  Punkte  h'  und  i\ ,  deren  Verbindungsgerade  parallel  zu  «'«'„ 
also  senkrecht  ku  Z'  ist. 

Die  den  Punkten  Q}-,h')  und  Q>,h\)  entsprechenden  Cylinder- 
normalen  {2^i„  N'b)  und  [JVj,  iVy  schneiden  sieh  ebenfalls  in  einem 
Punkte  (r,  r']  des  Doppelkegelschnittes  D.  Da  aber  außerdem  die 
Normalen  N'„  und  N%  des  Leitkegelschnittes  K'  in  den  diametral 
entgegengesetzten  Punkten  a'  und  i'  einander  parallel  sind  und  das 
Gleiche  auch  von  A\  und  N'^^  gilt,  so  ergibt  sich,  dass  die  Punkte 
s' und  )■'  und  mithin  auch  die  Punkte  s  und  r  symmetrisch  gegen 
den  Mittelpunkt  0  des  Leitkegels  K'  liegen. 

Ändert  man  die  Lage  der  Sehne  a'h',  d.i.  verschiebt  mau  a'h' 
parallel  zu  sich  selbst,  so  findet  man,  dass  die  Punkte  des  Dop- 
pelkegelschnittes paarweise  symmetrisch  gegen  den  Mittel- 
punkt 0  gelagert  sind,  dass  also  der  Mittelpunkt  0  des  Leitkegel- 
schnittes Ä' gleichzeitig  auch  der  Mittelpunkt  des  Doppelkegelsehnittes 
D  sei. 

Sind  ferner  (^  und  i^  die  zu  Z'  parallelen  Tangenten  des 
Leitkegelschnittes  K',  oder  mit  anderen  Worten,  die  horizon- 
talen Tracen  der  horizontal  -  projicierenden  Berlihrungsebenen  des 
Cylinders,  so  erhalten  wir  in  den  Geraden  N^,  und  JV^j,, ,  welche 
durch  die  betreffenden  Berührungspunkte  x\  und  y\  senkrecht  zu  Z' 
gezogen  werden,  die  beiden  in  der  horizontalen  Projectionsebene 
(Ebene  der  Leitlinie  K)  liegenden  Erzeugenden  der  Normalenfläehe. 
Jede  derselben  trifft  den  Leitkegelschnitt  K'  noch  in  einem  zweiten 
Punkte  x's  resp.  )/'„  und  wird  gleichKeitig  auch  von  der  entsprechen- 
den Normalen  in  eben  diesem  Punkte  begegnet. 
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Zwei  Punkte  des  Doppelkegelscbnittes  D  sind  also  x',, 
lind  y\\  die  Verbiodungsgerade  e^  derselbea  ist  somit  die  bori.zon- 
tale  Trace  der  Ebeae  des  Doppeikegelsebiiittes. 

Dasa  e/i  durch  den  Punkt  0  gehen  müsse,  ist  selbstverständlich, 
da  0,  als  Mittelpunkt  des  Doppelkegelschnittes  J)  und  des  Leitkegel- 
schnittes K,  den  Ebenen  dieser  beiden  Kegelschnitte,  also  auch  der 
Seiinittlinie  ei,  derselben  angehören  muss. 

Nachdem  der  Doppelkegelsehnitt  ß  einen  Mittelpunkt  0  im 
Endlichen  besitzt,  so  ist  weiters  ßoch  die  Frage  z«  beantworten, 
ob  der  besagte  Kegelschnitt   eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  sei. 

Im  vorliegenden  Falle  wird,  da  sich  ohneweiters  nachweisen 
iässt,  dass  derselbe  eineu  (und  hiemit  auch  noch  einen  aweiten}  un- 
endlich fernen  Punkt  besitze,  der  Doppelkegelsehnitt  eine 
Hyperbel  sein  müsse. 

Denken  wir  uns  nämlich  jene  Sehne  des  Parallelstrahlenbüschels 
a'h',  welche  durch  0  geht,  also  einen  Durchmesser  des  Leitkegelsebnittes 
K'  darstellt,  gezogen,  so  ergeben  sich  in  den  Schnittpunkten  m'  und 
n'  derselben  mit  K'  zwei  Punkte,  deren  Normalen  {Nm-,  N'^)  und 
(N^,  J/'«)  untereinander  parallel  sind.  Der  unendlich  ferne  Schnitt- 
punkt dieser  Normalen  gehört  aber  dem  Doppelkegeischnitte  an ; 
letzterer  wird  daher,  insoferne  als  die  Leitcurve  K'  eine  Ellipse 
ist,  eine  Hyperbel  sein. 

Wäre  K'  eine  Hyperbel,  so  kann  möglicherweise  der  Pall  ein- 
treten, dass  der  zu  Z'  senkrechte  Durchmesser  derselben  die  besagte  Curve 
in  zwei  imaginären  Punkten  m'  und  n'  trifft.  Unter  dieser  Vor- 
aussetzung sind  sodann  auch  die  einander  parallelen  Normalen  des 
Cylinders  imaginär,  der  Doppelkegelsehnitt  besitzt  also  keine 
reellen  unendlich  fernen  Punkte,  wird  somit  eine  Ellipse  sein. 

Die  eine  Asymptote  des  Doppelkegelschnittes  D  ist 
mithin,  indem  wir  den  vorliegenden  Fall  im  Auge  behalten,  jene 
Gerade,  welche  durch  0  parallel  zu  den  Normalen  N'^  und  N'„  ge- 
zogen werden  kann. 

Die  zweite  Asymptote  ergibt  sich,  obwohl  sie  gleichfalls 
reell  ist,  nicht  in  gleicher  Weise,  indem  parallele  Normalen  von  der 
vorher  entwickelten  Eigenschaft,  die  Existenz  eines  zweiten  zu  Z' 
senkrecbteu  Durchmessers  des  Leitkegelschnittes  K'  voraussetzen  würden, 
was  offenbar  nicht  denkbar  ist.  Es  zeigt  sich  vielmehr,  dass  die 
Hyperbel  D  nicht  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  eine  Doppel- 
linie der  Normalenfläche  liefere,  dass  diese  rielmehr  bloß  längs  eines 
gewissen  beschränkten  Theiles  als  solche  anzusehen  sei,  während 
der  übrige  Theil  derselben  ganz  bedeutungslos  (ideel,  parasitisch)  ist. 
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Der  unendlich  ferne  Sclinittpuukt  der  paralleisn  Erzeu- 
genden Nm  und  N„  der  Normaleufläche  gehört  nicht  nur  dem  Dop- 
pelkegelschnitte, sondern  auch  der  Doppelgeraden  der  Kor- 
malenfläche an. 

Die  Ebenen,  welche  zwei  Erzeugende  der  Normalenfläche  ent- 
halten, sind  Bitangentialebenen  der  letzteren,  d.h.  sie  berühren 
die  Fläche  in  zwei  verschiedenen  Punkten,  wovon  je  einer  auf  einer 
der  beiden  Eraerigenden  liegt. 

Es  gibt  Kwei  Scharen  solcher  Bitangentialebenen.  Die  eine 
Schar  bildet  ein  Paralielehenenbuschel,  welches  die  unendlich 
ferne  Leit-  oder  Doppelgerade  zur  Achse  hat.  Jede  Bitangential- 
ebene  dieser  Schar  hat  mit  der  Normalenfläche  die  Doppelgerade 
und  zwei  Erzeugenden  gemein.  Die  bezeichneten  drei  Geraden 
bestimmen  in  ihrer  Gesammtheit  einen  Ort  vierter  Ordnung, 
also  den  vollständigen  Durchschnitt  der  Bitangentiale bene  mit 
der  Normalenfläche. 

Die  Berührungspunkte  mit  der  Normalenfläche  sind 
offenbar  jene  Punkte,  in  welchen  die  beiden  in  der  Bitangential- 
ebene  liegenden  Erzeugeaden  die  Doppelgerade  schnei- 
den. Nachdem  aber  die  Doppelgerade  der  Normalenfiäohe  in  unend- 
licher Entfernnng  liegt,  so  ergibt  sich  als  natürliche  Folgerung,  dass 
jede  Bitangentialebene  der  in  Rede  stehenden  Schar  die  Fläche  in  den 
unendlich  fernen  Pnnkten  der  in  ihr  liegenden  Erzeugenden  berührt, 
also  für  diese  beiden  Erzeugenden  die  „asymptotische  Ebene" 
der  windschiefen  Normalenfläche  repräsentiere. 

Da  ferner  die  Bitangentialebenen  der  genannten  Schar  ein  Paraliel- 
ehenenbuschel hilden,  so  gelangen  wir,  auf  Grund  der  eben  voraus- 
geschickten Betrachtungen,  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  asymptotische 
Developpable  der  Normalenfläche  mit  dem  bezeichneten 
Parallelebenenbüschei  identisch  sei. 

§■  184. 

Auf  diese  Eigenschaft  gestützt,  wird  es  nunmehr  aueli  nicht  den 
geringsten  Schwierigkeiten  unterliegen ,  die  Strictiouslinie  der 
Normalenfläche  zu  bestimmen. 

Die  Centralebene  einer  Erzeugenden,  d.  i.  die  durch  die  Er- 
zengende gehende  Ebene,  welche  die  windschiefe  Fläche  im  Central- 
pankte  dieser  Erzeugenden  berührt,  steht  auf  der  entsprechenden  asymp- 
totischen Ebene  senkrecht. 

Da  im  vorliegenden  Falle  die  aaymptofcisehea  Ebenen  unter- 
einander  parallel   sind   und   zu    den  Cy  linder  erzeugenden 
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senkrecht  stehen,  werden  diesfalls  die  Central  eben  en  Jene  sein, 
welche  durch  die  einzelnen  Erzeugecden  der  Noi'malenfiäche  parallel 
üu  den  Cylindererüeugeaden  gelegt  werden. 

Die  besagten  CentraUben  en  umhüUeu  also  einen  Cy- 
linder,  dessen  Erzeugenden  dieselbe  Kichtung,  wie  jene  des  gegebenen 
Leitcylinders  (K,  Z)  besitzen. 

Die  Berührungseurve  dieses  Cyliuders  mit  der  Normalen- 
fläcbe  ist  der  geometrische  Ort  der  Centralpunkte,  oder  mit 
anderen  Worten,  die  Strictionslinie  der  ÜSTormalenfläche. 

Was  die  Bitangentialebenen  der  Kweiteu  Schar  anbe- 
langt, so  wissen  wir,  dass  sie  Paare  von  parallelen  ErKeugenden  der 
Normalenfläche  enthalten.  So  wird  beispielsweise  die  Ebene,  welche 
durch  die  Normalen  {Na,  N'a)  und  (i^i,  N'l)  (Taf.  IX,  Fig.  46}  geht, 
eine  derartige  Bitangentialebene  vergegenwärtigen. 

Die  horizontale  Trace  der  Bitangentialebene  ist  immer  ein 
Durchmesser  des  Leitkegelschiiittes  K\  und  zwar  jener, 
weicher  die  Fußpunkte  der  parallelen  Normalen  auf  der  Leitlinie  K' 
miteinander  verbindet.  Es  erhellt  hieraus,  dass  alle  Bitangential- 
ebenen dieser  Schar  durch  den  Mittelpunkt  0  der  Leitlinie  K'  gehen, 
oder  dass  deren  horizontale  Tracen  das  Durehmesserbüsehel 
der  Leitlinie  K'  vorstellen. 

Die  Bitangentialebene ,  welche  durch  die  parallelen  Normalen 
{Na,  N\}  uud  {N^,  JV'iJ  geht,  ist  senkrecht  zu  den  Tangentialebenen 
des  Cyliuders  in  den  Punkten  (a,  a\)  und  (?*,  ö'i),  oder,  was  dasselbe 
ist,  senkrecht  zu  der  Ebene,  welche  durch  (Z,  Z')  uud  den  dem  Durch- 
messer a\b',  conjugierteu  Durchmesser  aß  geht.  Diese  Ebene  ist 
projeetivisch  durch  die  bezüglichen  Tracen  Z  und  aß  dargestellt. 

Auf  Grund  dieser  Erörterungen  ergibt  sich,  dass  jede  der  Bitau- 
gentialebenen  der  letztbetraehteten  Schar  durch  einen  Durchmesser 
des  Kegelschnittes  Ä'  geht  und  senkrecht  auf  jener  Ebene  des  Ebenen- 
bäschels  {Z,  Z")  steht,  welche  den  dem  genannten  Durchmesser  con- 
jugierteu Durchmesser  von  K'  enthält. 

Um  KU  ermitteln,  was  für  ein  geometrisches  Gebilde  die 
Bitangentialebenen  dieser  Schar  bestimmen,  denken  wir  uns  in 
der  horizontalen  Projectionsebene  einen  beliebigen  Punkt  (0,  0')  an- 
genommen und  ziehen  in  der  verticalen  Projectionsebene  eine  zur  Ge- 
raden Z  (Taf,  IX,  Fig.  46)  Parallele  £;,  welche  die  Grundlinie  gg  im 
Punkte  c  trifft. 

Führt  man  weiters  durch  c  eine  zum  Durchmesser  aß  des  Leit- 
kegelschnittes K'  parallele  Gerade  2",  so  ist  §,  reap.  Tt,  die  verticale 
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und  Tt  die  horizoatale  Traee  einer  Ebene,  welche  zu  den  Berühruags- 
ebenen  des  Cylinders  {Z,  K)  in  den  Punkten  (a,  a\)  and  (b,  h\)  pa- 
rallel läuft. 

Ziebt  man  endlich  durch  0'  eine  zu  dem  Durchmesser  a\h\ 
Parallele  Bh,  welche  die  Gruadlinie  in  d  schneidet,  und  endlich  durch 
{0,  0')  eine  Senkrechte  {0,  e')  zu  Ttit,  deren  verticaler  Durchstoß- 
pimkt  {di,d\)  sei,  so  stellen  B^  und  ddi,  resp,  J9„  die  bezügliche  Hori- 
zontal- und  Verticaltrace  einer  Ebene  dar,  die  zu  der  Bitangential- 
ebene,  welche  die  Erzeugenden  JV^^  und  JVj,  enthält,  parallel  ist. 

Eühren  wir  nun  durch  (0,  0')  die  Parallelebenen  zu  allen  mög- 
lichen BitangentialebeEen  der  fraglichen  Schar,  so  wird  das  Erzeug- 
nis dieser  Parallelebenen  offenbar  congruent  und  parallel  liegend 
zu  dem  Erzeugnis  der  Bitangential  ebenen  selbst  sein, 

Die  Construction  zeigt,  dass  Tl,  also  auch  ff  für  alle  mögliehen 
Lägen  der  Bitangentialebenen,  die  ursprüngliche  Lage  nicht  ändern. 
Ferner  ist  zu  ersehen,  dass  der  Strahl  B,,  ein  dem  Durchmesser- 
büsobel  von  K'  paralleles  Böschel  und  daher  der  Punkt  d  eine  Reihe 
beschreibe,  welche  zu  dem  Durchmesserbüschel  von  K'  projecti- 
viscb  ist. 

Ebenso  beschreibt  der  Strahl  2"^,  da  entsprechende  Strahlen  von 
Bh  und  Tt  zu  conjugierten  Durchmessern  yon  K'  parallel  sind,  ein 
Büschel,  welches  zu  dem  Büschel  Bh  projectivisch  sein  wird. 

Hieraus  folgt,  dass  das  Strahlen büschel  ff',  also  auch  die  Reihe 
d\,...  auf  der  Grundlinie  gg,  sowie  jene  ä^...  auf  der  Geiaden  ff 
zum  Büschel  Tt  und  demnach  auch  zum  Büschel  ßh,  resp.  i;ur  Reihe 
d..,  projectiTisch  sind. 

Hiernach  sind  ä  und  *?,  entsprechende  Punkte  zweier  pro- 
jectivisehen  Keihen  auf  den  Trägern  (jg  und  a,  während  deren  Verbin- 
dungslinie Bc  einen  Kegelschnitt  urahallt,  welcher  gleichzeitig 
gij  und  e  berührt. 

Als  unmittelbare  Folge  des  Gesagten  ergibt  sieb,  dass  die  Ebenen 
B^Bh  einen  Kegel  zweiten  Grades,  dessen  Scheitel  (0,  0')  ist,  um- 
bällen,  welcher  einerseits  die  horizontale  Projectionsebene  und  anderer- 
seits die  zur  Geraden  Z  senkrechte  Ebene  tangiert,  dass  also  auch  die 
Bitangentialebenen,  welche  durch  Paare  paralleler  Erzeugenden  der 
Kormalenfläche  gehen,  einen  Kegel  umhüllen  werden,  dessen  Scheitel 
mit  dem  Mittelpunkte  des  Leitkegelschnittes  K  zusammenfällt  und 
welcher  die  Ebene  des  Leitkegelsehnittes  K,  sowie  auch  jene  Ebene, 
welche  durch  den  Mittelpunkt  0  senkrecht  zu  den  Cylindererzei 
gelegt  werden,  kann,  berührt. 
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Jede  dieser  Bitangentialeheneu  hat  mit  der  Normalen  fläche 
zwei  parallele  Erzeugende  gemein  und  sclineidet  daher  die  Fläche 
außerdem  noch  in  einem  Kegelschnitte,  welcher  jede  der  genaniiten 
üwei  Erzeugenden  in  zwei  Piiniiten  trifft. 

Einer  dieser  Schnittpunkte  auf  jeder  Erzeugenden  ist  ein  Be- 
rührungspunkt der  Bitaiigentialcbene  mit  der  Normalen  ßäche, 
während  der  zweite  dem  Doppelkegelschnitte  angehört. 

Wenn  daher  als  Leitlinie  für  die  Normalenfläche  einer 
Fläche  zweiten  Grades  ein  Diametralschnitt  S"  derselben 
angenommen  wird  und  wir,  um  uns  kurz  fassen  an  können,  den  Mittel- 
punkt der  Fläche  zweiten  Grades,  also  auch  jenen  von  K,  mit  0,  und 
den  dem  Diametralschaitte  conjugierten  Durchmesser,  dessen  Richtung 
auch  jene  der  Erzeugenden  des  der  Fläche  längs  K  umschriebenen 
Cylinders  ist,  mit  Z  bezeichnen,  so  gelangen  wir,  als  Eesultat  der 
hier  durchgeführten  Untersuchungen,  zu  den  Schlussätzen: 

141..  „Die  orthogonale  Projection  der  Normalenfläche  auf  die 
Ebene  d&r  Leitlinie  K  ergibt  sich  als  die  Evolute  der  letzteren. 

Die  Projection  auf  jene  Ebene,  welche  durch  Z  senhrecht  mt  K 
gelegt  wird,  reduciert  sich  auf  ein  Straklenbüschel ,  dessen  Elemente 
eu  Z  senkret^t  stehen." 

142.  „Die  DoppelUnie  der  Normalenfläcke  verfällt  in  eine  Ge- 
rade und  einen  Kegelschnitt 

Die  Dqppelgerade  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  der  su  Z  senk- 
rechten Ebenen. 

Der  Dofpelkegelschnitt  hat  den  nämlichen  MittelpunU  0  wie 
der  Leitkegelschnitt  K.  Der  erstere  trifft  den  letzteren  in  swei 
Punkten. 

Die  Doppelgerade  und  der  Doppelkegelschnitt  haben  einen  Punkt 
gemeinschaftlich. " 

143.  „Die  Bitangentialehenen  der  Normal&nfiäehe  bilden  med 
Scharen.  Das  Erzeugnis  der  einen  Schar  ist  ein  Parallelebenen- 
lüschel,  dessen  Achse  die  Doppelgerade  der  Normalen  fläche  ist.  Die 
Bitangentialehenen  dieses  Büschels  haben  mit  der  Normalenfiäehe  je 
swei  Ermugende  und  die  Doppelgerade  gemein. 

Das  Büschel  der  Bitangentialehenen  stellt  gleichzeitig  die  asymp- 
totische Developpable  der  Normalenfiäehe  dar. 

Die  zweite  Schar  von  Bitangentialehenen  unihüilt  einen  KegeL. 
dessen  Scheitel  der  Mittdpunkt  0  der  Leitlinie  ist.  Der  bezeichnete 
Kegel  herührt  einerseits  die  Ebene  der  Leitlinie  K  und  andererseits, 
die  durch  0  senkrecht  zu  Z  gelegte  Ebene. 

PeBcllia,  DarBteUmae  n.  piojectivs  Geometrie.  IT.  ijt 
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J)ie  Biimigenüalehenen  dieser  Schar  haben  mit  der  Normalen- 
flache  je  zwei  parallele  Erzeugende  und  je  einen  Kegelschnitt  gemein.'^ 

144.  ^Die  StrictionsUnie  der  Normalenfläche  ist  die  Berährungs- 
curve  mit  jenem  ihr  umschriebenen  Cylinäer,  dessen  Erzeugenden  eu 
Z  parallel  sind." 

§.  185. 

NormalenfliLchen  eines  Um drehnngscy linders  längs  eines  schiefen 
SchDitles. 

Nehmen  wir  wieder  die  Ebene  der  kreisförmigen  Basis  (C,  C') 
(Taf.  IX,  Fig.  47)  des  Eotationseylinders  als  horizontale  Projections- 
obene  aa,  und  wählen  wir  als  vertieale  Projeetionsehene  jene  Ebene, 
welche  auf  der  Ebene  der  Leitcurve  (K,  K)  (der  NormaleoÜäche) 
senkrecht  steht.  Letütero  werde  durch  die  vertical-projleierende  Ebene 
e„eh  dargestellt. 

"Wir  wissen,  dass  alle  Normalen  eines  Umdrehungscyliuders  die 
Eotationsachse  {Z,  Z')  derselben  schneiden  und  gleichzeitig  zu  dieser 
senkrecht  stehen,  mithin,  zufolge  der  getroffenen  Anordnung  der  Pro- 
jectionsebene,  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  sind. 

Die  zu  untersuchende  Normalenfläehe  ist  somit,  wie  leicht  er- 
sichtlich, eine  besondere  Form  eines  geraden  Kegelschnitt s- 
Coiioides,  dessen  Eichtebeue  die  Horizontalebene,  dessen 
Leitgerade  die  Cylinderachse  {Z,  Z'\  und  dessen  Leit- 
kegelschnitt {K,K')  ist. 

Bestimmen  wir  die  Erzeugende  der  Normalenfläche  in  einem 
beliebigen  Punkte  {a,  a')  der  Leitlinie  {K.  K').  Da  die  Normale  zur 
Horizontalebene  parallel  ist  und  die  Cylinderachse  (Z,  Z')  schneidet, 
so  wird  ihre  horizontale  Projection  N'a  durch  die  Verbindungsgerade 
der  Punkte  a'  und  Z'  dargestellt,  die  rerticale  Projection  jV"a  dagegen 
durch  die  dem  Punkte  a  entsprechende  Parallele  zur  Grundlinie  g(/ 
repräsentiert  erscheinen. 

Nachdem  aber  mit  dem  Punkte  a  selhstverständlich  die  verti- 
cale  Projection  a,  eines  zweiten  Punktes  (a,,  a\)  der  Leitlinie  (K,K') 
zusammenfällt,  wird  Na  gleichzeitig  auch  die  verticale  Projection  JV«, 
einer  /.weiten  Erzeugenden  (JVo,,  N'a,)  der  Normalenüäche   darstellen. 

Die  beiden  Eraeagenden  (N^,  N'a)  und  {N^^,  N'^,)  der  Istzt- 
genannteo  Fläche  schneiden  sich  offenbar  in  einem  Punkte  (k,  «')  der 
Cylinderachse.  Das  Gleiche  gilt  für  alle  Paare  von  Eraeugenden, 
welche,  so  wie  die  beiden  letztangeführten,  in  einer  zur  horizontalen 
Projectionsebene  parallelen  Ebene  liegen. 
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Hieraus  folgt,  daas  die  Cylinderachse  eine  Doppelgerade 
der  Norniaienfläche  ist. 

Denken  wir  uns  fercer  einei]  beliebigen  Durehmesser  a'h'  des 
Kreises  K'  gezogen,  so  fallen  mit  diesem  Durchmesser  die  Horizoatal- 
projeetiouen  N'a  und  N'^  der  den  Punkten  (a,  a')  und  (h,  i')  der 
Leitlinie  {K,  K')  entsprechenden  Cyliüderöormalen  zusammen ; 
es  werden  hiernach  diese  letzteren  ia  der  durch  a'6'  gehenden  hori- 
zontal -  projicierenden   Ebene   liegen   «ud    sich  als   solche  sehneiden 


Berücksichtigen  wir  ferner,  dass  die  verticaleü  Projeetionen  ^a 
und  jVj  der  Normalen  parallel  zur  Grundlinie,  also  auch  untereinander 
parallel  sind,  während  die  horizontalen  Projeetionen  'N'a  nnd  JV'j  zu- 
sammenfallen, so  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  Normalen 
(IVo,  A"b)  und  {Ntt,  N'i)  selbst  zueinander  parallel  seien  und 
sonach  ihr  Schnittpunkt  in  der  uuendlich  fernen  Geraden  der 
horizontalen  Projectionsebene  (Bichtebene)  oder  kurz  in 
der  unendlich  fernen  Leit geraden  der  Normalenfläche 
liege. 

Da  das  Gesagte  für  alle  Paare  tou  Erzeugenden  gilt,  deren  Fuß- 
punkte in  der  horizontalen  Projeetion  Endpunkte  eines  Durch- 
messers sind,  so  ersieht  man,  dass  die  :unendlieh  ferne  Leit- 
gerade der  Normalenfiäche  gleichfalls  eine  Doppel- 
gerade der  Normalenfläche  repräsentiere. 

Wie  wir  bereits  wissen,  ist  die  Doppeilinie  der  Normalenfiäche 
ein  Ort  dritter  Ordnung.  Nachdem  wir  nunmehr  zwei  Bestand- 
theile  derselben,  d.  s.  die  beiden  eben  gefundenen  Doppelgeraden 
kennen,  kann  der  Best  der  Doppeilinie  nur  wieder  eine  Ge- 
rade  sein. 

Selbstverständlich  ist,  dass  diese  Doppelgerade  keine  Leit- 
gerade der  Normalenfiäche  sein  könne,  da,  wenn  wir  dies  an- 
nehmen wollten,  die  letztere  uothweadigerweise  eine  windschiefe  Fläche 
zweiten  Grades  sein  müsste. 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ist  au  ersehen,  dass  die 
dritte  Doppelgerade  der  Fläche  nur  durch  eine  Doppel- 
erzeugende, d.  i.  durch  eine  Gerade,  in  welcher  zwei  nicht  un- 
mittelbar aufeinander  folgende  Erzeugenden  der  Normalenfiäche 
vereinigt  sind,  vertreten  werden  können. 

Diese  Doppele  mengende  lässt  sich  leicht  ermitteln.  Die- 
selbe ist  repräsentiert  durch  jenen  Durchmesser  (Achse)  SJN^^,  N\^) 
des  Leitkegelsehnittes  {K,  K'),  weicher  auf  der  Torticaleu  Projections- 
ebene senkrecht   steht.     Besagte  Achse  trifft  den  Leitkegelsehnitt  ia 
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den  beiden  Punkten  {C,G'),  {D,D'),  deren  Verticalprojectionen  C  und 
i>  zusammenfallen. 

Die  Horizontal  protection  en  der  diesen  Punkten  entsprechenden 
Cylindernormalen  sind  in  der  zw  Grundlinie  gg  senkrechten 
Geraden  N\q  vereinigt,  während  sich  deren  verticale  Projectioneii  auf 
den  Punkt  JV,3  reduoieren.  Es  ist  sonach  einleuchtend ,  dass  die 
kleine  Achse  (jV,„  iV',,)  oder  (GD,  CD')  der  Leitellipse  die 
DoppeJeraeugende  der  Normalenfläche  darstelle. 

Die  somit  abgeleitete  Normalenfläehe  besitzt  drei  Scharen 
von  Bitangentialebenen  und  zwar: 

a)  Die  Ebenen  des  Büschels  {Z,  Z').  Jede  durch  die  Cj- 
linderacbse  {Z,  Z')  gehende  Ebene,  wie  beispielsweise  P,Ph,  enthält 
außer  der  Doppelgeradea  (Z,  Z')  noch  zwei  parallele  Erzeugende  N„ 
und  Ni,  der  Normalenfläche  und  berührt  dteae  letztere  in  den  beiden 
Punkten  a  und  ß,  in  welchen  die  Eraeugenden  die  Doppeigerade  (Z,  Z') 
treffen.  Außer  der  Doppelgeraden  Z  und  den  beiden  parallelen  Er- 
zeugenden hat  eine  Ebene  des  Büschels  {Z,  Z')  keine  anderweitige 
Linie  mit  der  Normalenfläche  gemein. 

h)  Die  Ebenen  des  horizontalen  Ebenenbüschels,  d.  h. 
alle  zur  horizontalen  Projectiousebene  (Riohtebene  der  Normalenfläche) 
parallelen  Ebenen. 

Jede  derartige  Ebene,  wie  beispielsweise  ;,,  enthält  außer  der 
unendlich  fernen  Doppelgeraden  der  Normalenfläche  noch  zwei  Erzeu- 
gende {JV"„  und  JVbj),  welche  sich  in  einem  Punkte  (k)  der  Doppel- 
geraden {Z,  Z-)  schneiden.  Die  Ebene  £„  berührt  die  Normalenfläche 
in  den  unendüeh  fernen  Punkten  der  beiden  Eraeugenden  Na  und  INt, 
und  repräsentiert  sonach  gleichzeitig  die  asymptotische  Ebene 
für  diese  beiden  Erzeugenden. 

Jene  Ebenen  ri'v  und  ?j%  des  horizontalen  Ebenenbüschels,  welche 
gieiebaeitig  den  Leitkegeischnitt  (Z,  K')  und  zwar  in  den  Punkten 
{A,A'},  resp.  {B,  S')  berühren,  enthalten  zwei  unmittelbar  aufein- 
ander folgende,  sich  gegenseitig  schneidende  Erzeugende  der  Normalen- 
fläche. 

Die  angedeuteten  beiden  Paare  von  Erzeugenden  sind  {N^,  N'/j, 
resp.  {Nb,  ^'b)  «ßd  repräsentieren  zwei  Torsallinien  der  Nor- 
malenfläehe.  Die  beiden  anderen  Torsallinien  der  Normalenfläche 
liegen  in  jenen  Bitangentialebenen  des  Büschels  {Z,  Z'),  welche  gleich- 
zeitig den  Kegelschnitt  {K,  K')  berühren,  sind  mithin  imaginär. 

c)  Die  Ebenen  des  Büschels  (N,  N\^).  Nachdem  nämlich 
die  Doppelerzeugende  (N,  N',^)   zu  gleicher  Zeit    zwei    verschiedeuea 
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Mänteia  der  Normalen  flache  angehört,  so  wird  irgend  eine  durch  die- 
selbe gelegte  Ebene  B^Ei,  die  heiden  Mäntel  der  windschiefen  Fläche 
in  Punkten  der  Erzeugenden  (N.  N\.^)  herahren,  also  eine  Bitan- 
gentialebene  der  Normaleufläche  darstellen. 

Uutersucheu  wir  den  Schnitt  dar  Bitang;entialeh6ne  .E^-Ea 
mit  der  Normalenfläche,  so  finden  wir,  dass  derselbe  uebst  der 
doppelt  Kälilenden  Geraden  (JV",j,  N',^)  offenbar  noch  aus  einem 
Kegelschnitte  bestehe,  welcher  sich  als  der  geometrische  Ort 
der  Schnittpunkte  der  Ebene  EuEh  mit  den  Erzeugenden 
der  Normaleufläche  ergibt.  So  sehneidet  beispielsweise  die  Er- 
aeugende  {Nb,  N'i,)  die  Ebene  EcE/,  in  dem  Punkte  (p,p'),  welcher 
der  Schnittcnrve  angehört. 

Nachdem  sieh  p'O' :  O'i'  —  pd  :  ab,  und  nachdem  infolge  der 
gegenseitig  unveränderlichea  Lage  von  e„,  Z' und  i^,  das 
Verhältnis  pd  :pb  für  alle  Erzeugenden  das  nämliche  ist,  also 
constant  bleibt,  so  muss  das  Gleiche  auch  von  dem  Verhältnisse 
p'O' :  O'b'  gelten.  Da  aber  überdies  O'b',  als  Kadius  des  Kreises  E', 
constant  ist,  muss  auch  dem  p'O'  ein  unveränderlicher  Wert 
entsprechen ,  d.  h.  die  horizontalen  Projectionen  p'  aller 
Punkte  des  Schnittes  sind  von  0'  gleich  weit  entfernt  oder 
mit  anderen  Worten,  die  horizontale  Projection  der  Schnitt- 
curve  ist  ein  Kreis -ff',,  welcher  mit  dem  Grund  kr  eise  Z^'  des 
Leitcylinders  concentr isch  ist. 

Der  Kegelschnitt  (IC, ,  K',)  sehneidet  die  Doppelerzeiigende 
(N,  JV',^)  in  den  Punkten  (s,,  s',)  und  (Sj,  s'g),  welche,  da  sie  keiner 
der  zwei  vorgenannten  Doppel  geraden  angehören,  die  beiden  Berüh- 
rungspunkte der  Ebene  E^Eu  mit  der  Normalenfläche  dar- 
stellen. 

Denken  wir  uns  durch  (JV,  jV"',„)  eine  zweite  Ebene  E',E'i,  so 
gelegt,  dass  sie  zu  der  ersteren  Ebene  EoEi,  in  Bezug  auf  Z  sym- 
metrisch ist,  so  erhalten  wir  für  deren  Schnittpunkt  (n,  n'j  mit 
der  Erzeugenden  (A'j,,  A"»)  die  Eelation: 

ndibä  =  n'0':  O'I'. 

Da  aber  pö  =  nö  also  auch  p'O'  =  n' 0'  ist,  wird  die 
Ebene  E'^E'k  die  Normalenfläehe  nach  einem  Kegelschnitt  schneiden, 
dessen  horizontale  Projection  abermals  der  Kreis  .ff'i  ist.  Auch 
dieser  Kegelschnitt  trifft  in  gleicher  Weise,  wie  jener  in  der  Ebene 
JS„Ea  liegende  Kegelschnitt,  die  Doppelerzeugende  {N,  N',^)  in 
den  Punkten  (s„  s',)  und  (Sj,  s'g), 

Diesem  Ergebnisse  ist  zu  entnehmen,  dass  je  zwei  Ebenen 
des    Büschels    (N,N'^q),   welche  symmetrisch  gegen  die  Doppel- 
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gerade  (Z,Z')  liegen,  die  Normalen  fläche  in  zwei  coDgruenten 
Ellipsen  mit  gemeinschaftlicher  kleiner  Achse  (SiSj,  s',s's) 
■schneiden  und  dass  beide  Ebenen  die  windschiefe  Normalen- 
fläche in  den  Endpunkten  dieser  kleinen  Achse  berühren. 
Die  beiden  Ellipsen  haben  als  Horizontalprojectioii  einen  und 
denselben  Kreis. 

Diejenige  Bitangeatialebene  des  Büschels  {N,^,  N\„) , 
welche  gleichzeitig  auch  die  Doppelgerade  (Z,Z')  enthält,  berührt 
die  Normalenfläche  in  zwei  Punkten,  welche  sich  im  Schnittpunkte 
(M,  M")  von  (jV,j,  N\^)  und  {Z,  Z')  zu  einem  Punkte  yereinigen; 
woraus  weiter  folgt,  dass  sich  die  beiden  Mäntel  der  Normalen- 
fläche  in   diesem  Punkte  berühren. 

Bezeichneter  Schnittpunkt  ist  somit  ein  eigentlicher 
Doppelpunkt  der  Doppellinie. 

Dass  die  Strictionslinie  der  Normaleufläche  die  Leit- 
gerade {Z,  Z")  sei,  hedarf  diesfalls  keines  besonderen  Beweises  und 
/wai  umsoweniger,  als  diese  Eigenschaft  überhaupt  allen  Conoiden 
zukommt. 

Unter  der  Voraussetzung  also,  dass  man  alsLeitflächefür  die  Nor- 
malenfliche  einen  Kotatiouscylinder,  und  als  Leitlinie  einen  schiefen, 
ebenen  fechniti;  desselben  annimmt,  ergibt  sich  auf  Grund  der  hier 
ingestellten  Untersuchungen  der  Satz; 

145.  „Die  Normalenfiäche  ist  ein  gerades  Kegelschnittsconoid, 
dessen  Bicktebene  die  su  den  Cylindererseugenden  senkrechte  Ebene 
und  desben  Leitgerade  die  durch  den.  Mittelpunkt  des  LeitkegelsehnUtes 
gehende  Cylinderachse  ist. 

Bezeichnete  Leitgerade,  sowie  die  unendlich  ferne  Leitlinie  («w- 
pndlich  ferne  Gerade  der  Richtebene)  sind  Doppelgeraden  der  Nor- 
tnalenflache.  Ferner  hesitst  die  Normalenfläche  eine  Doppelergeugende, 
welche  durch  die  Meine  Achse  des  LeUTtegelschnittes  repräsenti&rt  wird. 

Alle  zur  Bichtebene  parallelen  Ebenen  sind  Bitangeniiakbenen 
der  Not  mahnfläcJie ,  da  jede  von  ihnen  swei  Erzeugende  enthält, 
H  eiche  sich  in  einem  Punkte  der  Doppelgeraden  Z  treffen.  Jede 
äiehcr  Ebenen  beruht  die  Normalenfläche  in  den  unendlich  fernen 
Funkten  der  genannten,  Erzeugenden  tmd  ist  somit  gleichseitig  eine 
asymptotische  Ebene  der  Normalenfläche. 

Die  F^nen  jenes  Büschels,  welches  die  Doppelgerade  zur  Achse 
hat,  sind  gleichfalls  Bitangentialebenen  der  Normalen  fläche,  da  jede 
detselben  swei  {untereinander  parallele)  Erzeugende  der  leideren 
enthalt 
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EndlicJi  sind  auch  jene  Ebenen,  welche  durch  die  Doppeler^eu- 
gende  gehen,  Bitanyentialebenen ,  indem  jede  derselben  die  beiden 
Mäntel  der  Fläche  berührt. 

Je  ^loei  Ebenen  des  letzteren  Sünchels,  welche  gegen  die  Doppel- 
gerade symmetrisch  liegen,  schneiden  die  Normalenfläche  nach  swei 
congruenten  JElUpsen  mit  gemeinschaftlicher  Meiner  Achse,  deren  Frojec- 
tionen  auf  die  Bichtebene  durch  einen  und  denselben  Kreis  dargestellt 
erscheinen.  Bezeichnete  Ebenen  berühren  die  Normalenfläche  in  den 
Endpmikten  der  gemeinschaftlichen  Meinen  Achse  dieser  Ellipsen. 

Die   Strictionslinie  der  Normalenßäehe   ist  die  (Gylinderachse) 


§.  18ß. 

Besondere  Eigenschaften  ilec  Normalen  flächen  vo»  t'lilcheii  zweiten 

Gi'ades  längs  ebener  Schnitte'). 

Die  Ebene  des  Schnittes  wählen  wir,  wie  in  unseren  voraus- 
geschickten Betrachtungen,  wieder  als  horiaontale  ProjectioiisebenR 
und  führen  die  zugehörige  vertieale  Projeetionsebone  durch  eine  der 
beiden  HauptaehseD  des  Leitkegelschnittes  K  (Taf.  X,  Fig.  48),  etwa 
durch  die  Achse  AB  desselben.  Ferner  seien  5^ 'und  S'  die  Seheitel- 
projectioiien  des  der  Leitfläche  zweiten  Grades  längs  des  Kegelschnittes 
K  umschriebenen  Kegels. 

Die  fragliche  Normalenfläche  ist  sodann,  wie  bereits  nach- 
gewiesen wurde,  identisch  mit  der  Normalenfläche  des  Kegels  (S,Ä'J 
längs  der  Curve  K.  Ebenso  wurde  im  yorhergegangenen  gezeigt,  dass 
diese  Noiitialenfläche  eice  Doppelcurve  dritter  Ordnung  besitze, 
und  dass  daher  auch  die  doppelt  herührende  Dereloppable, 
d.  i.  jene,  welche  von  den  Ebenen  je  zweier  sich  bcbneidendei  EiKeu- 
genden  umhüllt  wird,  von  der  dritte  q  Glasse  sei. 

Ferner  fanden  wir,  dass  die  vorliegende  Noim^lenÜLH  he  das  Er- 
zeugnis zweier  piojectivischen  Punktleihen  sei,  von  weichen 
die  eine  auf  dem  Leitkegelschnitte  K,  die  andere  dagegen  aut  jenem 
unendlich  fernen  Kegelschnitte  K^  liegt,  weichet  ^ch  als  polar- 
reciproke  Figur  des  unendlich  fernen  Kegelschnittes  des  Kegels 
(S,  K)  in  Bezug  auf  den  imaginären  Kngelkieis  eigibt 

Die  unendlich  ferne  Ebene  schneidet  mithin  die  Noimalenfläche 
außer  in  dem  Kegelschnitte  Ku  noch  in  zwei  Erzeugenden,  und  zwar 
in  jenen,    welche    die    unendlich    fernen    {leellen    oder  imaginttren) 


')  Pesokka,  Sitzungsber.  d.  kaiä.  Akad.  d.  Wiss,,  Wien,  MMi.  n..tanY.  Cl. 
IS82,  LXXXV.  Bd.,  II,  Abtli. 
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Punkte  vott  K  mit  den  ihnen  entsprechenden  Punkten  von  K„  ver- 
binden. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  sieh  unter  den  Ebenen, 
welche  die  doppelt  berührende  Developpable  der  Norm alen- 
fläehe  umhüllen,  auch  die  unendlich  feine  Ebene  befindet. 

Nachdem  die  Cuspidalcurve  eiaer  Developpablen  dritter 
Classe  immer  eine  Eaumcurve  dritter  Ordnung  ist  und  dieselbe  ira 
vorliegenden  Falle  von  der  unendlich  fernen  Ebene  oaeuliert 
wird,  so  ist  dieselbe  eine  cubische  Parabel.     Daher  der  Satz: 

HS-  „Die  Ouspidalcunc  der  doppelt  ierii^enden  Developpablen 
der  vorliegenden  Normalenfläche  ist  eine  cubische  SaraheV- 

§-   187, 

Eine  eingehendere  Betrachtung  der  doppelt  berührenden  Deve- 
loppalen  führt  ku  weiteren  Eigenschaften  der  Normalenfläche. 

Eine  Developpable  dritter  Classe  wird,  wie  wir  wissen,  von  jeder 
ihrer  Berührebenen,  außer  in  der  Berührungserzeugenden,  noch  in 
einem  Kegelschnitte  getroffen,  oder  mit  anderen  Worten:  die  Schnitt- 
linien einer  von  den  Berührungsebenen  mit  allen  anderen  umhüllen 
einen  Kegelschnitt. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  auch  die  unendlich  ferne  Ebene  eine 
ßerührebene  der  Developpablen;  dieselbe  schneidet  jede  andere  Berühr- 
ebene in  einer  unendlich  fernen  Geraden,  d.  h.  der  Schnitt  jeder 
Berührebene  mit  der  Developpablen  ist  unter  den  obwaltenden  Ver- 
hältnissen immer  eine  Parabel,  und  folglich  gilt,  mit  Beziehung  auf 
die  doppelt  berührende  Developpable  der  Normalenfläche 
der  Satz: 

M7.  „Jede  doppelt  berührende  Ebene  der  Normalenfläche  tvird 
von  allen  anderen  doppelt  berührenden  Ebenen  in  Geraden  geschnitten, 
Vielehe  eine  Parabel  umhüllen."^ 

%.  [88. 
Durch  vorausgeschickte  Betrachtungen  wurde  bereits  klar  gelegt, 
dass  die  Ebene  des  Leitkegelschnittes  gleichfalls  eine 
doppelt  berührende  Ebene  der  Normalenfläche  sei,  indena 
dieselbe  jene  beiden  Normalen  des  Eegels  {S,  K)  enthält,  deren  Fuß- 
punkte die  Berührungspunkte  der  von  8'  aus  an  K'  geführten  Tan- 
genten sind.  Ferner  wurde  gezeigt,  dass  die  horizontalen  Tracen 
aller  doppelt  berührenden  Ebenen  eine  Parabel  umhüllen, 
welche  auch  von  der  Polare  des  Punktes  S'  in  Bezug  auf  K\  von  den 
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Normalen  des  Kegelsehüittes  K'  in  den  Schnittpunkten  mit  dieser 
Polare  und  von  den  Achsen  des  Leitkegelschnittes  berührt  wird,  wie 
dies  nun  auch  ans  dem  eben  bewiesenen  Satze  hervorgeht. 

An  dieser  Stelle  wollen  wir  noch  einige  andere  besondere 
Lagen  doppelt  berdhreßder  Ebenen  und  die  in  denselben 
liegenden  Parabeln  einer  eingehenderen  Betrachtung  unterziehen. 

Zunächst  ist  einleuchtend,  dass  die  verticale  Projections- 
ebene,  welche  wir  durch  die  eine  Achse  AB  (Taf.  X,  Fig.  48)  des 
Leitkegolschuittes  gehend  angenommen  haben,  eine  doppelt  berüh- 
rende Ebene  der  Normalenfläche  sei;  denn  dieselbe  enthält 
die  Normalen  JI/„  «ud  N„  des  Leitkegels  (S,  K)  in  den  Endpunkten 
j1  uiid  B  der  einen  Kegelscbnittsachse. 

Es  werden  daher  die  Verticaltracen  der  sämmtlichen  doppelt 
berührenden  Ebenen  der  Normaleaßäche  ebenfalls  eine  Parabel  um- 
hüllen. 

Von  den  Tangenten  dieser  Parabel  sind  folgende  hervorzu- 
heben: 

a)  Die  Achse  A  B  selbst,  als  Schnitt  der  verticalen  Projektions- 
ebene mit  der  den  Leitkegelschnitt  K  entbalteoden  doppelt  berührenden 
Ebene. 

h)  Die  durch  den  Mittelpunkt  0  des  Leitkegeischmfctes  senkrecht 
zur  horizontalen  Projectionsebene  gezogene  Gerade  0  Z. 

Letztere  ist  bekanntlich  die  Verticaltraee  der  durch  die  zweite 
Kegelscbnittsachse  {CD,C'I)'}  gehenden  Ebene,  welche,  indem  sie  die 
durch  die  Achsenendpunkte  (G,  C)  und  {D,  Z>')  gehenden  Erzeugenden 
enthält,  gleichfalls  eine  doppelt  berührende  Ebene  der  Nor- 
malen fläche  darstellt. 

c)  Die  Eraeugenden  M„  und  'N^  der  Norraalenfläcbe.  Da  nämlich 
jede  Erzeugende  der  Normalenfläche  von  zwei  anderen  Erzeugenden 
geschnitten  wird,  also  durch  jede  Erzeugende  der  Normalenfläebe  zwei 
doppelt  berührende  Ebenen  gehen,  so  stellt  sowohl  M^  als  auch  !}„ 
die  Verticaltraee  einer  doppelt  berührenden  Ebene,  also  eine  Tangente 
der  Parabel  vor. 

Durch  die  vier  Tangenten  AB,  OZ,  M,  und  N^  ist  die  Parabel 
vollkommen  bestimmt. 

Setzen  wir  nun  voraus,  es  sei  E^Eh  (Taf.  X,  Eig.  48)  eine  be- 
liebige doppelt  berührende  Ebene-  Die  Verticaltraee  .E„  derselben  ist 
eine  Tangente  der  eben  gefundenen  Parabel. 

Wie  bekannt,  wird  eine  ver&nderliehe  Tangente  einer  Parabel 
von  drei  festen  Tangenten  derselben  in  drei  Punkten  geschnitten. 
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deren  Distanzea  iß  einem  conatanten  Verhältnisse  stehen.  Bezeichnen 
wir  die  Schnittpunkte  yon  E„  mit  M,,  N„  und  OZ  beziehungsweise 
durch  m,  n  und  r,  so  ist  das  Verhältnis  —■  jenem  von  ^-^  gleich, 
oder,  weil  AO  =  BO  ist,  muss  auch  mr  ~  nr  sein,  welches  auch 
immer  die  Lage  von  £o  sei,  wenn  nur  E„  die  Verticaltrace  einer 
doppelt  berührenden  Ebene  darstellt. 

Nun  sind  aber  m  und  n  die  Schnittpunkte  der  doppelt  berüh- 
renden Bbeae  EvEi,  mit  den  Erzeugenden  M^  und  N„  der  Normalen- 
flache,  deren  horizontale  Projectionen  m'  und  n'  auf  AB  liegen  und 
von   0'  gleich  weit  entfernt  sind. 

Offenbar  ergeben  sich  genau  dieselben  Beziehungen  auch  für  die 
Schnittpunkte  (k,h')  und  (1,1')  der  in  der  Ebene  {OZ,C'D')  liegenden 
Erzeugenden  {K,  K')  und  {L,  L')  mit  der  Ebene  E^Ei,.  Selbstver- 
ständlich ist  auch  hier  O'h'  =  O'V;  wie  es  schon  aus  dem  Umstände 
hervorgeht,  dass  wir  gleich  ursprünglich  die  durch  D  gehende  ver- 
ticale  Ebene  als  verticale  Projectionsebene  wählen  und  hiefür  den 
nämlichen  Beweisgang  wie  im  vorhergehenden  einhalten  konnten. 

Aus  der  Gleichheit  von  O'm'  und  O'n'-  O'k'  und  O'l'  lässt  sieh 
mit  Leichtigkeit  ein  interessanter  Satz  ableiten. 

§.  189. 

Jede  doppelt  berührende  Ebene  der  Normalenfläche  enthält,  wie 
aus  Früherem  bekannt,  außer  den  beiden  sie  bestimmenden  Er- 
zeugenden noch  einen  Kegelschnitt,  d.  i.  den  Ort  der  Durch- 
stoßpunkte mit  allen  anderen  Erzeugenden  der  Fläche. 

Die  doppelt  berührende  Ebene  E^E/.  schneidet  die  Norroalen- 
fläehe  in  einend  Kegelschnitte,  von  welchem  bereits  vier  Punkte  und 
zwar  die  Schnittpunkte  (m,  m'),  {n,  n'),  (k,  k')  und  (l,  V)  (Taf.  X, 
Fig.  48}  dieser  Ebene  mit  den  vier  Eriieugenden  (M^,  M\),  iN^,N\}, 
{K,  K')  und  (A  L')  bekannt  sind. 

Die  horizontale  Projection  dieses  Kegelschnittes  geht  daher 
durch  die  vier  Puukte  m',  n',  h'  und  V. 

Es  ist  nunmehr  auch  leicht  einzusehen,  dass  der  Mittelpunkt  0' 
des  Leitkegelschnittes  infolge  der  Gleichheit  von  O'm'  und  O'n'; 
O'h'  und  O'l'  zugleich  der  Mittelpunkt  dieser  HoriKontalprojection 
sein  müsse,  oder  mit  anderen  Worten,  dass  der  Mittelpunkt  0' 
jenes  Kegelschnittes,  in  welchem  die  Normalen  fläche 
von  der  Ebene  E,Eji,  geschnitten  wird,  auf  der  durch  0 
gehenden  horizontal-projicierenden  Geraden  OZ  liegen  werde. 


y  Google 


235 

Da  von  der  Ebeae  Ec^h  nichts  anderes  vorausgesetat  wurde, 
als  dass  sie  durch  zwei  sich  schneidende  Erzeugenden  der  Normaleu- 
fiäche  gehe  uad  die  Fläche  demgemäß  in  einem  Kegelschnitte 
trifft,  so  folgt,  dass  das  Gleiche  für  alle  doppalt  heiührenden 
Ebenen   der  Normalenfläehe  gilt. 

Umgekehrt  sind  aber  alle  Ebenen ,  welche  durch  die  auf  der 
Normalenfläehe  liegenden  Kegelschnitte  gehen,  doppelt  berührende 
Ebenen  der  Eläche.    Mithin  besteht  der  Sata: 

148.  „Die  Mittelpunkte  aller  auf  der  Normalenfläche  liegenden 
Kegelschnitte  sind  auf  jener  Geraden  gelegen,  tcelche  durch  den 
Mittelpunkt  des  Leükegelschnittes  geht  und  sur  Ebene  desselhen  senk- 
recht steht." 

§.  190. 

Ebenso  einfach  lässt  sieh  auch  nachweisen,  dass  m'n\  k'V 
(Taf.  X,  Fig.  48)  die  Hauptachseu  der  horizontalen  Projee- 
tion  jenes  Kegelschnittes  darstellen. 

Zwei  beliebige  auf  der  Normalenfläche  liegende  Kegelschnitte 
sind  vermittelst  der  Erzeugenden  der  Normalenfläehe  projectivisch 
aufeinander  bezogen.  Im  vorliegenden  Falle  entsprechen  sich  die 
Punkte  (A,A')  und  (m,m'),  da  sie  auf  derselben  Erzeugenden  {M^,M'^ 
liegen,  und  gilt  ein  Gleiches  von  den  Punkten  (B,  B-)  und  in,n'); 
(C,  C)  und  (ft,  k')-   (7),  D')  und  (l,  l'). 

Die  unmittelbar  auf  Me  folgende  Erzeugende  der  Normalenfläehe 
trifft  die  beiden  Kegelschnitte  in  zwei  Punkten  (a,  «')  und  (ii,  (t'), 
welche  beziehungsweise  unendlich  nahe  den  Punkten  (Ä,Ä')  und  {m,m') 
liegen.    Überdies  entsprechen  sich  die  Punkte  («,  «')  und  {(i,  fi')  auf 


Die  Geraden  {aA,  a'A')  und  {m}i,m'ii')  sind  Tangenten  derselben 


Infolge  der  projectivischen  Beziehung  der  fünf  Punkte  Ä',  a',  B', 
C  und  D'  BU  den  fünf  Punkten  m',  {i',  n',  k'  und  l'  müssen  die  vier 
Strahlen  A'a',  A'B',  A'C  und  A' D'  dasselbe  Doppelverhältnis 
wie  die  vier  Strahlen  m'ft',  m'n',  m'k'  und  m'l'  besitzen,  und  da  das 
Doppelverhältnis  der  ersteren  ein  harmonisches  ist,  muss  auch 
jenes  der  letzteren  ein  harmonisches  sein,  d.  h.  die  Gerade  (Tangente) 
m'(i'  muss  senkrecht  zu  m'n'  stehen. 

Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar,  dass  die  Geraden  m'ti'  und  h'l' 
die  Achsen  der  horizontalen  Projection  des  in  der  doppelt 
berührenden  Ebene  E,E/,  liegenden  Kegelschnittes  der  Normalenfläehe 
sind.    Es  bestehen  hiernach  die  Sätze: 
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149.  „Die  orthogonalen  ProjecUonen  der  sämmÜichen  auf  der 
Normalenfiäche  liegenden  Kegdschnitte  auf  die  Ebene  der  Leitcurve, 
sind  concentrisehe  Kegelschnitte  mit  den  nämlichen  Achsen ;  die  gemein- 
schaftlichen ffoMptachsen  aller  dieser  Projectionen  sind  gleichseitig 
die  Hauptachsen  des  LeitJcegelschnittes." 

Oder: 

150.  „Die  Ebenen,  welche  durch  die  Hauptachsen  des  Leitkegel- 
schnittes senhrecM  eur  Ebene  desselben  geführt  werden,  schneiden  die 
Ebene  eines  j6den  auf  der  Normalenfläche  liegenden  Kegelschnittes 
in  swei  Geraden,  welche  conjugierte  Durchmesser  des  letzteren  vor' 
stellen.^ 

§.   191. 

Eine  sehr  wichtige  Eigenschaft  einer  Developpablen  dritter 
Classe  besteht  bekanntlich  dariu,  dass  die  Schnittgeraden  aweier 
Paare  ihrer  Berührnngsebcneii  YOn  allen  anderen  Berüh- 
rungsebenen  in  zwei  projeetinsehen  Puuktrelhen  geschnitten 
werden. 

Ist  anch  die  unendlich  ferne  Ebene  eine  Berührebene 
der  Developpablen,  so  entsprechen  sich  die  unendlich  fernen  Punkte 
in  den  beiden  Reihen,  d.  h.  sie  sind  insbesondere  ähnlich. 

Diese  Eigenschaft  lässt  sieb  sehr  leicbt  auf  die  Normalen- 
fläcbe  übertragen. 

Da  jede  Erzeugende  dar  Normalenfläche  von  zwei  anderen  Erzeu- 
genden geschnitten  wird,  so  kann  dieselbe  stets  als  Schnittgerade 
aweier  doppelt  berührenden  Ebenen  der  Normalenfläcbe  betrachtet 
werden. 

Da  andererseits  die  Eaveloppe  aller  doppelt  berührenden 
Ebenen  der  Normalenfläche  eine  Developpable  dritter  Classe 
ist,  so  folgt,  dass  zwei  beliebige,  also  überhaupt  alle  Erzeugenden 
der  Normalenfläche  ¥on  den  doppelt  berührenden  Ebenen  in 
ähnlichen  Punktreihen  geschnitten  werden  müssen. 

Erwägt  man  aber,  dass  der  Schnittpunkt  einer  Erzeugenden  der 
Normalenfläche  mit  einer  doppelt  berührenden  Ebene  ein  Punkt  jenes 
Kegelschnittes  ist,  in  welchem  die  besagte  Ebene  die  Normalenfläche 
schneidet,  so  lässt  sich  die  eben  gefundene  Eigenschaft  in  folgenden 
Satz  kleiden: 

151.  „Das  System  der  doppelt  berührenden  Ebenen  der  Normalen- 
fläche, oder  mit  anderen  Worten,  das  System  der  auf  der  Fläche 
liegenden  Kegelschnitte,  schneidet  die  Erseugenden  der  Normalenfläche 
in  ähnlichen  Funktreihen"  oder; 
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152.  „Die  Stücke  sämmtlicher  Ergeugenden  der  Normalenfläche 
zwischen  drei  auf  der  Fläche  liegenden  Kegelschnitten,  stehen  i7i  einem 
eonstanten  VerMUnlsse.'^ 

Der  dem  obigen  Satze  dual  gegenüberstehende  Satz  wird 
sieb  nun,  ohne  jede  Schwierigkeit,  wie  folgt,  feststellen  lassen. 

Der  doppelt  berührenden  Ebene  entspricht  dual  der  Schuittpankt 
zweier  Erzeugenden,  d.  i.  ein  Punkt  der  Doppelcurve  der  Nor- 
malenfläebe. 

An  die  Stelle  der  Punktreihe,  welche  sämmtliche  doppelt  berüh- 
renden Ebenen  auf  einer  Erzeugenden  der  Normaleufläehe  bestimmen, 
tritt  das  Ebenenbüsche!,  welches  zur  Achse  eine  Erzeugende  be- 
sitzt und  dessen  Ebenen  durch  die  Punkte  der  Doppelcurve  gehen. 
Man  erhält  daher  den  reciproken  Satz: 

153.  „Die  Punkte  der  Doppelcurve  der  Normalenß&che  werden 
aus  sämmilichen  Ergeugenden  der  Normalenfläche  durch  projectivische 
Ebenenhiischel  i^rojicierV^ 

Berücksichtigt  man,  dass  auf  jeder  Er aeug enden  der  Nor- 
maleufläche  zwei  Punkte  der  Doppelcurve  liegen,  d.  h.  dass  jede 
Erzeugende  der  Nor  malen  fläche  eine  zweipunktige  Se- 
cante  der  Doppelcurve  ist,  ao  findet  man,  dass  der  eben  auf- 
gestellte Satz  eine  allgemeine  Eigenschaft  jeder  Eaumeiirve 
dritter  Ordnung  ausspricht. 

§.  192. 

Der  vorhergehende  Satz  152)  führt  -jjx  einer  einfachen  Construc- 
tion  desjenigen  Kegelschnittes  auf  der  Normalenfläche, 
welcher  durch  einen  auf  der  Eläche  angenommenen  Punkt 
gehen  soll. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  voraus,  es  sei  {K,  K')  {Taf.  XI, 
Eig.  49)  die  Leitcurve  der  NormalenMche ,  während  [S,  S')  die  Pro- 
jectionen  des  Kegelscheitels  darstellen  mögen. 

Denken  wir  uns  auf  gewöhnliche  "Weise  eme  Eizeugpnde  {N,  N') 
der  Normalenfläche  coustruiert  und  auf  derselben  einen  Punkt  (p,  p') 
angenommen.  Es  sei  derjenige  Kegelschnitt  auf  der  Normalenfläche 
zu  bestimmen,  welcher  durch  den  Punkt  (p,p')  geht. 

Die  vertieale  Ebene  V„Vi„  welche  durch  die  Achse  (j'ij'i,  j''jj''a) 
des  Leitkegelschnittes  geht ,  ist ,  wie  wir  wissen ,  eine  doppelt- 
berührende Ebene;  dieselbe  werde  von  der  Erzeugenden  (N,  N') 
in  einem  Punkte  getroffen,  dessen  vertieale  Projection  b  heißen  mag. 
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Die  Ebene  II  des  Leitkegelschuittes  ist  gleichfalls  eine  doppelt- 
berühreade  Ebene  der  N o r m  a  1  e b f  1  ä  ch e;  dieselbe  wird  von  der 
Normalen  (JV,  N')  in  dem  Punkte  {a,  a')  geschnitten. 

Bezeichnen  wir  endlich  diejenige  doppelt  berührende  Ebene,  welche 
den  zu  suchenden  Kegelschnitt  enthalten  soll  «nd  demnach  die  Erzeu- 
gende {N,  N')  in  dem  angenommenen  Punkte  (p,p')  trifft,  mit  JE,  so 
folgt  aus  dem  obigen  Satae,  dass  jede  Erzeugende  der  Nor- 
malenfläehe  von  den  drei  Ebenen  V,  II  und  E  in  drei 
Punkten  geschnitten  werde,  deren  einfaches  Theilverhältnis  con- 
stant  und  zwar  dem  Theilyerbältuisse  der  drei  bekannten  Punkte  a, 
h  und  p  gleich  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  gelangen  wir  folgendermaßen  zur  Construe- 
tion  der  Ebene  E. 

Man  bestimmt  zunächst  die  beiden  Erzeugenden  M,  und  N^  der 
Normalenfläche,  welche  in  der  verticalen  Projectlonsebene  liegen.  Die 
erstere ,  d.  i.  M,  (Taf.  SI,  Fig.  49) ,  trifft  die  Ebenen  F  und  S  be- 
ziehungsweise ia  den  Punkten  ß^   und  cc,. 

Auf  Mt  ist  nun  der  Punkt  a,  so  zu  construieren ,  dass  durch 
denselben  die  Strecke  a^ß^  in  dem  nämlichen  Verhältnisse  und  Sinne 
getheilt  wird,  wie  die  Strecke  ab  durch  p.    Es  muss  also: 

«,  jt,  ap 

ß^lC,        ip 
sein,  was  wir  auf  nachstehende  Weise  bewerkstelligen. 

Man  verbindet  b  mit  te,  und  schneidet  diese  Yerbindungsgerade 
durch  eine  zu  cc,  a„  und  durch  p  gehende  parallele  Gerade  in  p-^;  der 
so  erhaltene  Puukt  p,  wird  parallel  zu  ßi  ß^  auf  J/,  nach  «:,  proji- 
ciert.    Hiernach  ist: 

ßjir,  _  «iP,  _  ap 
ß,  JT,         bp^   ~  ip' 

Es  wird  somit  der  Punkt  sr,  ein  Punkt  der  Erzeugenden  M^  sein, 
welcher  mit  den  Punkten  a,  und  ß^  das  nämliche  Theilverhältnis  wie 
der  Punkt  p  mit  den  Punkten  a  und  h  besitzt.  Der  Punkt  sr,  gehört 
daher  der  Ebene  E  an  und  ist,  nachdem  er  überfies  in  der  verticalen 
Projectlonsebene  liegt,   insbesondere   ein  Punkt  ihrer  Verticaltrace  E,. 

In  analoger  Weise  findet  man  den  Punkt  sij,  in  weichem  die 
Verticaltrace  der  Ebene  E  die  zweite  in  der  verticalen  Projections- 
ebene  liegende  Erzeugende  N,  sehneidet. 

Die  Verticaltrace   E,   ergibt    sieh    demgemäß    als    die    Verbin- 
t  der  Punkte  x,  und  jt^,  und  da  die  Ebene  E  selbst  darch 


y  Google 


239 

deti  Punkt  {p,  p')  gehen  soll,    so  unterliegt  es  keiaem  weiteren  An- 
stände, die  Horiaontaltrace  E^  festzustellen. 

Man  kann  jedoch,  mit  Berückslchtiguag  des  vorher  angeführten 
Satxes,  auch  zwei  Punkte  der  Horiaontaltrace  E),  ohneweiters  finden. 
Besagte  Trace  trifft  nämlich  die  in  der  horizontalen  Projeetionsebene 
liegenden  Erzeugenden  X  und  T  in  zwei  Punkten  |  und  ^j  derart,  dass 
das  zwischen  den  Ebenen  H  und  V  liegende  Stück  x^yl,  beziehungs- 
weise x^Hi,  in  dem  Verhältnisse: 

li  X,  tjx^ pa 

getheilt  wird, 

Nachdem  nun  die  durch  den  Punkt  <^,p')  gehende  doppelt  berührende 
Ebene  E„E„  bekannt  ist,  kann  ohne  Schwierigkeit  der  in  derselben 
liegende  Kegelschnitt  (^2:^)  (Taf.  IX,  Fig.  48)  der  Flache  ver- 
zeichnet werden,  indem  man  die  Schnittpunkte  der  doppelt  berührenden 
Ebene  mit  den  einzelnen  Lagen  der  Erzeugenden  bestimmt. 

Noch  einfacher  dürfte  jedoch  folgende  Construction  zum  Ziele 
führen. 

Nach  Satz  14U)  ist  die  horizontale  Projection  27'  (Taf.  IS, 
Fig.  48)  des  Kegelschnittes  wieder  ein  Kegelschnitt,  welcher  die- 
selben Hauptachsen  wie  der  Leitkegelsehnitt  {K,  K')  besitzt.  Die 
Endpunkte  der  einen  Achse  sind  bekanntlich  die  horizontalen  Projec- 
tionen  sr',  und  re'g  (Taf.  XI,  Fig.  49)  jener  Punkte  m,  und  nTj,  in 
welchen  die  doppelt  berührende  Ebene  E^Eh  die  in  der  verticalen 
Projeetionsebene  liegenden  Erzeugenden  Mt  und  Wi,  sehneidet.  Ferner 
ist  p'  ebenfalls  ein  Punkt  von  2',  wodurch  dieser  Kegelschnitt  voll- 
kommen bestimmt  erscheint. 

Mit  Zuhilfenahme  des  über  n\-!t'^  als  Durchmesser  gezeichneten, 
zu  2'  affinen  Kreises  a,  lässt  sich  mit  Leichtigkeit  die  zweite  Achse 
Tt\  z'^  von  2^ ,  als  auch  die  Tangente  t'  von  27*  im  Punkte  p'  oon- 
struieren. 

Die  verticale  Projection  t  der  Tangente  lässt  sich,  da  seihe  in 
der  Ebene  E„E},  liegt,  aus  der  horizontalen  Projection  t'  anstandslos 
ableiten. 

Legt  man  durch  die  Erzeugende  (A',  A")  und  die  Tangente  (t,  t') 
eine  Ebene  E^Bh-,  so  berührt  diese  die  Normalenfläche  in  dem  ange- 
nommenen Punkte  {p,  p'). 

§.  193. 

Aus  den  vorhergegangenen  Erörterungen  folgt  überdies  ein  be- 
sonderer   Satz   bezüglich    der    Tangenten    der    Kegelschnitte 
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in  Punkten,  welche  auf  der  nämlichen  Erzeugenden 
der  Normalenfläehe  liegen. 

Betrachten  wir  zum  Zwecke  der  Feststeilung  des  angedeuteten 
Satzes  zwei  unmittelbar  aufeinander  folgende  Erzeugende  ^i  und  e^ 
der  Normalenfläche.  Diese  beiden  Erzeugenden  werden  von  den  auf 
der  Normalenfiäohe  liegenden  Kegelschnitten  Ka,  Kh,  Kc ...  (auf  Grund 
des  vorher  nachgewiesenen  Satzes  151)  in  zwei  ähnüchea  Punkt- 
reiben ffl,,  6,,  c, . . .  und  «21  *2'  ''»■■■  geschnitten. 

Die  Verbindungslinie  zweier  entsprechender  Punkte  dieser  Reihen 
liefert  eine  Tangente  desjenigen  Kegelschnittes,  welchem  die  besagten 
Punkte  angehören.  Andererseits  bilden  aber  bekanntlich  die  Verbin- 
dungsgeraden entsprechender  Punkte  zweier  ähnlichen  Reihen  auf  zwei 
sich  nicht  schneidenden  Trägern  ein  byperboliseiies  Pa- 
raboloid.     Es  folgt  daher  der  Satz: 

16i.  „Die  Tangenten  aller  auf  der  Normalenfläche  liegenden 
Kegelschnitte  in  Punkten,  welche  einer  und  derselben  Erzeugenden 
der  Fläche  angehören,  sind  Erzeugende  eines  hyperbolischen  Farabo- 
loides,  tvelches  die  Normalenßäche  längs  dieser  Erzeugenden  berührt.^ 

§.  194. 

Sei  wieder  (K,  K-)  (Taf.  IX,  Fig.  48)  der  Leitlieg  elsehnitt  für 
die  Normalenfläche,  wobei  dessen  Ebene  als  horiKontale  Projections- 
ebene  und  die  durch  eine  der  Hauptacbsen,  etwa  durch  AB 
gehende,  zur  Ebene  des  Leitkegeischnittes  senkrecht  stehende  Ebene, 
als  yerticale  ProjectiOQ^ebene  angenommen  ist;  ferner  mögen  {8,  S') 
die  beiden  Projectionen  deg  Leltkegelseheitels  darstellen. 

Sind  x'  lind  v'  dif  Berührungspunkte  der  von  S'  aus  an  K'  ge- 
zogenen Tangenten  i^  und  ty,  so  sind  die  Normalen  X.  und  Y  von  K'  in 
diesen  beiden  Punkten,  wie  wir  bereits  wissen,  die  in  der  horizontalen 
Projectionsebene  liegenden  Erzeugenden  der  Wormalenfläohe. 

Die  beiden  Geraden  X  und  Y,  die  Hauptachsen  des  Leitkegel- 
schnittes A'B'  und  CD',  sowie  die  Gerade  X'Y'  sind  bekanntlich 
Tangenten  einer  bestimmten  Parabel  77,  deren  sämmtliohe  Tan- 
genten Horizontaltracen  doppelt    berührender    Ebenen   der    Normalen- 


Setzen  wir  voraus,  i',E;,  sei  eine  beliebige  doppelt  berühreude 
Ebene,  Diese  Ebene  schneidet  die  Normaienfläche  (Satz  148)  in  einem 
Kegelschnitte,  dessen  Mifctpuakt  (ro,  ta')  der  Durcbschnittspunkb  der 
Ebene  £^(E/,  mit  der  im  Mittelpunkte  (0,  0')  des  Leitkegelschnittes  auf 
die  horizontale  Projecfcionsebene  senkrecht  geführten  Geraden  {Z,<y)  ist. 
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Die  lieideii  Punkte  |  unii  i;,  in  welchen  dio  Horiaontaltraee  Ei, 
die  Geradea  X  und  Y  trifft,  gehören  offenbar  sowohl  der  Ebene  ^„£4, 
als  auch  der  Normalenfläche  an ;  sind  daher  Punkte  des  in  der  Ebene 
EtEh  liegenden  Kegelschoittes  (2;,  2'). 

Denken  wir  uns  die  Strecke  |>j  im  Punkte  0  halbiert,  die  Gerade 
Oo'  gezogen  and  endlich  durch  0'  eine  parallele  Gerade  O'qs  zu  E,, 
geführt,  so  stellen  diese  beiden  Geraden  O'o  und  0'(p  zwei  eonju- 
gierte  Üurchnaesser  der  Horizontalprojection  Z'  ror,  und 
sind  demgemäß  auch  die  Horizontalprojectionen  aweier  conjugierten 
Dnrchmesser  des  in  der  Ebene  Jü^Ei^  liegenden  Kegelschnittes  {S,£'), 
von  welehon  der  eine  0' cp  insbesondere  parallel  aur  Horizoataltrace 
Eh,  mithin  parallel  zur  Horizontalebene  selbst  ist. 

Die  Gerade  Eh  ist  als  Horizontaltrace  einer  doppelt  berühren- 
den Ebene  der  NormaleEfläche  eine  Tangente  der  Parabel  Tl. 

Eine  zweite  Tangente  an  die  Parabel  II  erhalten  wir,  indem  wir 
dnreh  den  auf  der  Geraden  Ei,  liegenden  Punkt  0  die  Gerade  R 
fflhren. 

Die  drei  Tangenten  X,  Y  und  B,  sehneiden  die  Tangente  Eh 
in  drei  Punkten  |,  gj  nnd  0,  welche  zwei  gleiche  Strecken  |o  und 
tjo  bilden.  Nach  einem  bekannten,  die  Parabel  betreffenden  Satze 
müssen  daher  auch  die  sämmtlichen  anderweitigen  Tangenten  der 
Parabel  11  von  X,  Y  und  S,  in  je  drei  Punkten  geschnitten  werden, 
welche  zwei  gleiche  aneinander  stoßende  Strecken  bilden.  Ist  also 
E'h  eine  beliebige  Tangente  von  TT,  so  wird  dieselbe  von  X,  Y  und 
B  in  drei  Punkten  1,,  ij,  und  o^  derart  geaehnittec,  dass  |,  0,  =*;,  o, 
wird. 

Ziehen  wir  wiederO'Oi  und  die  Gerade  O'fp^  parallel  zu  £'/,,  so 
sind  dies  die  Horizontalprojectionen  zweier  conjugierten  Durchmesser 
des  in  der  Ebene  E'„E'h  gelegerlen  Eegelschnittes  {HyS),  von  welchen 
der  eine,  d.  i.  O'rp^,  zur  Horizontalebene  parallel  ist. 

Es  kann  nun  leicht  nachgewiesen  werden,  dass  die  Durchmesser 
Oq),  O9J,,  Oij)j...  ein  hyperbolisches  Paraboloid  bilden  und 
dass  die  den  besagten  Duschmessern  conjugierten  Durchmesser  Oo, 
Oo^,  Oo^...  ein  zweites  Paraboloid  bestimmen. 

Die  Durehmesser  Ocp,  Otp,,  Otp„...  sind  nach  den  unendlich 
fernen  Punkten  der  Tracen  Ei„  E\,  E\...  gerichtet,  oder  mit  an- 
deren .Worten,  sie  verbinden  die  Schnittpunkte  ra,  ra,,  ro,,...  der 
Geraden  {0',Z)  und  der  Ebenen  E,E,,,  E'^E'h. . .  mit  jenen  Punkten, 
in  welchen  diese  Ebenen  die  unendlich  ferne  Gerade  der  Horizontal- 
eheae  treffen. 

Peaoliia,  Düratelleuäe  i,  projectita  Geomotric.  IV.  jg 
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NuE  sind  aber  sowohl  die  Gerade  { 0',  2') ,  als  auch  die  unendlich 
ferne  Gerade  der  Horizontalebene  Schnittlinien  von  doppelt- 
berühreüden  Ebenen  untereinander,  und  werden  daher  von  allen 
übrigen  doppelt-berührenden  Ebenen  E,E\E^...  m  zwei  projectivi- 
sehen  Panktreihen'w,  o,,  Oj...  und  (p,  (f,,  <p^...  geschnitten.  Die 
Verbindungslinien  laip,  ^>>^(p^,  m^rp^..,  sind  daher  Erzeugende 
eines    hyperbolischen    Paraboloides. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sieh,  dass  die  Gerade  (^,  0')  und  die 
Gerade  li  von  sämmtlichen  Ebenen  E,  E^,  E^...  in  ähnlichen 
Punktreihen  m,  ro,,  a,,,,,.  und  o,  o,,  Oa. , .  geschnitten  werden 
müssen,  da  auch  li  die  Schnittlinie  zweier  doppelt  berührenden  Ebenen 
ist.  Die  Geraden  oo,  to,o,,  tajO„,..  bilden  somit  gleichfalls  ein  Pa- 
raboloid  und  man  gelangt  sonach  zu  dem  Satze: 

155-  f,Die  sur  Ebene  des  Leithegelsclmiücs  parallelen  Ditreh- 
messer  der  auf  einer  Normalenfläche  liegenden  Kegelschnitte  htläen 
ein  hyperholisches  Faraboloid  und  die  den  genannten  Durchmessern 
conjugierten  Durchmesser  erzeugen  eine  zweite  eben  solche  Fläche." 

§.  195. 

Es  wurde  vorher  gezeigt,  dass  die  horizontalen  Tracen  sämmt- 
licher  doppelt  berührenden  Ebenen  der  Normalenfläche  eine  Parabel 
TI  (Taf.  X,  Fig.  48)  umhüllen,  welche  durch  die  Achsen  des  Leit- 
kegelsehnittes  und  die  beiden  in  dessen  Ebene  liegenden  Erzeugenden 
X  und   Y  der  Normalenfläehe  vollkommen  bestimmt  ist. 

Ebenso  wurde  auch  nachgewiesen,  dass  die  Tangenten  ^|,  p^,  Pn--- 
dieser  Parabel  J7  Geraden  sind,  welche  auf  der  Verbindungslinie  ^iFS' 
ihres  Poles  P,  in  Bezug  auf  den  Leitkegelscbnitt  {K,  K') ,  mit  dem 
Punkte  S'  senkrecht  stehen. 

Der  Ort  der  genannten  Pole  selbst  ist  eine  gleichseitige 
Hyperbel  F  (Taf.  IX,  Fig.  50),  welche  durch  den  Mittelpunkt  0' 
des  Leitkegelschnittes  sowohl,  als  auch  durch  die  Protection  S'  des- 
Kegelscheitels  geht,  und  deren  Asymptoten  h,  und  /i,  zu  den  Haupt- 
achsen A'JB',  CD'  des  Leitkegelschuittes  parallel  sind. 

Der  Leitkegelschnitt  {K,  K')  und  die  vorgenannte  Parabel  II 
besitzen  vier  gemeinschaftliche  Tangenten;  eine  derselben 
sei  T'k. 

Die  besagte  Tangente  trifft  den  Leitkegelschnitt  {K,  K')  in  zwei 
zusammenfallenden,  im  Berührungspunkte  t',  vereinigten  Punkten.  Diese 
beiden  Punkte  sind,  dem  früher  Besprochenen  gemäß,  die  EulSpunkte 
zweier  unmittelbar  aufeinander  folgenden  sich  gleichzeitig  schneidenden 
Erzeugenden  der  Normalenfläche,  oder  mit  anderen  Worten,    die  Er- 
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zeugende  («i,  e',)  der  Normalenfiäche,  welche  durch  den  Punkt  (r,,i:'() 
geht,  ist  eine  Torsallinie  der  Fläche.  Die  Gerade  T'i,  ist  die 
horizontale  Traee  der  entsprechenden  Torsalehene. 

Weiters  hat  aber  die  Gerade  T'i,  als  Targente  der  Parabel  auch 
noch  die  Eigenschaft,  dass  sie  auf  der  Verhindungslinie  ihres  Poles 
t'i,  in  Bezug  auf  den  Leitkegelsehnitt  K',  mit  dem  Punkte  S'  senk- 
recht steht,  welcher  Umstand  darauf  hindeutet,  dass  die  Normale  b\ 
des  Kegelschnittes  E'  im  Punkte  r\  durch  S'  geht,  Nachdem  aber 
2",  die  horizontale  Projection  der  zu  (t,,  t',)  gehörigen  Torsailinie  ist, 
so  folgt,  dass  letztere  die  horizontal-projicierende  Gerade  {S,  S'}  schneidet. 
Dasselbe  gilt  offenbar  auch  von  den  übrigen  drei  Torsallinien, 
und  es  ergibt  sich  daher  der  Satz: 

156.  „Die  vier  Torsallinien  der  Normalenfläehe   schneiden  die 
vom  Scheitel  des  LeÜJcegels  avf  die  Ebene  des  Leiikegelschnities  ge- 
fällte Senkrechte"  j 
oder  mit  anderen  Worten: 

lä7.  „Die  orfliogonalen  Projectionen  der  Torsallinien  der  Nor- 
malenfläche auf  die  Ebene  des  Lciikegelschnittes ,  sind  die  von  der 
Projection  des  Kegelscheitels  aus  gesogenen  Normalen  des  Leitkegel- 
schnittes." 

Nachdem  die  Pole  P  sämmtlicher  Taugenten  der  Parabel  II,  in 
Bezug  auf  den  Leitkegelschnitt  K',  eine  gleichseitige  Hyperbel 
F  bilden,  welche  durch  den  Mittelpunkt  0'  des  Leitkegelscfanittes  K' 
sowohl,  als  auch  durch  die  Projection  S'  des  Eegel scheiteis  geht, 
und  deren  Asymptoten  h^  und  ft»  zu  den  Hauptachsen  des 
Leitkegelschaittes  parallel  sind,  folgt,  weil  der  Punkt  r',  den 
Pol  der  Geraden  T'i,  vorstellt,  der  Satz; 

158.  „Die  FiißpunÜe  der  vier  Torsallinien  auf  dem  Leifliegel- 
schnitte  liegen  mif  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  deren  Asymptoten  su 
den  Achsen  des  Leitliegelschnittes  parallel  sind  und  welche  durch 
den  Mittelpunkt  des  LeitkegelschniUes  sowohl,  als  auch  durch  die 
orthogonale  Projection  des  Kegelscheitels  auf  die  Ehene  des  Leit- 
hegelschnittes geht." 

§.  196, 

Normalenfläclie  eiaer  Flüche  zweiten  Grades  längs  eines  zu  einer 

Hauptebenc  senkrechten  Schnittes. 

Der  Seheitel  (S,  S')  (Taf.  XII ,  Fig.  51)  des  der  Fläche  längs 
eines  solchen  Schnittes  umschriebenen  Kegels  liegt  in  der  f 


y  Google 


244 

Die  oben  bezeichnete  Normaleafläehe  ist  demgemäß  auch  Nor- 
malenfläche  eines  Kegels  aweiten  Grades  längs  eines  zu 
einem  Hauptsehnitte    senirrechtea  Schnittes, 

Betrachten  wir  die  horizontale  Projectiousebene  als  Ebene  des 
Leitkegelsehnitf.es  {K,  K")  (Taf.  XII,  Fig.  51)  und  legen  wir  die  ver- 
ticale  Projectionsebene  durch  die  eise  Hauptachse  Ä  B  des  Leitkegel- 
schnittes, so  genügt  es,  den  Kegelseheitei  (5^,  S')  in  der  verticalen 
Projectionsebene  anzunehmen,  um  die  oben  angeführten  Bedingungen 
zu  erfüllen. 

Die  verticale  Projectionsebeue,  welche  nun  eine  Hauptebene  des 
Kegels  iß,  K)  repräsentiert,  wird  offenbar  auch  für  alle  aus  dem 
Kegel  abgeleiteten  Curven  und  Flächen  eine  Ehene  orthogonaler 
Symmetrie  seiu. 

In  Früherem  (Sata  128)  wurde  bereits  nachgewiesen,  dass  die 
verticalen  Projectionen  aller  Normalen  des  Leitkegelschnittes 
in  den  Punkten  von  {K^K')  eine  Parabel  27  berühren,  deren  Tangenten 
unter  anderen  auch  die  Grundlinie  {A'B',AB)  und  die  im  Mittel- 
punkte 0'  des  Leitkegelschnittes  K'  auf  die  horizontale  Projections- 
ebene geführte  Senkrechte  OZ  sind. 

Führt  man  von  ^  aus  die  Tangenten  ^^'e",  und  8'<s\  an  K', 
so  repräsentieren  die  Berührungspunkte  ff',  und  e'j  derselben  zwei 
Punlüte,  in  welchen  die  Beruh  rungsebenen  des  Leitkegels  {S,  K)  hori- 
zontal-projieierend  sind.  Die  zugehörigen  Erzeugenden  der 
Normalenfläche  sind  mithin  zwei  in  der  horizontalen  Projections- 
ebene liegende  Geraden  J^',  und  N'„,  weiche  sich  in  einem  Punkte 
(P,  P')  der  Achse  A'S'  schneiden  und  den  Leitkegelschnitt  K'  in  den 
Punkten  x\  und  x'^  treffen. 

Die  den  Endpunkten  der  Kegelschnittsachse  A'B'  entsprechenden 
Erzeugenden  Jf,  und  N„  der  Normalenfläche  liegen  in  der  verticalen 
Projectionsebene  und  repräsentieren  zwei  Torsallinien  der  Nor- 
malenfläebe. 

Dass  31^  und  N„  in  der  That  Torsallinien  sind,  folgt  unmittelbar 
aus  dem  vorher  ganz  allgemein  bewiesenen  Satze  156.  Die  Hori- 
zontalprojeetionen  derselben  fallen  nämüch  mit  der  Achse  A'B'  zu- 
sammen, sind  also  einerseits  Geraden,  welche  durch  die  horizontale 
Projeetion  S'  des  Kegelscheitels  gehen  und  andererseits  Normalen 
des  Kegelschnittes  K'.  Selbstverständlich  werden  die  Geraden  M„  und 
Ny,  da  sie  verticale  Projectionen  von  Erzeugenden  der 
Normalenfläche   darstellen,  die  Parabel  -£   berühren. 

Unter  allen  Tangenten  dei  Parabel  27  ist  diejenige  —  D  ~ 
die  wichtigste,  welche  gleichzeitig  durch  den  Punkt  F  geht. 
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Dieselbe  ist.  offenljar  die  Verticalprojection  jener  beiden  Nor- 
malen des  Kegels,  deren  Fußpunkte  die  Schnittpunkte  p\  und  p\ 
von  K'  mit  der  durch  F  zu  Ä'S'  senkrecht  gezogenen  Geraden  sind. 

Betrachtet  man  jedoch  D  als  eine  in  der  verticalen  Projections- 
ebene  liegende  Gerade,  so  repräsentiert  dieselbe,  wie  früher  (Satz  129) 
bereits  nachgewiesen  wurde,  den  geometrischen  Ort  der  Schnitt- 
punkte aller  Erzeugenden  der  Uormalenfläehe  mit  der 
vertiealen  Projecfcionaebene,  also  auch,  infolge  der  Symmetrie 
der  Normalenfläche  gegen  diese  Ebene ,  eine  Doppelgerade 
der  Fläche. 

Da  die  Doppelcurve  der  Normalenfläche  in  dem  früher 
besprochenen  allgemeinen  Falle  als  eine  Curve  dritter  Ordnung  erkannt 
wurde,  so  folgt,  dass  diesfalls  der  Kest  derselben  eine  Curve  zweiten 
Grades  sein  müsse,  welcher  wieder  infolge  der  schon  mehrfach  be- 
zeichneten Symmetrie  in  einer  zur  vertiealen  Projectionsebene  senkrecht 
stehenden  Ebene  liegen  muss. 

Die  Lage  dieser  Ebene  zu  finden,  soll  Gegenstand  der  nach- 
stehenden Betrachtung  sein. 

Denken  wir  uns  durch  die  Doppelgerade  D  eine  beliebige  Ebene 
e^es  gelegt.  Die  Verticaltrace  e„  ist  mit  D  identisch;  die  horizon- 
tale Trace  ei,  möge  den  Leitkegelschnitt  K'  in  den  Punkten  (»,  a') 
und  {h,h')  treffen,  während  (^a,  -W«)  und  (Ni,  N'b)  die  diesen  Punkten 
entsprechenden  Erzeugenden  der  Normalenfläche  darstellen. 

Es  ist  einleuchtend,  dass,  nachdem  sowohl  die  Punkte  a  und  b 
dieser  Erzeugenden,  als  auch  die  vertiealen  Durchstoß  punkte  derselben 
der  Ebene  e^ßk  angehören,  diese  Erzeugenden  selbst,  ihrer  ganzen 
Länge  nach,  in  der  Ebene  e^e*  liegen  mSssen.  Besagte  Geraden  be- 
stimmen dääier  im  Schnitte  (C,  G')  einen  Punkt  der  Doppel- 
curve. 

D  Ue  glt  von  jeder  anderen  durch  die  Doppelgerade  D  ge- 
legt ü  Iijte  e  De  vertieale  Projectionsebene  ist  selbst  eine  speeielle 
La  e  ue  ol  hen  Ebene;  der  Schnittpunkt  (s,  s')  der  in  derselben 
lie^  nl  n  E  zeugenden  M^  und  N^  wird  daher  gleichfalls  einen  Punkt 
de    Dojjel        e  darstellen. 

Es  Ubst  sich  nunmehr  leicht  nachweisen,  dass  in  der  That  die 
durch  die  Punkte  (C,C')  und  (s, s')  gelegte  vertical-projicierende  Ebene 
E,Eii  den  Doppelkegelsehnitt  enthält,  d.  h.  dass  alle  Punkte, 
welche  durch  die  nämliche  Construction  wie  C  erhalten  werden,  in 
der  Geraden  E,  liegen  müssen. 

Eine  beliebige  durch  P  gezogene  Gerade  Ck  trifft  den  Leitkegel- 
sehnitt  K'  ia  zwei  Punkten  a'  und  b'. 
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Die  Taagenteu  t',,  imd  t'b  (Taf.  XII,  Fig.  51)  des  Kegeisehnittes   ■ 
K'    m  dea  bezeichneten  Punkten    schaeiden    sich   in   einem  Punkte  s 
der  Polare  von  P  und  treffen  die  KegeJschnittsachse  A'S'  in  a^  resp. 
öl.   Die  Normalen  iV'„  und  N'^  von  K'  iß  den  Puakten  a'  imd  h' 
treffen  die  Kegelschaittsaciise  AB  beziehnngsweise  in  a'  und  ß'. 

Beaeiebnet  man  mit  f,  nad  ^  die  Breuiipiinkte    des  Leit- 
kegelschnittes  K',  so  sind  bekanntlich 
a^,  a\  fj  und   f^ 
vier  harmonische  Punkte,   und  ebenso 

h^,  §',  f,   und  f.„ 
wobei  f,   und  f„  stets  conjugierte  Punkte  vorstellen. 

Verbindet  man  fernem  den  Punkt  z,  in  welchem  die  Polare  ^ 
von  P  von  den  Tangenten  C«  und  t'i,  getroffen  wird,  mit  P,  so  sind 
bekanntlich  auch  die  vier  Strahlen 

t'a,   t't,,  ^P  und   ^ 
harmonisch,  also  deren  Schnittpunkte 

a,,  &I,  P  und  B 
mit  der  Achse  ^B  vier  harmonische  Punkte, 

AU  dies  im  Auge  behaltend,  wollen  wir  annehmen,  die  Gerade 
ei,  drehe  sich  um  den  Punkt  P. 

Unter  dieser  Voraussetzung  werden  auch  die  Punkte  a^  und  h, 
zwei  Pnnktreihen  auf  AB  beschreiben,  die  eine  Involution  bilden 
werden,  weil,  wie  früher  gezeigt  wurde,  zwei  entsprechende  Elemente, 
wie  beispielsweise  «,  und  i,  stets  conjugierte  harmonische 
Punkte  zu  den  nämlichen  festen  Punkten  P  und  It  sind. 

Ebenso  werden  bei  der  Drehung  des  Strahles  e^  um  P  auch  die 
beiden  Punkte  a'  uad  ß'  Kwei  Punktreihen  durchlaufen. 

Die  Puaktreihe,  welche  a'  durchläuft,  ist  projectiviseh  mit  jener, 
welche  der  Punkt  «,  beschreibt,  da  hier  ebenfalls  zwei  entsprechende 
Lagen  a'  und  cc'  stets  conjugiert  harmonische  Punkte  in  Bezug  auf 
die  festen  Bi'ennpunkte  f,  und  f^  sind. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  auch  die  Reihen,  welche  von 
den  Punkten  ß'  und  b,  beschrieben  werden,  projectiviseh  sind. 

Nachdem  aber  die  Reihen  a^  und  ö,,  wie  oben  gezeigt  wurde, 
eine  Involution  bilden,  also  selbst  zueinander  projectiviseh  sind, 
werden  auch  die  beiden  Punktreihen  a'  und  ß'  zueinander  projec- 
tiviseh sein. 

Es  wird  nunmehr  auch  keinen  weiteren  Schwierigkeiten  unter- 
liegen, zu  zeigen,  dass  diese  Punktreiben  überdies  eine  Involution 
bilden,  indem  wir  einfach  nachweisen,  dass  sich  entsprechende  Ele- 
mente k'  und  ß'  stets  und  anstandslos  vertauschen  lassen. 


y  Google 


247 

Betrachtea  wir  uämlicli  a'  als  eiueu  Punkt  der  lleihe  j3'  und 
bezeiehnea  wir  ihu  iu  dieser  Eigenschaft  mit  ß\,  so  wird  demselbea 
in  der  fieihe  6^  der  vierte  harmonische  Punlit  zu  /3',,  /",,  f^,  also 
ein  Punkt  h\  entyprechen,  welcher  mit  u^  Kusammenfällt.  Dem 
Punkte  b\  entspricht  in  der  Reihe  a,  der  vierte  harmonische  Punkt 
zu  &',,  P,  B,  also  ein  Punkt  a\,  welcher  mit  l\  flbereinstimmt. 

Endlich  entspricht  dem  Punkte  a\  in  der  Keihe  «'  der  vierte 
harmonische  Punkt  zu  a\,  f^,  f^,  d.h.  ein  Punkt  cc%  welcher  mit  ß' 
zusammenfällt. 

Die  angestellten  Betrachtungen  und  die  hiedurch  erzielten  Kesul- 
tate  sagen  aber  nichts  anderes  aus,  als  dass  die  Paskte  k'  und  ß' 
einander  entsprechen,  wenn  man  sie  in  Bezug  auf  die  Keihen,  welchen 
sie  als  Elemente  angehören,  vertauscht. 

Dreht  sieh  also  e,,  um  P,  so  beschreibeo  die  Punkte  k'  und  ß' 
auf  der  Achse  AB  des  Leitkegelschuittes  K'  eine  Involution. 

Projiciert  man  die  Involution  (cc',  ß')  durchstrahlen,  welche 
senkrecht  zu  A'B'  sind,  auf  die  Gerade  D',  so  erhält  man  auf  dieser 
eine  neue  Involution  (cc,  ß). 

Die  Paare  entsprechender  Elemente  dieser  Involu- 
tion haben  aber  noch  eine  andere  Bedeutung. 

Aus  der  Constructiou  entnimmt  man  nämlich  unmittelbar,  dass 
ff  und  ß  gleichzeitig  die  Durchst oßpunkte  jeuer  beiden  Erzeu- 
genden der  Normalenfläehe  mit  der  Bildebene  sind,  welche  durch  die 
Endpunkte  (a,  a')  und  {b,  b')  der  entsprechenden  Kegelschnitts- 
sehne gehen. 

Denkt  man  sich  nun  zwei  Sehnen  e^  und  e'i,  durch  P  gezogen, 
welche  den  Leitkegelschnitt  K'  in  den  Punkten  (<*,  a')  und  (ö,  b'),  resp. 
{c,  c')  und  (d,  d')  troffen,  und  weiters  die  zugehörigen  Erzeugenden 
iN„,N'a),  (A'i,  AT'),),  {^'c,N\),  {Nd,N'd)  der  Normalenfläehe  con- 
struiert,  so  werden  die  vertiealen  Durchstoßpunkte  a  und  ß  der  beiden 
ersteren,  und  jene  y  und  S  der  beiden  letzteren,  den  oben  voraus- 
geschickten Ent Wickelungen  zufolge,  zwei  Paare  eonjugierter 
Punkte  der  Involution  auf  D  repräsentieren. 

Verbindet  man  ferner  die  Schnittpunkte  C  und  L  von  Na  und 
Nb,  resp.  No  und  Nd  durch  eine  Gerade  Ec,  so  stellt  sich  folgende 
Eigenschaft  heraus. 

Nach  einem  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  bekannten 
Satze,  schneiden  die  Paare  von  Tangenten,  welche  von  den  Punkten 
einer  Geraden  li,\  an  die  Pai-abel  S  gezogen  werden,  die  feste  Tan- 
gente V  dieser  Parabel  in  conjugierteu  Punkten  einer  Invo- 
lution. 
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Der  Coiisfcniction  der  Geraden  E,  gemäß,  sind  a  und  ß,  resp. 
y  uad  ö  zwei  Paare  entsprechender  Punkte  dieser  Involution.  Diese 
letztere  ist  sonach  mit  der  vorher  auf  J)  construierten  Involution 
identisch. 

Hiedurch  ist  aber  gleichzeitig  auch  bewiesen,  dass  die  Gerade 
E^  der  geometrische  Ort  der  verticalen  Projectioö  der 
Durchschnittspunkte  solcher  Paare  von  Erzeugenden  der 
Normalenfläche  sei,  deren  Fttßpunkte  auf  Kegelsehnitts- 
sehnon  liegen,  welche  durch  den  festen  Punkt  P  gehen,  oder  mit 
anderen  Worten:  die  vertical  projicierende  Ebene  E^Eh  enthält  den 
Doppelkegelschnitt  der  Normalenfläche. 

Die  Gerade  E,  schneidet  die  Parabel  S  iu  zwei  Punkten,  von 
welchen  wir  nur  den  einen  —  /i  —  herüeksichtigen  wollen.  Die 
Tangenten  von  diesem  Punkte  zJ  an  27  fallen  zusammen  und  be- 
stimmen demnach  auf  J)  einen  Doppelpunkt  der  Involution, 
welcher,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  der  Punkt  z/  selbst  ist. 

Führt  man  nämlich  durch  P  jene  Kegelschnittsaehne,  welche  zu 
AB  senkrecht  steht,  so  trifft  diese  den  Kegelschnitt  K'  in  den  Punkten 
p\  und  p'^ ,  während  die  Normalen  n\  imd  n'^  von  K'  in  den  ge- 
nannten Punkten  von  K  die  Achse  AB  in  einem  und  demselben 
Punkte  J',  d.  i.  in  einem  Doppelpunkte  der  Involution  {a'ß') 
schneiden. 

Die  Projection  z/  dieses  Punktes  z/' auf  die  Gerade  D  ist  sodann 
ein  Doppelpunkt  der  Involution  {aß)  und  daher  identisch  mit 
dem  Punkte  J,  in  welchem  die  Gerade  E^  die  Parabel  2"'  trifft. 

Die  Gerade  E„  geht  also  durch  jenen  Punkt  z/,  in  welchem  die 
Parabel  H  von  B  berührt  wird,  uud  der  Punkt  (z/,  zl')  wird  folglich 
ein  gemeinschaftlicher  Punkt  des  Doppelkegelschnittes 
und  der  Doppelgeraden  der  Normalenfläche  sein. 

Die  in  der  Ebene  des  Leitkegelsehnittes  K'  liegenden  Normalen 
N\  und  N'^  schneiden  den  Leitkegelschnitfc  zum  zweitenmale  in  zwei 
au  AB  symmetrisch  liegenden  Punkten  x\  und  x'^,  und  dadurch 
diese  Punkte  gleichfalls  Erzeugende  der  Normalenfläehe  gehen ,  so 
stellen  dieselben  zwei  in  der  horizontalen  Projectionsebene 
liegende  Punkte  des  Doppelkegeischnittes  dar,  woraus  folgt,  dass 
die  horiaontale  Trace  Ei,  der  Ebene  des  Doppelkegelschnittes  mit  der 
Geraden  x\x'„  zusammenfallen  muss. 

Die  Richtigkeit  der  eben  angestellten  Betrachtungen  lässt  sich 
auf  folgende  Weise  verificieren. 

Ils  ist  bekannt,  dass,  wenn  eiae  windschiefe  Fläche  durch  drei 
Leitlinien  Zj,  ij,  l^  von  den  bezüglichen  Ordnungen  m,,  m^,  m^  erzeugt 
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wird,  unter  der  Voraussetaung ,  dass  J,  und  l^  s,  Punkte;  ?„  und  ^3 
s,  Punkte  und  l^  und  ^3  s^  Punkte  gemein  haben,  der  Grad  der 
Regelfläche  ausgedrückt  erscheint  durch: 

2  m^  «ij  Mg  —  s,  J»,  —  Sj  jKj  —  Sj  m^. 
Betrachten   wir  im  vorliegenden  Falle  den  Leitkegelschnitt 
K'  als  Leitcurve  l^  und  die  Doppelgerade,    resp.  den  Doppel- 
kegelschuitt  als  die  Leitlinien  (^  niid  ^3  für  die  Normalenfläche, 
30  ist: 

m,  =2,     m.^  =  1,     m^  =  2; 

und  es  folgt  für  den  Grad  der  Normalenfläche  der  Wert: 

2.2.2.1  —  2.1  —  2.1  =4, 
U.  i.  ein  auch  auf  anderem  Wege  bereits  als  richtig  erkanntes  Resultat. 
Die  Ergebnisse  der  vorhergegangenen  UntersuchuDgen  lassen  sich 
nun  in  folgenden  Sätsien  Kusammenfassen : 

159.  ^Die  Normalenfläche  eines  Kegels  gweiter  Ordnung  (oder 
allgemein  einer  beliebigen  Fläche  eweiter  Ordnung)  längs  eines  mt 
ei/ner  der  Sauptebenen  senkrechten  Schnittes,  besiiat  eine  in  dieser 
Sauptebene  liegende  Doppelgerade  und  einen  Doppdkegelschnitt. 

Die  Doppelgerade  hai  mit  dem  LeOkegelschnitte  Iceinen  Punkt 
gemein;  der  Doppelkegelsehnitt,  dessen  Ebene  gleichfalls  senkrecht  gu 
der  oben  genannten  Hauptebene  steht,  trifft  den  Leükegdsehnüt  in 
£wei  Punkten  und  swar  in  jenen  beiden  Punkten,  in  welcfien  der 
Ldtkegelscknitt  von  den  in  seiner  Ebene  liegenden  Erzeugenden  der 
Normalenfläche  mtm  gweitenmale  getroffen  wird. 

Die  Doppelgerade  und  der  Doppell:egelschnitt  haben  einen  Punkt 
gemeinschaftlich . 

Die  Paare  von  Erzeugenden  der  Normalenfläche,  welche  sich  in 
Punkten  des  Doppelkegelschnittes  schneiden,  treffen  die  Doppelgerade 
in  conjugierten  Punkten  einer  und  derselben  Involution. 

Die  Normalenfläche  besüßt  vier  Torsallinien,  von  welchen  swei 
immei  reell  sind,  und  zwar  sind  dies  die  Normalen  des  LeUkegels 
tn  den  Endpunkten  derjenigen  Achse  des  Leitkegelschnittes,  welche 
gleichseitig  in  der  oben  genannten  Hauptebene  liegt." 

Dem  Gesf^tea  gegenüber  lautet  der  zum  Theile  reciproke  Satz: 

160.  ^Die  der  Normalenfläche  doppelt-umschriebene  Developpable, 
d.  i.  die  Enveloppe  der  Ebenen,  welche  durch  je  etvei  sich  schneidende 
Ereeugende  gehen ,  ist  von  der  dritten  Glasse  und  serfällt  in  ein 
Ebenenbüschel  utid  einen  parabolischen  Cylinder. 

Die  Achse  des  ersteren  ist  die  Doppelgerade;  die  Erzeugenden 
des  zweiten  stehen  auf  der  zur  Ebene  des  Leitkegelschmttes  senk- 
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rechten  Hau^tebene  des  Leithegds  normal, _  sind  mithin  zu.  der  Ebene 
des  LeiikegeUchnittes  parallel.  ^ 

Die  doppelt-berührenden  Ebenen,  tuelche  dem  Bbenenbüscliel  tMV- 
gekoren,  haben  mit  der  Normalenßäche  die  Doppelgerade  und  uwei 
Erzeugende  gemein,  -während  jene  des  parabolischen  Cylinders  swei  Er- 
eeugeiiäe  und  einen  Kegelschnitt  mit  der  Normalenßäche  gemein  haben.'-'- 

Andere  Sätze,  wie  beispielsweise  der  Satz,  dasa  die  Mittel- 
punkte aller  auf  der  Normalenfläche  liegenden  Kegel- 
schnitte auf  einer  Geraden  liegen  und  dergleichen,  lassen  sich 
direct  aus  jenen  Sätaen  ableiten,  welche  für  den  allgemeinen  Fall 
aufgestellt  wurden. 

§.  197. 

Die  der  Normalenfläehe  von  einem  Punkte  außerhalb 
umschriebene  Kegelfläche  berührt  die  Kormalenhäche,  wie  ganz 
allgemein  gezeigt  wurde,  längs  einer  Curve  vierter  Classe  and 
sechster  Ordnung. 

Liegt  nun  insbesondere  der  Seheitel  des  umschnebeDen  Kegels 
in  der  Symnaetrieebene,  welche  in  unseren  beigegebenen  Construc- 
tions-Zeichnungen  durch  die  vertieale  Projeetionsebene  dargestellt  er- 
scheint, so  ist  die  obgenannte  Berühr  nngscurve  zu  dieser  Ebene 
orthogonal  symmetrisch. 

Die  orthogonale  Projection  eines  Punktes  der  Berührungseurve 
auf  die  Bildebene  (Symmetrieebene)  fällt  infolge  dessen  mit  der  ortho- 
gonalen Projection  eines  zweiten  Punktes  dieser  Curve  zusammen. 

Ebenso  ist  eine  Taugente  an  die  yerticale  Projection  der  Berüh- 
rungscurre  gleichzeitig  Projection  zweier  Tangenten  dieser 
Curve. 

Die  Berührungseurve  ist  vom  vierten  ßange,  ihre  Pro- 
jection auf  eine  beliebige  Ebene  ist  demnach  eine  Curve  vierter 
Classe. 

Wählt  man  insbesondere  die  Symmetrieebene  als  Pro- 
jeetionsebene, so  sind  von  einem  Punkte  derselben  bloß  zwei 
Tangenten  an  die  Projection  der  Berührungseurve  möglich,  deren 
jede  doppelt  zählt;  es  ist  mithin  die  vertieale  Projection  der 
ßerührnngscurve  eine  Curve  zweiter  Classe.  Mitbin  folgt 
der  Satz: 

161.  „  Wählt  man  als  vertieale  Projeetionsebene  die  Symmetrie- 
ebene der  Normalenfläche,  so  projideren  sich  die  Berührungseurven 
aller  jener  Kegel,  welche  der  Normalenßäche  aus  Punkten  dieser 
Symmetrieebene  umschrieben  sind,  auf  die  besagte  Ebene  als  Kegel- 
schnitte. " 
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Dieser  Satz  gilt  insbesondere  auch  von  der  Strietionslinie, 
da  diese  bekanntlich  die  Berühr ungscurve  der  Normalenfläclie 
mit  dem  derselben  aus  dem  Scheitel  des  Leitkegels  umsehriebeaen 
Kegel  ist. 

§.  198. 

Construction  ilei-  Tangentialebene  in  einem  beliebigen  Punkte  der 

Normal  eufläclien. 

Wenn  anf  irgend  einer  windseliiefen  Fläche  eine  Erzeu- 
gende gegeben  ist  und  auf  dieser  Erzengenden  drei  Punkte 
sammt  ihren  Berahruügsebeaen  als  bekannt  vorliegen,  so  kauu 
man  zu  jedem  wilikurlichen  vierten  Punkte  dieser  Erzeugenden  die 
zugehörige  Berührungsebene  construieren ,  indem ,  wie  wir  bereits 
wissen,  die  Eeihe  der  Punkte  auf  einer  Erzeugenden  der  windschiefen 
Fläche  KU  dem  ßüBchel  der  ihnen  entsprechenden  Berührungsebenen 
projectivisch  ist. 

Nehmen  wir  demnach  auf  einer  Erzeugenden  (N,„  A"',,)  (Taf.  XII, 
Fig.  51)  der  Normalenfläche  einen  heliebigen  Punkt  (x,  x')  an,  und 
sol!  die  Berührungsebene  in  diesem  Punkte  coustruiert  werden,  so 
kann  von  der  oben  angeführten  Eigenschaft  folgendermaßen  Gebrauch 
gemacht  werdeu. 

Die  Tangentialebene  der  Normalenüäche  in  dam  Fußpunkte 
(a,  a')  der  Erzeugenden  (A'a,  N\)  ist  durch  die  Erzeugende  und  durch 
die  Tangente  ('„  des  Leitkegelschnittes  im  Punkte  a'  vollkommen 
bestimmt. 

Die  Tangentialebene  der  Normalenfläche  in  dem  Punkte 
(«,«'),  in  welchem  die  Erzeugeade  (Nu,  N'a)  die  Doppelgerade  i> 
-trifft,  ist  durch  die  genannte  Erzeugeade  (JVo,  N'„)  und  die  letzt- 
bezeichnete Doppelgerade  festgestellt. 

Die  Trace  Ci,  derselben  auf  der  horizontalen  Projectiousebene  ist 
die  Verbind ungsgerade  des  Punktes  a'  mit  dem  horizontalen  Dureh- 
stoßpunkte  P  der  Doppelgeraden  D. 

Endlich  ist  auch  die  asymptotische  Ebene  der  Erzeugenden 
{Na,N'a),  d,  i.  Jene  Ebene  U,  welche  die  Normalenfläche  in  dem 
unendlich  fernen  Punkte  m  der  Erzeugenden  (iV,i,  N'a)  berfihrt,  bekannt. 

Besagte  Ebene  (J  ist  nämlich  diejenige,  welche  durch  die  Erzeu- 
gende {Na,  N'a)  senkrecht  zu  der  Erzeugeaden  {Sa,S'a')  des  Leitkegels 
gelegt  wird.  Die  Traeen  K  üi,  derselben  sind  demnach  zu  den  Pro- 
jectionen  der  Kegelerzeugendea  (Sa,S'a')   senkrecht. 

Wir  kennen  mithin  auf  der  Erzeugenden  {Na,  N'a)  drei  Punkte 
a,  K  und  M,   sowie   die   denselben   entsprechenden   Beruhrungsebeaen 
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A^Äi,,  e„ei,  Z7,  Z7(.  ußd  kiSDnen  folglich  mit  Hilfe  derselben  zu  dem 
Punkte  (X,  x')  der  nämlichen  Erzeugenden  die  Tangentialebene 
B^Bi,  projectivisch  construieren. 

§.  199. 

Die  Normalenfläclie  eines  Kegels  zweiten  Grades  läugs   eines  zu  einer 

Fokallinie  senkrechten  Schnittes. 

Es  ist  bekannt,  dass,  wenn  ein  Kegel  durch  eine  Ebene  ge- 
schnitten wird,  welche  zu  einer  der  beiden  Focalliuien  des 
Kegels  senkrecht  steht,  die  Schnittcurve  eia  Kegelschnitt  sei, 
während  einer  der  Brennpunkte  desselben,  der  Schnittpunkt 
der  Ebene  mit  der  genannten  Focallinie  ist. 

Ist  daher  (A',  K'}  (Taf.  IX,  Fig.  52)  der  Leitkegelschnitt,  den 
wir  in  der  horizontalen  Projeetionsebene  liegend  annehmen,  so  reprä- 
sentiert für  den  zu  betrachtenden  Fall  einer  der  beiden  Brennpunkte 
dieses  Leitkegelschnittes,  beispielsweise  S',  bereits  die  horizontale  Pro- 
jection  des  Kegelseheit eis.  Die  verticale  Projection  desselben 
wählen  wir  willkürlich  und  sei  dieselbe  allenfalls  in  S  gelegen. 

Als  verticale  Projeetionsebene  setüen  wir  diesfalls  die- 
jenige Ebene  voraus,  welche  durch  die  Brennpunktsachse  des 
Kegelschnittes  K'  geht. 

Vor  altem  wird  es  sich  um  die  Bestimmung  der  Doppel- 
curve  der  Normalenfläche  handeln. 

Aus  der  Betrachtung  des  allgemeinen  Falles  wissen  wir  bereits, 
dass  die  horizontalen  Tracen  der  doppelt  berührenden 
Ebenen,  d.  i,  solcher  Ebenen,  welche  awei  Erzeugende  der  Normalen- 
fläche enthalten,  auf  der  Verbindungslinie  ihres  Poles,  in  ßeaug  auf 
den  Leitkegelschnitt  K',  mit  dem  Punkte  S'  senkreekt  stehen  müssen. 

Im  vorliegenden  Falle  ergibt  sich  sofort,  dass  jede  zur  Brenn- 
punktsachse senkrechte  Gerade  als  Trace  einer  derartigen 
Ebene  betrachtet  werden  kann;  denn  ihr  Pol  liegt  auf  der  Brenn- 
punktsachse und  die  Verbin duugsgerade  desselbea  mit  dem  Punkte  S' 
ist  diese  Breanpuaktsaehse  selbst. 

Es  ist  aber  leicht  nachzuweisen,  dass  auch  jede  durch  S' gehende 
Gerade  Uh  als  Trace  einer  doppelt  berührenden  Ebene  betrachtet 
werden  kaun. 

Wie  vorausgesetzt,  ist  nämlich  Ä'  eiu  Brennpunkt  des  Leit- 
kegelschnittes K'.  Aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte  wissen  wir 
aber,  dass  der  Pol  x  einer  durch  den  Brennpunkt  S'  gezogenen  Ge- 
raden Eh  auf  derjenigen  Geraden  S'x  liegt,  welche  man  in  S'  auf  die 
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Gerade  E/,  sentreeht  führt.     Die  Verbindnngsgerade  von  S'  toit  dem 
Pole  X  von  Ei,  ist  somit  seakreeht  zu  E^. 

Dieses  Ergebniss  sagt  aber  niclits  anderes  ans,  als  dass  Ei,  die 
Trace  einer  doppelt  berührenden  Ebene  der  Kormalen- 
f lache  darstelle. 

Die  Gerade  Ei,  trifft  den  Leitkegelschnitt  K'  in  den  Punkten  a\ 
uüd  »'j.  Die  Normalen  N\  und  N%  des  Leitkegelsehaittes  K'  in  den 
besagten  Punkten  sind  die  horizontalen  Projectionen  der  in  der  doppelt 
bei'ührenden  Ebene  EgEh  liegenden  Erzeugenden,  und  der  Schnittpunkt 
D'  ?oa  N\  und  N'^^  ist  die  horizontale  Projection  eines 
Puübtes  der  Doppelcurye  der  Wormalenfläche, 

Wenn  sieh  Eh  um  S'  dreht,  so  wird  D'  die  horizontale  Pro- 
jection der  Doppelenrve,  resp.  einen  Theil  derselben  durchlaufen. 

Wir  wollen  diese  Doppelcurve  näher  bestimmen. 

Die  Verbindungsgerade  t\  der  Punkte  x  und  a\  ist  die  Tan- 
gente von  K'  im  Punkte  a\.  Denken  wir  uns  den  Punkt  a\  mit 
dem  aweiten  Brennpunkte  F'  des  Kegelschnittes  K'  yerbnnden,  so 
sind  offenbar  N',  und  t\  die  Winkelhaibierenden  des  Winkels  F'a\S'\ 
es  werden  hiermit  die  vier  Strahlen  t\,N\,Ei,  und  a\F'  harmo- 
nisch sein. 

In  gleicher  Weise  findet  man,  dass  die  Taugente  t',,  im  Punkte 
a'„  durch  die  Gerade  xa\  dargestellt  werde.     Verbindet  man  a'^  mit 
F',  so  ergeben  sich  wieder  vier  harmonische  Strahlen  und  zwar: 
N\,t\,Eh  UQd  a'a-P'a. 

Ordnen  wir  nun  die  Strahlen  der  beiden  harmonischen  Gebilde 
einander  projectivisch  zu,  und  zwar  derart,  dass  sich  die  Strahlen: 
J/'',  und  N\;  t\  und  t'^;  a\S'  irnd  a\S',  sowie  auch  a\F'  und  a\F 
entsprechen,  so  sind  die  beiden  Vierstrahlen  offenbar  perspec- 
tivisch,  da  awei  entsprechende  Strahlen,  nämlich  «',5'  und  a'^S', 
in  die  Verbindungslinie  Ei,  der  Scheitel  a\  und  a'^  fallen. 

Die  Schnittpunkte  F',  x  und  D'  liegen  daher  auf  einer  und 
derselben  Geraden,  d,  i.  auf  dem  perspecti vischen  Durch- 
schnitte, oder  mit  anderen  Worten:  Der  Schnittpunkt  D'  der  Nor- 
malen des  Leitkegelschnittes  in  den  Endpunkten  einer  durch  den 
Brennpunkt  S'  gehenden  Sehne  Ek  liegt  auf  der  Verbindungslinie  des 
Poles  dieser  Sehne  mit  dem  zweiten  Brennpunkte  F. 

Bezeichnen  wir  ferner  den  Schnittpunkt  der  beiden  Geraden  Ek 
und  F'x  mit  R' ,  so  ist  einleuchtend,  dass  die  vier  Punkte  F\D', 
E'  und  X  gleichfalls  harmonisch  sind.  Denken  wir  uns  dieselben 
von  dem  Punkte  j/,  in  welchem  F/,  die  Polare  s  des  Brennpunktes  S' 
(Direetris)  trifft,  auf  die  Brennpunktsachse  .F'Ä' projiciert,  so  erhalten 
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wir  als  Projectionen  der  vier  Punkte  F',  D',  B'  und  x  die  vier  Punkte 
F',  ä',  S'  und  m,  welche  offenbar  wieder  harmoßisch  sind. 

Naclidem  die  drei  Punkte  F',  S'  und  m  lis,  d.  h.  unabhängig 
von  der  Sehne  Ei,  sind,  so  gilt  das  Gleiche  auch  von  dem  vierten 
harmoüisehen  Punkt  s'. 

Hieraus  folgt,  dass  der  Punkt  D'  auch  auf  jener  Geraden  liege, 
welche  den  festen  Punkt  s'  mit  dem  Punkte  »/  verbindet,  welch  letz- 
terer sich  als  Schnitt  der  Sehne  Ei,  mit  der  Diieetrix  s  ergibt. 

Die  Punkte  x  und  y  sind  aber  zwei  conjugierte  Punkte 
der  Polarinvolution  auf  s.  Dreht  sich  mithin  die  Gerade  E^  um 
S',  so  beschreiben  die  beiden  Punkte  x  und  y  zwei  projectivische 
Punktreihen  auf  s.  Diese  beiden  Punktreihen  werden  aus  den  festen 
Punkten  F'  und  s'  durch  zwei  projectivische  Strahlenbüsehel  projiciert. 

Der  Schnittpunkt  V  zweier  entsprechenden  Strahlen  ist  nun 
einerseits  die  horizontale  Projection  eines  Punktes  der 
Doppelcurve  und  andererseits  ein  Punkt  des  durch  die  beiden 
projectivisehen  Büschel  F'  und  0'  erzeugten  Kegelschnittes.  Es 
gilt  daher  der  Satz: 

162.  „Die  Jiorisontale  Projection  eines  Theües  der  Doppelcurve 
ist  ein  Kegelschnitt  Z",  welcher  durch  die  beiden  FwnMe  F'  und  e' 
geht" 

Berücksichtigt  man,  dass  zu  der  Geraden  Eh  eine  symmetri- 
sche Gerade  E'/,  in  Bezug  auf  F'S'  als  Symmetrieachse  existiert, 
dass  also  jedem  Punkte  D'  ein,  in  Bezug  auf  S'F'  symmetrisch  ge- 
legener Punkt  entspricht,  so  gelangt  man  au  dem  Schlüsse,  dass  die 
Gerade  F's'  eine  Achse  orthogonaler  Symmetrie  sei,  d.  i. 
eine  Hauptachse  des  vom  Punkte  D'  beschriebenen  Kegel- 
schnittes S'  darstelle. 
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Zweiter  Abschnitt. 

X.  Cnpitel. 

Theorie  der  Rotationsfläc lieti. 

§.  200. 
Ei'zengnngs weise  (lieser  Fläclien. 

Drelit  sich  irgend  eine  beliebig'e  ebene  oder  rütimlicli 
gekrüromte  Gurve  ohne  ihre  Gestalt  zu  ändern,  um  eine 
feste  Gerade,  so  ist  der  Ort  aller  Lagen  dieser  Curve  eine  Fläche, 
welche  eine  „Drehfläche",  „ßotatioasfläehe"  oder  „Revoln- 
tionsfläehe"  genannt  wird. 

Die  feste  Gerade,  um  welcbe  die  Drehung  erfolgt,  heißt  die 
„Drehachse",  „Rotationsachse",  oder  l;urz  die  „Achse"  der 
Rotations-  oder  ünidrehungsfläcbe. 

Der  gegebenen  Definition  entsprechend,  beschreibt  jeder  Punkt 
der  erzeugenden  Curve  bei  der  Drehung  der  letzteren  um  die 
Rotationsachse  einen  Kreis,  dessen  Ebene  irar  Rotationsachse  senk- 
recht steht,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Rotationsachse  liegt  und  dessen 
Radius  dem  jeweiligen  Abstände  des  beschreibenden  resp-  beweglichen 
Punktes  der  oberwähnten  Curve  von  der  Rotationsachse  gleich  ist. 
Jeder  so  entstandene  Kreis  wird  ein  „  P  a  r  a  1 1  e  1  k  r  e  i  s  "  der 
Rotationsfläche  genannt. 

Da  jeder  Punkt  eines  solchen  Parallelkreises  bei  der  Um- 
drehung um  die  vorbezeichnete  Achse  immer  wieder  den  nämlichen 
Kreis  durchläuft  und  diese  Kreise  in  ihrer  Aufeinanderfolge  stets  dieselbe 
Pläehe  hervorbringen,  so  ist  einleuchtend,  dass  jede  beliebige  auf 
der  Rotationsfläche  liegende,  die  sämmtlichen  Parallel- 
kreise schneidende  Curve,  bei  ihrer  Umdrehung  um  die  Achse 
immer  wieder  die  nämliche  Rotationsfläche  erzeugen  wird. 
Dieses  Ergebnis  führt  zu  dem  Satze: 
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16S.  „Eine  Rotationsfläche  liann  durch   Umdrehung  jeder  helie- 
iigen  auf  der  Fläche  liegenden  Curve  um  die  Rotationsachse  erzeugt 


Selbstverständlieh  muss  besagteCurve  alle  Parailelkreise  schneiden. 
Von  dem  eben  aufgestellten  Satze  machen  daher  natürlich  die  Parailel- 
kreise als  solche  eine  Ausnahme. 

Der  obige  Satz  kann  auch  in  nachstehender  Form  ausgesprochen 
werden: 

164.  „Auf  jeder  liotationsftäcJie  gibt  es  tmendlich  viele  Scharen 
congruenter  Curven.^' 

Der  Definition  oder  beziehungsweise  den  Eigenschaften  der 
Parallelkreise  entsprechend,  hat  man  demnach  für  eine  Rotationsfläche 
auch  folgende  Erzeugungsweise; 

165.  „Beioegt  sich  ein  veränderlicher  Kreis  derart,  dass  dessen 
Ebene  stets  senkrecht  zu  einer  festen  Geraden  und  sein  Mittelpunkt 
ununterbrochen  auf  dieser  Geraden  bleibt,  während  seine  Peripherie 
stets  durch  einen  Funkt  einer  festen  Curve  gelii ,  die  jedoch  nicht  in 
einer  su  der  obertoähnten  Geraden  senJcrechten  Ebene  liegt,  so  erzeugt 
dieser  Kreis  eine  Rotationsfläche,  und  gwar  diejenige,  welche  auch 
durch   Umdrehung  der  Curve  selbst   um  die  feste  Gerade  entsteht.'^ 

§.  201. 

Denken  wir  uns  weitera  eine  beliebige  Rotationsfläche  durch  eine 
Ebene,  welche  die  Rotationsachse  enthält,  geschnitten. 

Die  mit  dieser  Ebene  resultierende  Schnitteurre  der  Rotations- 
fläche kann  als  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  sehneidenden 
Ebene  mit  den  sämmtlichen  Parallelkreisen  angesehen 
werden. 

Die  zwei  Punkte,  in  welchen  die  besagte  Ebene  jeden  der 
Parallelkreise  schneidet,  sind  offenbar  Endpunkte  eines  Durch- 
messers dieses  Parallelkreises,  welche,  da  dieser  Durchmesser  zur 
Achse  senkrecht  steht,  eine  gegen  dieselbe  symmetrische  L^e  ein- 
nehmen. Es  wird  hiernach  auch  die  ganze  Schnittearve  in  Bezug 
auf  die  Rotationsachse  orthogonal  symmetrisch  sein. 

Die  sieh  so  ergebende  Schnittcitrve  nennt  man  eine  „Meridian- 
curye"  oder  kurz  einen  „Meridian"  der  Rotationsfläche. 

Da  (nach  Satz  163)  die  Rotationsfläche  auch  durch  Umdrehung 
des  Meridians  um  die  Achse  erzeugt  werden  kann,  folgt  der  Satz: 

166.  „Eine  Rotationsfläche  besitzt  unendlich  viele  untereinander 
congruente  Meridiane ,  deren  jeder  eine  gegen  die  Rotationsachse 
symmetrische  Curve  i 
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§.  202. 

In  orthogonaler  Projeetion  pflegt  man  eine  Rotationsfläche  ge- 
wöhnlieh so  darzustellen,  dass  die  Rotationsachse  börizontal- 
projicierend  erseheint ,  oder  doch  wenigstens  eine  zur  y er t i- 
ealen  Projeetionsebene  parallele  Lage  annimmt.  Unter  dieser 
Voraussetzung  kann  selbstveratändiich  durch  die  Achse  immer  eine 
zur  vertiealeu  Projeetionsebene  parallele  Ebene  gelegt  werden.  Die 
letztere  wird  sodann  die  „Hauptmeridiaa ebene"  und  der  in  ihr 
liegende  Meridian  der  „Hauptmeridian"  genannt. 

Denken  wir  uns  eine  ebene  Curve  n-ter  Ordnung  um  eine  in 
der  Ebene  dieser  Curve  liegende  Gerade  gedreht,  so  erzeugt  dieselbe 
eine  Rotationsfläche,  weiche  von  der  2)i-ten  Ordnung  ist,  da 
ihr  Schnitt  mit  der  bezeichneten  Ebene  nicht  nur  aus  der  ursprünglich 
gegebenen  Curve,  sondern  auch  aus  der  ihr,  in  Beaug  auf  die  Dreh- 
achse, symmetrisch  liegenden  Curve  w-ter  Ordnung  besteht  und  folglich 
eine  (degenerierte)  Curve  2n-tev  Ordnung  repräsentiert. 

Nur  in  dem  Falle,  wenn  die  Drehungsachse  gleichzeitig 
eine  Achse  orthogonaler  Symmetrie  für  die  Cnrve  w-ter  Ord- 
nung ist,  entsteht  eine  ümdrehungsfläche  n-ter  Ordnung,  da  in 
diesem  Falle  die  gegebene  Curve  w-ter  Ordnung  bereits  den  vollen 
Meridian  darstellt.     Es  besteht  daher  der  Satz : 

167.  „Eine  Curve  n-ter  Ordnung  erzeugt  bei  ihrer  Umdrehung 
um  eine  in  ihrer  Ebene  liegende  Gerade  eine  Rotationsfläche  2n-ter 
Ordnung.  Ist  jedoch  diese  Gerade  eine  Achse  orthogonaler  Symmetrie 
für  die  Curve,  so  ist  die  Rotutionsfläche  von  der  n-ten  Ordming." 

Diesem  Satae  zufolge  erzeugt  eine  Gerade,  welche  gegen 
die  Rotationsachse  symmetrisch  liegt,  dieselbe  also  recht- 
winklig schneidet,  eine  Kotationsfläche  erster  Ordnung,  d.  i.  eine 
Ebene;  eine  Gerade  dagegen,  welche  die  Rotationsachse  schief- 
winklig schneidet,  eine  Rotations-  (Kegel-)  Fläche  zweiten 
Grades;  ein  Kegelschnitt,  welcher  um  eine  seiner  Achsen 
rotiert,  eine  Rotationsfläche  zweiten  Grades;  ein  Kegelschnitt 
dagegen,  welcher  um  eine  beliebige  Gerade  seiner  Ebene  rotiert, 
eine  Rotationsfläche  vierter  Ordnung  u.  s.  w. 

§.  203. 
Die  Ordnung    einer    Rotationsfläche,    welche  durch   eine 
beliebige    elene    oder    Kaumcurve    «-ter    Ordnung    bei   ihrer 
Drehung  um  eine  gegebene  Gerade  erzeugt  wird,  kann  übrigens   auch 
ganz  allgemein  bestimmt  werden. 
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Sei  Z  die  ßotationsachse  und  C  die  beliebig  gegebene  Curfe 
M-ter  Ordnung,  welche  bei  der  Umdrehung  um  Z  die  Rotationsfläche 
beschreibt. 

Die  Ordnung  dieser  Fläche  wird,  wie  bereits  bekannt,  durch 
die  Anzahl  der  Punkte  festgestellt,  welche  sie  mit  einer  beliebigea 
Geraden  ^  des  Raumes  gemein  hat. 

Da  die  Lage  der  besagten  Geraden  g  eine  ganz,  willkürliche  ist, 
wählen  wir  der  Einfachheit  wegen  eine  Gerade  g  derart,  dass  sie  die 
Rotationsachse  Z  schneidet. 

Setzen  wir  voraus,  es  sei  a  ein  Punkt,  welchen  die  oberwähute 
Gerade  ij  mit  der  Rotationsfläche  gemein  habe.  Drehen  wir  diese  Gerade 
g  um  die  Rotationsachse  Z,  so  erzeugt  dieselbe  eine  Rotationsfläche 
TOm  aweiten  Grade,  während  der  Punkt  «  einen  Kreis  Ä^  beschreibt, 
welcher  einen  Parallelkreis  dieses  Rotationskegels  sowolil,  als  auch 
der  fraglichen  Rotationsfläche  darstellt. 

Dieser  Kreis  K  sehneidet  selbstverständlich  auch  die  C«rve  C, 
da  diese  auf  der  Rotationsfläche  liegt,  in  einem  Punkte,  welcher 
gleichzeitig  einen  Schnittpunkt  dieser  Curve  'G  mit  dem  Rotations- 
kegel repräsentiert.  Das  Gleiche  gilt  von  jedem  anderen  Punkte, 
welcher  der  Geraden  g  sowohl,  als  auch  der  Rotationsfläche  {Z,  G) 
angehört. 

Die  Gerade  g  trifft  mithin  die  Rotationsfläche  in  ebenso  vielen 
Punkten,  als  die  Curve  G  Punkte  mit  dem  von  der  Geraden  g  er- 
zeugten Eotationskegel  gemein  hat.  Nachdem  aber  die  besagte  Kegel- 
fläehe  vom  zweiten  Grade  und  die  Curve  von  der  w-ten  Ord- 
nung ist,  so  ist  die  Zahl  dieser  Punkte  gleich  2«.  Es  gilt  dem- 
nach der  Satz : 

168.  „Eine  Maumcurve  n-ter  Ordnung,  welche  sich  um  eine 
beli^ige  Gerade  im  Räume  dreht,  erzeugt  im  allgememen  eine  Rota- 
tionsfläche, die  von  der  2n-ten  Ordnung  ist.'^ 

§.  204. 

Der  eben  aufgestellte  Satz  gilt  aber  ofi'enbar  nur  insolange,  als 
die  Curve  C  gegen  die  Rotationsachse  Z  eine  allgemeine  Lage  besitzt. 
Besondere  Symmetrieverhältnisse  in  der  Lage  derselben 
können  die  Ordnung  der  Rotationsfläche  auf  die  Hälfte  reducieren. 

Setzen  wir  beispielsweise  voraus,  es  existiere  eine  Ebene,  welche 
durch  die  Achse  Z  geht  und  in  Beaug  auf  welche  die  Curve  G  ortho- 
gonal-symmetrisch liegt,  oder  mit  anderen  Worten,  die  Curve  C 
besitze,  falls  sie  eben  ist,  eine  Achse  orthogonaler  Symmetrie, 
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welche  ölne  derartige  Lage  bat,  dass,  indem  sie  die  Kotatioasaelise 
in  einem  Punkte  schneidet,  mit  derselben  eine  zur  Ebene  der  Garve 
G  senkrechte  Ebene  bestimmt. 

Ist  sodann  g  eine  beliebige,  die  Achse  Z  schneidende  Gerade, 
welche  bei  der  Umdrehung  um  Z  eine  Eotationskegelfläche 
zweiten  Grades  beschreibt,  so  ist  einleuchtend,  da  dieselbe  die 
rorgenannte  Symmetrieebene  der  Curve  0  ebenfalls  zur  Symmetrie- 
ebene hat ,  dass  auch  ihre  2n  Schnittpunkte  mit  C  gegen  diese 
Ebene  paarweise  symmetrisch  liegen.  Diese  2«  Punkte  geben 
daher  nur  zur  Entstehung  von  n  Parallelkreisen  Veranlassung, 
■welchem  Umstände  zufolge  die  Gerade  g  auch  die  Rotationsfläche  nur 
in  n  Punkten  schneiden  kann.     Dies  gibt  den  Satz: 

169.  „Besitet  eine  Curve  n-ter  Ordnung  eine  Ebene  orthogO' 
Haler  Symmetrie,  so  enseugt  sie  iei  der  Umdrehung  um  eine  in  dieser 
Symmeirie^ene  liegmde  Gerade  eine  Rotationsfläche  n~ter  Ordnung.'^ 

Offenbar  können  auch  noch  weit  allgemeinere  Beziehungen 
zwischen  der  Curve  C  und  der  Rotationsachse  bestehen,  welche  be- 
wirken, dass  die  Ordnung  der  Rotationsfläche  sich  von  2n  auf  n, 
oder  noch  weiter  herabmindert;  doch  wollen  wir  an  dieser  Stelle  auf 
die  eben  angedeuteten  Fälle  nicht  weiter  eingehen. 

§.  205. 

Sei  E„,  eine  beliebige  Meridianebene  irgend  einer  Eotatiousfiäche 
und  g  irgend  eine  zu  dieser  Ebene  senkrechte  Gerade,  welche  die 
Fläche  in  einer  gewissen  (natürlich  geraden)  Anzahl  von  Punkten 
trifft.  Die  Zahl  der  Schnittpunkte  wird  offenbar  doppelt  so  groß 
sein,  als  die  Anzahl  der  Parallelkreise,  in  welchen  die  durch  g  zur 
Rotationsachse  Z  senkrechte  Ebene  e  die  Fläche  schneidet. 

Seien  weiters  a,  und  a^  zwei  Schnittpunkte  der  Geraden  (/  mit 
der  Rotationsfläche,  welche  auf  dem  nämlichen  Parallelkreise 
K  in  der  Ebene  e  liegen.  Die  Ebene  e  schneidet  die  Meridiaoebene 
Um,  da  sie  auf  ihr  senkrecht  steht,  in  einem  zu  g  senkrechten 
Durchmesser  des  Parallelkreises  K.  Gegen  diesen  Durchmesser 
und  mitbin  auch  gegen  die  Meridianebene  E^  sind  daher  die  End- 
punkte d,  und  «3  der  Parallelkreissehue    g    symmetrisch. 

Das  Gleiche  gilt  von  allen  anderen  Paaren  von  Punkten  der 
Rotationsfläche,  welche  auf  Geraden  liegen,  die  zur  Meridianebene  Em 
senkrecht  stehen.  Die  besagte  Fläche  ist  daher  in  Bezug  auf  diese 
Meridianebene    symmetrisch.     Hiernach  der  Satz: 

■    170.   j,Jede   Meriäianeiene   theilt   die  Motationsfläche  in  zwei 
ortJwgonal  symmetrische  Hälften." 
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§.  206. 

Nehmen  wir  ferner  an,  es  seien  E'^  nud  E^m  zwei  beliebige 
Meridianebenen.  Die  in  denselben  liegenden  Meridiane  seien  M^ 
und  M^. 

Denken  wir  uns  einen  der  beiden  Winkel,  welche  diese  Meridian- 
ebenen miteinander  einsebiießen,  durch  eine  dritte  Meridianebene  E„ 
halbiert. 

Nachdem  sowohl  die  Rotationsfläche,  als  auch  die  Ebenen  E'm 
und  E\  gegen  die  Ebene  E„,  orthogonal  symmetrisch  sind,  so  gilt 
ein  Gleiches  auch  in  Betreff  der  beiden  Meridiancurven  M,  und  M^ ; 
es  lässt  sich  daher  durch  die  letzteren  ein  Cylinder  legen,  dessen 
Erzeugenden  zur  Winkelhalbierenden  Ebene  E^  senkrecht 
stehen.  Durch  die  beiden  Meridiancurven  M,  und  M^  lässt  sich  aber, 
wie  auf  dieselbe  Weise  nachgewiesen  werden  kann,  noch  ein  zweiter. 
CyÜnder  iegen,  dessen  Erzeugeaden  ku  der  uweiten  WinkeJhalbier- 
ebene  der  Ebenen  .£'„,  und  E\  senkrecht  sind.  Dieses  Ergebnis 
liefert  den  Satz: 

171.  „Durch  zwei  heliebige  Meridiancurven  einer  Botations- 
fläche  kann  man  stets  gwei  Cylinder  legen.  Die  Erseugenden  dieser 
Cylinder  stehen  "besiehungsweise  auf  jenen  Meridianebenen  senkredit, 
welche  die  Winkel  der  beiden  ersten  Meridianebenen  halbieren." 

§.  207. 

Setzen  wir  nun  insbesondere  voraus,  dass  die  beiden  Meridian- 
ebenen  E',„  und  E\,  unendlich  nahe  aneinander  Hegen,  oder 
mit  anderen  Worten,  in  eine  Ebene  zusammenfallen.  Dies  angenommen, 
fällt  offenbar  auch  die  eine  Winkelhalbierebene  mit  E^^  resp. 
E'm  zusammen. 

Der  durch  die  beiden  Meridiane  M,  und  M^  gebende  Cylinder 
ist  sonach  diesfalls  so  beschaffen,  dass  jedü  seiner  Erzeugenden  die 
beiden  unendlich  nahen  {oder  zusammenfaUenden)  Meridiane  J(f,  und 
M^,  also  auch  die  Kotatiousfläehe  selbst,  in  zwei  einander  unend- 
lich nahen  Punkten  schneidet,  und  mithin  eine  Tangente  der 
Fläche  darstellt. 

Diese  einfache  Betrachtung  führt  somit  zu  dem  Resultate,  dass 
der  obbezeichuete  Cylinder  der  Rotationsfiäehe  längs  des  Meridianes 
M,  in  welchem  M,  und  M^  vereinigt  sind,  umschrieben  sei.  Wir 
erhalten  daher  den  Speeialsatz : 
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173.  „Eine  üotationsßäcfie  wird  längs  jeder  Meridiancurve  von 
einem  Cylinder  berührt,  dessen  Erzeugenden  bu  der  entsprechenden 
Meridianebene  senhreeht  stehen.^ 


Jeder  Meridian  ist  daiier  als  ein  seukrecliter  Querschnitt 
des  der  Fläche  längs  dieses  Meridians  umschriebenen  Cylinders  zu 
betrachten.  Da  alle  Meridiane  der  Umdrehungsfläche  untereinander 
congruent  sind,  so  folgt,  dass  es  auch  die  sämmtlinhen  umschrie- 
benen Cylinder  sein  müssen.  Dieses  leicht  erzielte  Resultat  gibt  Ver- 
anlassung zu  der  folgenden  Entstehungsweise  der  Rotationsfiäehe : 

173.  „Besitst  ein  Cylinder  einen  senkrechten  Querschnitt  mit 
einer  Achse  orthogonaler  Symmetrie,  so  umhüllt  derselbe  bei  der  Dre- 
hung Mjw  diese  Achse  eine  Rotationsfläche,  und  ewar  dieselbe  Fläche, 
welche  der  genannte  Querschniit  bei  seiner   Umdrehung  erseugt." 

§,  209. 

Ist  irgend  ein  Cylinder  eicer  krummen  Fläche  umschrieben,  so 
ist  jede  Taugeatialebene  des  Cylindors  gleiehaeitig  auch  eine  Tan- 
gentialebene dieser  Fläcbe,  Der  Berührungspunkt  mit  der  letzt- 
genannten Fläche  ist  bekanntlich  der  Schnittpunkt  der  Beriih- 
rungserKöugenden  des  Cylinders  mit  jener  Curve,  längs  welcher 
der  Cylinder  die  Fläche  berührt. 

Ist  mithin  T  die  Tangentialebene  einer  ßotationsfläche  in  irgend 
einem  Punkte  a  derselben,  so  ist  T  auch  eine  Berührebene  desjenigen 
Cylinders,  welcher  die  EotationsSäche  längs  des  durch  a  gehenden 
Meridianes  M  berührt.  Nachdem  der  Cylinder,  also  auch  dessen 
sämmtliche  Beröhrebenen  zur  Ebene  Em  dieses  Meridians  senkrecht 
stehen,  so  folgt  aus  dieser  einfachen  Beti'achtung  der  Satz: 

174.  „Die  2'^angenUalebene  einer  Rotationsfläche  in  einem  ihrer 
PtmHc  steht  immer  auf  der  durch  diesen  SerührungspunJct  gehenden 
Meridianebene  senkrecht." 

§  210. 
Die  letatbewiesenen  Sätze  folgen  sämmtlich  aus  der  Eigenschaft, 
dass  jede  Rotationsfläche  dmch  jede  Meridianebene  symmetrisch  ge- 
theilt  wird.  Schließlich  sei,  auf  derselben  Grundlage  beruhend,  noch 
eine  wichtige  Eigeuachaft,  den  ebenen  Schnitt  einer  Rotations- 
fläche hetreffeud,  abgeleitet. 
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Es  ist  nämlich  an  uml  für  sich  klar,  dass,  falls  /.wei  Gebilde 
orthogonal-symmetrisch  gegen  dieselbe  Ebene  sind,  die  ihnen  gemein- 
samen Elemente  (Punkte,  Tangenten,  Tangentialebenen  etc )  gleich- 
falls paarweise  orthogonal  -  symmetrisch  gegen  diese  Ebene  sein 
müssen. 

Sine  Ebene  wird  bekanntlich  durch  jede  in  ihr  liegende  Gerade, 
sowie  auch  durch  jede  auf  ihr  senkrechte  Ebene  symmetrisch  getheiU. 

Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  Rotationsfläcfie  U  durch  eine 
ganz  beliebige  Ebene  e  geschnitten  und  sei  3  die  resultierende 
Schnitten  rve. 

Fuhren  wir  die  zur  gegebenen  schneidenden  Ebene  e  senkrechte 
Meridian  ebene  E„,  so  theilt  diese  sowohl  die  ßotationsfiäche,  als  auch 
die  Ebene  e  in  zwei  orthogonal-symmetrische  Hälften.  Den 
vorhergegangenen  Betrachtungen  gemäß  musb.  sodann  auch  die 
Schnittcurye  6  orthogonal-symmetrisLh  gegen  die  Meridianebene 
i?m  und  mithin  auch  orthogonal-symmetusch  gegen  die  Schnitfcgerade 
X  dieser  letzteren  Ebene  mit  der  schnellenden  Ebene  e,  oder  mit 
anderen  Worten,  die  letztgenannte  Schnittgei ide  j  muss  eine  Achse 
orthogonaler  Symmetrie  für  die  Schnittcurve  o  sein     Daher  der  Satz: 

175.  „Dem  ebenen  Schnitie  irgend  emej  Botatwnsßäcke  ent- 
spricht immer  eine  Achse  orthogonaler  Symmetrie  Diese  Achse  wird 
durch  die  Schnittgeraäe  der  gegebenen  schneidenden  Ebene  mit  der 
im  ihr  normalen  Meridianebene  dargestellt." 

§■■211. 
Tangentialebenen  imil  Berülirungstegel  icr  Ri>tationsfläcIien, 

Die  Tangentialebene  T  einer  Eotationsflache  in  einem  Punkte  a 
der  letzteren  ist  durch  zwei  Taugenten  der  Fläche  im  Punkte  a 
bestimmt. 

Es  ist  an  und  für  sich  klar,  dass  sich  zu  dieser  Bestimmung 
jene  Tangenten  t^  und  (g  am  besten  eignen,  welche  im  Punkte  a  an 
den  durch  denselben  geführten  Meridian  Ma  und  Parallelkreis  K^ 
gelegt  werden  können.  Übrigens  ist  die  Bedingung,  dass  die  Tan- 
gentialebene T  die  Tangente  t^  des  Parallelkreises  Ka  enthalten  solle, 
gleichwertig  mit  der  im  Satze  174)  ausgesprochenen  Bedingung,  dass 
sie  zur  Ebene  £™  des  Meridians  Ma  senkrecht  stehen  müsse. 

Denken  wir  nns  die  Tangente  t,  des  Meridians  M^  im  Funkte 
a  in  starrer  Verbindung  mit  diesem  Meridiane,  so  wird  dieselbe,  da 
sie,  als  Gerade  in  der  Meridianebene  Em ,    die    Ketationsachse    Z  in 
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einem  Punkte  S  schüeiden  muss,  bei  der  UmdrehuBg  um  Z  einen 
Eotationskegel  beschreiben,  während  der  Berührungspunkt  a  einen  der 
Rotationsfläche  sowohl  als  auch  dem  KotatioQskegel  angehörenden 
Parallelkreis  Ka  durchlaufen  wird. 

Jede  Erzeugende  dieses  Kegels  berührt  in  demjenigen  Punkte,  in 
welchem  sie  den  Kreis  Ka  sehneidet,  den  durch  diesen  nämlichen  Punkt 
gehenden  Meridian,  also  auch  die  EotatiousSäche  selbst.  Der  genannte 
Kegel  ist  somit  der  Kotationsfläehe  längs  des  Parallelkreises  Ka  um- 
schrieben.   Es  besteht  daher  der  Satz: 

176.  „Die  Tangenten  aller  Meridiane  einer  Rotationsfläche  in 
den  Funhten,  welche  einem  und  demselben  Parallelhreise  angehören, 
schneiden  die  Rotationsachse  in  demselben  Punkte  und  ergeugen  daher 
einen  der  Fläche  längs  des  Parallelkreises  umschriebenen  Rotations- 
kegel.'^ 

Oder  umgekehrt: 

177.  „Der  aus  einem  Punkte  der  Rotationsachse  einer  Rotations- 
fläche umschriebene  Kegel  ist  ein  Rotationshegel,  welcher  mit  der 
Rotationsfläche  eoachsial  ist  und  dieselbe  längs  eines  Parallellcreises 
berührt. " 

§.  212. 

Da  eine  Beiührungsebene  T  der  Rotationsfiäehe  in  einem  Punkte 
a  eines  Parallelkreises  Ka  die  Meridiantangente  t^  des  durch  a  gehen- 
den Meridians  Ma  enthält,  und  folglich  die  Kotationsaehse  Z  iu  dem 
nämlichen  Punkte  S  trifft,  in  welchem  die  Gerade  t^  dieselbe  schneidet, 
oder,  nachdem  die  Tangentialebene  eines  einer  Eiäche  umschriebenen 
Kegels  auch  diese  Fläche  und  zwar  in  einem  Punkte  der  Berübrungs- 
curye  tangiert,  so  folgt  aus  dem  vorstehenden  Satze  unmittelbar  auch 
der  f 


178.  „Du  Tartgentialehenen  einer  Rotationsfläche  in  den  Punkten 
emes  t<nd  desselben  Parallelkreises  schneiden  die  Rotationsachse  in 
einem  und  demselben  Punkte  tmd  sind  zugleich  Tangentialebenen  des 
de)  Rntationsflachp  längs  jenes  Parallellcreises  umschriebenen  Kegels." 

§.  213. 

Unter  der  Normalen  einer  Fläche  in  einem  Punkte  a  ver- 
steht man  bekanntlich  die  Senkrechte,  welche  durch  den  betreffenden 
Punkt  a  senkrecht  zur  Tangentialebene  T  der  Fläche  in  dem 
nümlichen  Punkte  a  gezogen  werden  kann. 
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Hiernach  haben  Bwei  Flächen,  weiche  sich  längs  einer  Carve 
berühren,  in  jedem  Punkte  der  letzteren  eiüe  gemeinschaftliche 
Normale. 

Der  geonietriache  Ort  der  Normalen  eines  geraden  Kreis-  oder 
Kotationskegela  längs  eines  Kreises  ist  wieder  ein  Eotatioaskegel, 
dessen  Scheitel  auf  der  Rotationsachse  des  ersteren  liegt. 

Znm  Behufe  der  Rechtfertigung  des  Gesagten,  denke  man  sich 
diesfalls  bloß  ein  rechtwinkeliges  Dreieck  um  seine  Hypotenuse  ge- 
dreht, so  wird  hierbei  jede  der  beiden  Katheten  einen  Kotationskegel 
erzeugen  und  mird  hievon  der  eine  unmittelbar  der  normale  Kota- 
tionskegel zu  dem  anderen  sein. 

Der  geometrische  Ort  der  Normalen  einer  Kotationsfläche 
in  den  Punkten  eines  Parallelkreises  ist  daher  gleichzeitig  der  geome- 
trische Ort  der  Normalen  jenes  Eotationskegels,  welcher  der  Fläche 
längs  des  genannten  Parallelkreises  umschrieben  wird  und  mithin 
wieder  ein  ßotationskegel ,  welcher  mit  der  liotationsfiäehe 
coachsial  ist. 

Da  die  Normale  der  Fläche  auf  allen  Fläch entangenten  in  dem 
entsprechenden  Fußpunkte  senkrecht  steht,  so  ist  die  besagte  Senk- 
rechte gleichzeitig  auch  eine  Normale  der  Meridiantangente, 
also  aucb  des  Meridians  selbst.  Hiernach  gelangen  wir  zu  dem 
Satze: 

179.  „Die  Normalen  einer  Botationsfläcke  in  den  Fmikten  eines 
FaraUelkreises  bilden  einen  mit  der  Motationsfläcke  coacksialen  Rator- 
tionskegel.  Jede  Ih'eeitgende  dieses  Kegels  ist  auch  eine  Normale  des 
Meridians,  welcher  in  der  durch  diese  Normale  bestimmten  Meridian- 
ebene  liegt,  in  demjenigen  PiinUe,  in  welchem  der  Meridian  von  dem 
vorgenannten  Parallelkreise  getroffen  wird. 

§.  214. 
Denken  wir  uns  an  den  Meridian  Ma  einer  Eotationsfläche  eine 
Tangente  ta  parallel  zur  Eotationsaehae  Z  gefilhrt ;  a  sei  der  jßerüh- 
rungspunkt  derselben.  Denken  wir  uns  ferner  die  besagte  Tangente  ta 
mit  dem  Meridian  Ma  in  starrer  Verbindung  und  drehen  wir  beide 
um  die  Rotationsachse  Z,  so  erzeugt  hierbei  die  Tangente  („  einen 
Cylinder,  welcher  der  Rotationsfläche  längs  jenes  Parallelkreises  um- 
schrieben ist,  der  von  dem  betreffenden  Punkte  a  bei  der  Umdrehung 
durchlaufen  wird, 

Ist  die  MeridiancurFe  Ma  gegen  die  Rotationsachse  2  concav,  liegt 
also  der  dem  Berührungspunkte  a  der  Tangente  t^  benachbarte  Theil 
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der  Curve  zwisclieii  dieser  Tangente  tu  und  der  Efltationsaehse  Z,  so 
repräsentiert  der  Punkt  a  den  von  der  Rotationsachse  Z  entfern- 
testen Punkt  des  umliegenden  Theiles  der  Meridianeurve  und  mithin 
der  von  a  beschriebene  Parallelkreis  einen  größten  Parallelkreis  der 
Kotationsfläche,  Eiuen  solchen  größten  Parallelkreis  pflegt 
man  einen  „Äquator"  und  seine  Ebene  eiue  „Äquatorialebeöe" 
der  Rotationsfläche  zu  nennen. 

Es  ist  einleuchtend,  dass,  wenn  sich  parallel  zur  Rotationsachse 
an  mehrere  Theile  der  Meridianeurve  Tangenten  derart  ziehen  lassen, 
dass  sie  im  Vereine  mit  der  Rotationsachse  Z  die  umliegende  (dem 
Berührungspunkte  benachbarte)  Curvenpartie  einschließe]],  einer  Rota- 
tionsfläche mehrere  Äquatoren  entsprechen  können,  unter  allen  diesen 
möglichen  Äquatoren  kann  man  den  größten  derselben  als  den 
„Hauptäquator"  bezeichnen. 

Die  vorerwähnte  Meridianeurve  kann  jedoch  auch  ein  ent- 
gegengesetztes Verhalten   zeigen. 

Kehrt  nämlich  ein  Theil  der  Meridianeurve  der  Rotationsachse  Z 
ihre  convexe  Seite  zu,  so  wird  diese  Curvenpartie,  wean  man  an 
dieselbe  eine  /u  Z  parallele  Tangente  t^  zieht,  außerhalb  des  von  4 
und  Z  gebildeten  Streifens  liegen.  Der  Berührungspunkt  a  wird  dem- 
gemäß von  der  Achse  Z  eine  Minimalentfernung  haben.  Infolge 
dessen  wird  der  von  a  beschriebene  Parallelkreis  ein  kleinster 
Parallelkreis  sein,  welchen  man  als  „Kehlkreis"  zu  bezeichnen 
pfiegt. 

Es  ist  wieder  an  und  für  sich  klar,  dass  die  Zahl  derartiger 
Keilkreise,  welche  einer  vorliegenden  Rotationsfläche  zukommen,  bloß 
durch  die  Form  der  Meridianeurve  bedingt  erscheine. 

Den  kleinsten  unter  all  den  möglicherweise  sieb  ergebenden 
Kehlkreisen  wollen  wir  wieder  den  „Hauptkehlkreis"  nennen. 

Je  nach  der  Natur  der  Meridianeurve  kann  es  auch  vorkommen, 
dass  eine  Rotationsfläche  zwar  einen  Äquator,  aber  keinen  Kehl- 
kreis (das  einfachste  diesbezSgliehe  Beispiel  bildet  die  Kugel),  oder 
aber  einen  Kehlkreis  und  keinen  Äquator  (beispielsweise  das 
Rotationshyperboloid),  oder  endlich  einen  Kehl  kr  eis  und  einen 
Äquator  (Ringfläche)  besitzt. 

Ebenso  kann  auch  der  Fall  eintreten,  dass  bei  einer  vorgegebenen 
Rotationsfläche  weder  ein  Kehlkreis,  noch  eiu  Äquator  im 
eigentlichen  Sinne  des  Wortes  auftritt.  Ein  Beispiel  hiefftr  bietet 
allenfalls  jere  Rotationsfläche,  welche  durch  Umdrehung  eines  Hyperbel- 
astes um  eine  seiner  Asymptoten  entsteht. 
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Obwohl  selbstvfirstäiidlioli,  sei  cloeh  erwahot,  dass  der  einer  Ro- 
tätionsfiäche  längs  eines  Äquators  umschriebene,  zur  Eotationsachse 
paraüele  Cylinder  die  Fläche  von  außen,  und  ein  derselben  längs 
eines  Kehlkreises  umschriebene,  zur  Eotationsachse  paralleler  Cylinder 
dieselbe  von  innen  berühre. 

Ein  uneigentlicher  Äquator  oder  Kehlkreis  entsteht  auch 
durch  Umdrehung  eines  der  Meridianeurve  angehörenden  Kückkehr- 
punktes  und  zwar  der  erstere,  wenn  die  Spitze  der  besagten  Curve 
der  Rotationsachse  abgewendet,  und  der  zweite,  wenn  diese  der  Dreh- 
achse zugekehrt  ist. 

§.  215. 

Gelegentlich  vorausgeschickter  Untersuchungen  und  Erörterungen 
haben  wir  gefunden,  dass  eine  Rotationsfläche  auch  als  UmhüUungs- 
f lache  aller  der  Rotationsfläche  meridian- umschriebenen  Cy- 
linder (Satz  173)  betrachtet  werden  könne. 

In  gleicher  Weise  kann  man  sich  dieselbe  auch  als  Umhül- 
lungsfläche aller  Kotationskegel  entstanden  denken,  welche 
derselben  längs  der  Parallelkreise  umschrieben  sind. 

Denken  wir  uns  den  Scheitel  N  eines  einem  Parallelkreise  K 
entsprechenden  Normalenkegels  der  Rotationsfläche  als  Mittelpunkt 
einer  Kugel,  deren  Radius  der  Länge  der  Normalen  zwischen  dem 
Kegelscheitel  JV"  und  ihren  Fußpunkten  gleich  ist,  also  mit  der  Lauge 
der  diesbezügliclien  Kegelerzeugenden  übereinstimmt,  so  ist  einleuch- 
tend ,  dass  diese  Kugel  die  Rotationsfläche  längs  des  Kreises  K  be- 
rühren wird.  Denn,  ist  a  ein  Punkt  des  Kreises  K,  so  ist  aN  die 
Normale  der  Fläche  im  Punkte  a,  welche  als  solche  auf  der  Tan- 
gentialebene 2n  des  Punktes  a  senkrecht  steht.  Gleiebaeitig  ist  aber 
aN  auch  ein  Radius  der  genannten  Kugel  und  folglich  Tg  auch  die 
Tangentialebene  der  Kugel  in  dem  nämlichen  Punkte  a. 

Denken  wir  uns  endlich  der  Rotationsfläche  längs  der  einzeluen 
Parallelkreise  eben  solche  Kugeln  eingeschrieben,  so  ist  klar, 
dass  man  dieselbe  als  ümhuUungsfläche  aller  dieser  Kugeln 
betrachten  kann. 

Diese  hier  bezöglieh  der  berührenden  Kegel,  Cylinder 
und  Kugeln  eingereihten  Erörterungen,  so  einfach  dieselben  auch  sein 
mögen,  sind  für  die  constructive  Behandlung  der  Rotationsflächen, 
wie  wir  uns  zu  überzeugen  Gelegenheit  finden  werden,  von  großer 
Wichtigkeit. 
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§.  216. 

Zum  Schlüsse  dieser  allgemeinen  Bemerkungen  sei  noeh  die 
Berahrun  gscnrve  eines  einer  Eotatinnsöäche  aus  einem  beliebigen 
PuBkte  des  Raumes  .umschriebenen  Kegels,  oder  eines  parallel 
zu  einer  gegebenen  Geraden  der  Fläche  umschriebenen  Cylinders 
in  Bezug  auf  ihre  Eigenschaften  einer  näheren  Untersuchung  unter- 
zogen. 

Sei  2  eine  beliebige  Rotationsfläche,  Z  deren  Drehungsachse  and 
P  ein  beliebiger  Punkt  im  Baume. 

Wird  von  dem  Punkte  P  aus'  der  ßotationsfläciie  ein  Kegel  um- 
schrieben, welcher  dieselbe  längs  einer  Curve  G  berührt,  so  ist  un- 
schwer nachzuweisen,  dass  diese  Curve  orthogonal-symmetrisch 
gegen  jene  Meridianebene  E,t  ist,  welche  den  Scheitel  P 
enthält. 

Ist  nämlich  «  ein  beliebiger  Punkt  der  Beriibrungs curve  C,  so 
ist  Pa  eine  Tangente  der  Fläche  im  Punkte  a.  Da  nun  (nach 
Satz  170)  die  Kotationsfiäche  gegen  die  Meridianebene  PZi  symmetrisch 
ist,  so  entspricht  dem  Punkte  a  ein  gegen  diese  Ebene  symmetrischer 
Punkt  ffli  der  Eotationsfläohe,  und  ebenso  der  Flächentangente  Pa  eine 
gegea  E^  symmetrische  Fläobontangente  Pa,  im  Punkte  a,. 

Nachdem  aber  Geraden,  welche  gegen  eine  Ebene  symmetrisch 
liegen,  sieh  in  einem  Punkte  der  letzteren  schneiden  müssen,  so  folgt, 
dass  die  der  Tangente  P«  in  Bezug  auf  E^,  symmetrische  Flächeu- 
tangeate  im  Punkte  a„  ebenfalls  durch  P  gehen  müsse.  Unter  dieser 
Voraussetzung  ist  aber  Pa,  gleichzeitig  auch  eine  Erzeugende  des  aus 
P  der  Fläche  umseMebenen  Kegels  und  a,  ein  Punkt  der  BerOhrungs- 
curve  dieses  Kegels. 

Wir  sehen  also,  dass  jedem  beliebigen  Punkte  a  der  Be- 
rühr ungscurve  C  ein  zweiter  Punkt  a,  dieser  Cnrve  ent- 
spricht, welcher  mit  dem  ersteren  in  Bezug  auf  die  Ebene  E^  sym- 
metrisch liegt,  dass  also  die  Curve  G  selbst  g^en  diese  Ebene 
symmetrisch  liege.    Hiernach  gilt  der  Satz; 

180.  „Die  Bervhrungscurve  eines  beliebigen,  einer  Rotationsfläche 
umschriebenen  Kegels  ist  orthogonal -symmetrisch  gegen  die  Meridian- 
ebene, ivelclie  durch  den  Kegelscheitel  geht.'' 

§.  217. 

I'ür  einen  beliebigen ,  der  Rotationsfläche  umschriebenen 
Cylinder  gelangen  wir  zu  einem  analogen  Resultate. 
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Sei  wieder  £  die  Rotationsfläche,  g  die  Gerade,  ku  welcher  die 
Erzeugenden  des  umschriebenen  Cylinders  parallel  sein  sollen,  und  0 
die  Berührungscurve  des  Cylinders  mit  der  gegebenen  Fläche. 

Die  Eotationsfläehe  ist  orthogonal-symmetrisch  gegen  jene  Meri- 
dianebene Em,  welche  zur  Geraden  g  parallel  ist. 

Nehmen  wir  nun  einen  beliebigen  Punkt  a  der  Beriihrungscurve 
C  an,  so  entspricht  demselben  in  Bezug  auf  die  Meridianebene  Em 
symmetrisch  liegend  ein  Punkt  ß,  der  Rotationsfläche;  ferner  wird 
der  durch  a  gehenden  Cylindererzeugenden,  d.  i.  der  durch  a  zu  g 
parallel  geführten  Tangente  tu  der  RotaHonsfläßhe  eine  in  Bezug  auf 
Em  symmetrische  Tangente  t^^  der  Rotationsfläche  im  Puutte  es,  ent- 
sprechen. 

Der  Voraussetzung  gemäß  ist  aber  die  Ebene  E,„  parallel  zur 
Geraden  g,  also  auch  parallel  zur  Geraden  ta.  Infolge  dessen  muss 
auch  die  Tangente  ig,,  welche  mit  4  in  Bezug  auf  iJm  symmetrisch 
liegt,  mit  ta  parallel  sein. 

Hieraus  ist  sofort  zu  erkennen,  dass  i«,  ebenfalls  eine  Erz 
des  Cylindere  und  a^  mithin  ein  Punkt  der  Berührun 

Jedem  Punkte  a  der  Beriihrungscurve  C  entspricht  c 
gegen  die  Ebene  E^  orthogonal- symmetrischer  Punkt«,  dieser 
Curve  C;  es  ist  also  auch  die  letztere  orthogonal  -  symmetrisch  iL 
Bezug  auf  die  Meridianebeae  Em-  Es  besteht  daher  der  Satz: 

181.  „Die  Berührungseurve  einer  Jtotaiionsfläche  mit  einem  der- 
selben umschrieienen  Cylinäer  ist  orthogonal  -  symmetrisch  in  Bezug 
auf  je^ie  Meridianebene ,  welche  su  den  Cylinderergeiigendcn  parallel 
läuft." 

§.  218. 

Wir  haben  bereits  nachgewiesen,  dass  eine  beliebige  Tangente 
des  Meridians  einer  Rotationsfläche  bei  Drehung  derselben  um  die 
Rotations  ach  se  einen  der  Rotationsfläche  längs  eines  Parallelkreises 
umschriebenen  Rotationskegel  erzeuge. 

Ist  die  Meridiantangente  insbesondere  zur  Rotationsachse 
parallel,  so  übergeht  dieser  Kegel  in  einen  der  Rotationsfläche  um- 
schriebenen Cylinder. 

Offenbar  kann  und  wird  es  außer  den  genannten  auch  noch 
Meridiantangenten  geben  ,  welche  gegen  die  Rotationsachse  eine  be- 
sondere Lage  besitzen,  also  etwa  Tangenten  geben,  die  zur  Rotations- 
achse senkrecht  stehen.  Jede  solche  Tangente  wird  bei  der  Rotation 
um  die  Drehachse  eine  Ebene,  ihr  Berührungspunkt  aber  einen  Parallel- 
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kreis  beschreiben,  längs  weichem  die  Rotationsebene  von  der  genannten 
Ebene  berührt  wird. 

Jede  derartige  Ebene,  oder  richtiger  der  Berühniiigslireis  der- 
selben, tbeilt  die  Kotationsfläehe  in  der  Nähe  dieses  Kreises  in  zvFei 
Tlieile,  wovon  der  eine  (der  äußere  nämlich)  seine  concave  Fläche 
der  Eotationsaehse  zukehrt,  der  andere  dagegen  die  convexe  Seite 
derselben  anwendet. 

Wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann,  wird  die  Tangentialebene 
der  Punkte  des  ersten  Pläehentheiles  den  letzteren  nicht  in  reellen 
Cnryen  treffen,  während  die  Tangentialebenen  in  den  Punkten  des 
zweiten  Pläehentheiles  denselben  in  einer  reellen  Curve  schneiden 
werden,  welche  im  betreffenden  Berührungspunkte  einen  Doppel- 
punkt mit  reellen  Tangenten  besitzt. 

Die  Punkte  des  ersteren  Fläehentheiles  sind  demnach  „ellip- 
tisch", die  des  zweiten  Fläehentheiles  dagegen  „byperboliseh". 

Wir  erbalten  daher  für  Rotationsflächen,  welche  von  höherer 
als  der  zweiten  Ordnung  sind,  den  Satz: 

182.  „Auf  einer  Rotationsfläche  von  höherer  als  der  zweiten 
Ordmmg  gibt  es  elliptische  und  'hyperhoUscke  Flächentheile ;  dieselben 
sind  im  allgem^nen  durch  solche  besondere  Parcdlelhreise  getrennt, 
längs  welchen  die  Botationsfläche  von  einer  und  derselben  Ebene 
(Ebene  dieses  Farallelkreises)  berührt  tvird.'* 

Es  ist  weiters  leicht  einzusehen ,  dass ,  wenn  die  Meridiancurve 
einen  Wendepunkt  mit  einer  zur  Achse  parallelen  WeLdetan- 
geate  besitzt,  dieser  ebenfalls  einen  Parailelkreis  beschreiben  muss, 
welcher  eine  elliptische  Fläehenpartie  von  einer  hyper- 
bolischen  trennen   wird. 

§.  219. 

Nachdem  die  Normalen  einer  RotaÜonsfläehe  in  den  Punkten 
eines  beliebigen  Parallelkreises  einen  Kegel,  d.  i.  eine  anfwiokel- 
bare  Fläche  bilden,  so  ist  jeder  Parailelkreis  gleichzeitig  eine 
Krümmungsiinie  der  Fläche. 

Da  sich  ferner  die  beiden  durch  irgend  einen  Punkt  einer  Fläche 
gehenden  Krnmmungslinien  rechtwinklig  durchschneiden 
müssen,  so  folgt,  dass  in  Bezug  auf  die  Rotationsfläche  diejenigen 
Curven,  welche  die  Parallelkreise  rechtwinklig  durchschneiden,  d.  h, 
die  Meridianeurven,  das  zweite  System  von  Krümmungs- 
linien repräsentieren. 

Das  Gesagte  kann,  ohne  jedwede  Schwierigkeit,  auch  direct  ein- 
gesehen und  nachgewiesen  werden. 
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Da  nämlieli  jede  Normale  der  Kotationsüäclio  die  Eofcatioiiäachse 
sehüeidet,  so  liegen  die  Normalen  der  Fläche  längs  eines  Meridians 
in  der  betreffenden  Meridianebene.  Die  Normalenfläche  ist  also 
diesfalls  eine  Ebene,  d.h.  eine  aufwickelbare  Fläche.  Infolge 
dessen  ist  jede  Meridiancurye  einer  ßotationsfiäehe  stets  eine  Krüm- 
mungslinie derselben.     Wir  erhalten  somit  den  Sata; 

X83.  ijDie  Parallelkreise  und  die  Meridiane  einer  Rotations- 
fläche repräsentieren  die  beiden  Systeme  von  KrümmungsUnien  dieser 
eben  genannten  Fläche."- 

Alle  bisher  entwickelten  Eigenschaften  der  Rotationsfläche  be- 
ruhen, wie  wir  fanden,  bloß  auf  dem  Erzeugungsgesetze  der- 
selben. 

Besagte  Eigenschaften  haben  ihren  Grund  in  der  Existenz 
einer  Schar  von  Parallelkr  eisen,  sind  jedoch  unabhängig 
von  dem  Erzeugungsgesetze,  welchem  die  Meridiancurve 
unterliegt,  daher  es  auch  ganz  gleichgiltig  sein  wird,  welches  Erzeu- 
gungsgesetz man  ftlr  die  Meridiancurve  aufstellt. 

Wir  werden  deshalb  in  der  Folge  die  Meridiancurve  ganz  will- 
kürlich wählen  können,  da  es  für  die  anzustellenden  Betrachtungen 
und  Untersuchungen  gleichgiltig  ist,  ob  dieselbe  nach  ein 
Gesetze  entstanden  ist  oder  nicht. 


XL  Capitel. 

Constructionen  und  Aufgaben  über  Rotationsflächen. 

§.  220. 
Bei  unseren  diesfallsigen  .Besprechungen  werden  wir  immer, 
sobald  nicht  ausdrücklich  durch  die  Bedingungen  des  gestellten  Pro- 
hlemes  etwas  anderes  gefordert  wird;  die  eine  der  Projectionsebenen, 
etwa  die  horizontale  Projectionsebene  senkrecht  zur  Rotationsachse 
wählen,  so  dass,  dieser  Annahriie  entsprechend,  die  letztere  durch  eine 
horizontal -projieierende  Gerade  (Z,  Z')  (Taf.  XiJ ,  Fig.  53)  dar- 
t  ist. 


Durch  die  Achse  {Z,Z')  lässt  sich,  der  gemachten  Voraussetzung 
gemäli,  stets  eine  zur  Bildebene  (vertioalen  Projectionsebene)  parallele 
Meridianehene  i]  legen.  Die  Horizontaltrace  tj^  derselben  ist  die  durch 
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Z'  Kur  Gruudlißie  XX  parallel  geführte  Gerade.  Der  in  dieser  Ebei 
liegende  Meridian  M  wird,  als  parallel  zur  verticalen  Pr( 
jeetioaseljene,    in   verticaler  Projection    in    wahrer  Größe  e. 


Naehdem  die  Kotationsfläche  gewölinlieh  direct  durch  die  Dreh- 
achse und  einen  Meridian  gegeben  wird,  so  ist  einleuchtend,  dass  man 
im  allgemeinen  den  vorgenannten,  in  der  Meridiaaehene  ij  liegenden 
Meridian  M,  welcher  daselbst  in  wahrer  Größe  und  Gestalt  er- 
scheint, auch  unmittelbar  für  die  Zwecke  der  Darstellung  wählt. 

Der  eben  bezeichnete  Meridian  M  wird  daher  auch,  wie  vorher 
bereits  bemerkt,  der  „Hauptme  ridian"  und  dessen  Ebene  die 
„Hauptmeridianebene"  der  EotatioasÖäche  genannt. 

Die  horizontale  Projection  M'  des  Hauptmeridianes  redu- 
ciert  sich  auf  eine  Gerade,  die  mit  der  Traee  ija  der  Hauptmeridian- 
ebene  coincidiert. 

Da  (nach  Satz  172)  der  einer  Rotationsfläche  längs  des  Haupt- 
meridians (M,  Jlf)  umschriebene.  Cylinder  zu  der  Hauptmeridianebene 
11  senkrecht  steht,  also  vertieal-projieierend  ist,  so  repräsentiert  die 
Vertioalprojection  M  des  Hauptmeridians  gleichzeitig  die  Vertieal- 
contour  der  Eotationsfläcbe, 

Bei  der  Darstellung  der  Eotationsfläche  wird  ferner  auch  noch 
der  Äquator  {K,  K')  der  genannten  Fläche  verzeichnet. 

Die  verticale  Projection  desselben  reduciert  sich  auf  eine 
Gerade,  d.  i.  auf  die  Berührungssehne  mn  des  Hauptmeridians  M 
mit  den  zur  Achse  Z  parallelen  Tangenten.  Die  Länge  dieser  Sehne 
stellt  gleichzeitig  die  wahre  Größe  des  Durchmessers  des  Äqua- 
tors dar. 

Die  horizontale  ProjeetioD  K'  des  Äquators  erscheint  in- 
folge der  getroffenen  Anordnung  der  Projectionsebenen  in  wahrer 
Größe,  als  Kreis  K'  mit  dem  Mittelpunkte  Z'  und  dem  Durchmesser 
m'n'  =  mn. 

Der  der  Rotationsfläche  längs  des  Äquators  {K,K')  umschriebene 
Cylinder  ist  parallel  zur  Achse  {Z,  Z'),  also  horizontal-projicierend ; 
es  stellt  daher  der  Kreis  K',  als  Horizontalprojection  des  Äquators, 
gleichzeitig  die  H  orizontalcontour   der  Rotationsfläche  dar. 

Durch  die  eben  vorgeführten  Bestimmungsstücke  wollen  wir 
«HS,  wenn  nicht  Ausnahmen  durch  vorgelegte  Bedingungen  platz- 
greifen müssen,  in  der  Folge  eine  Rotationsfläche  stt 
denken. 
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15.  Aiifgahe.  Die  VerticalprojectioH  eines  Punktes  auf  der 
Eotationsfläehe  ist  gegeben ;  es  soll  desseu  Horizontalprojection  er- 
mittelt werden. 

Vor  allem  ist  eiDleuehtend,  dass  der  Puukt  (a,  a')  (Taf.  XII, 
Fig.  53)  auf  der  EotationsÖäcite  durch  die  Angabe  seiner  Vertieal- 
projection  et  thatsäclilich  vollkommen  bestimmt  sei. 

Besagter  Punkt  ist  nämlich  einer  der  in  endlicher  gerader  An- 
zahl vorkommenden  Schnittpunkte  der  Rotationsfläche  mit  der  vertical- 
projieierenden  Geraden  (ö,  u'),  deren  Verticalprojection  sich  auf  den 
mit  a  eoincidierenden  Punkt  ff  reduciert. 

Die  Forderung  der  gestellten  Aufgabe  besteht  somit  bloß  darin, 
die  Horizontalprojectioa  eines  dieser  Schnittpunkte  zu  bestimmen. 

Erste  Methode.  Führen  wir  durch  »  eine  zur  Grundlinie  XX 
parallele  Gerade,  so  kann  dieselbe  als  die  Vertiealtrace  e,  einer  zur 
horizontalen  Projectionsebene  parallelen  Ebene  e  betrachtet  werden, 
welche  die  Gerade  (e,  «')  und  somit  auch  den  zu  suchenden  Punkt 
enthält.  Diese  Ebene  e  schneidet  die  Eotationsfläehe  in  einem  Parallel- 
kreiae  {it,  %'),  dessen  Mittelpunkt  (o,  o')  der  Schnittpunkt  von  e  mit 
der  Eotationsachäe  Z  ist.  Besagter  Kreis  (je,  n')  geht  offenbar  durch 
jene  beiden  Punkte  («,  a')  und  (^,  |3'),  in  welchen  die  Ebene  e  den 
Hauptmeridian  {M,  M')  schneidet ,  oder  was  dasselbe  ist ,  wird  durch 
jenen  Kreis  dargestellt,  welcher  die  Sehne  aß  ^^  a'ß'  zum  Dureh- 
messer hat. 

Die  Horizontalprojection  n'  dieses  Kreises  ist  daher  ein 
mit  der  Horizontalprojection  K'  des  Äquators  concentriseher  Kreis 
je',  welcher  durch  die  Punkte  a'  und  ß'  geht. 

Dieser  Kreis  a'  trifft  die  Horizontalprojection  a'  in  den  beiden 
Punkten  a'  und  a\,  welche  bereits  die  Horizontalprojectionen  der 
Schnittpunkte  des  Kreises  (sr,  ji'),  also  auch  jene  der  Eotationsfläehe 
mit  der  verfcical-projicierenden  Geraden  (e,  &)  darstellen ,  oder  welche 
mit  anderen  Worten,  die  Horizontalprojectionen  jener  beiden  Punkte 
der  Eotationsfläehe  repräsentieren,  deren  Verticalprojectionen  mit  dem 
gegebenen  Punkte  a  zusammenfallen.  Die  beiden  Punkte  («,  a')  und 
(a,  a\)  liegen  orthogonal  -  symmetrisch  gegeu  die  Hauptmeridian- 
ebeno   )j, 

§.  222. 

Zweite  Methode.  Wir  haben  nachgewiesen  (Satz  171),  dass 
durch   irgend   zwei    beliebige    Meridiane    einer   Kotationsöäche  stets 
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zwei  Cy linder  gelegt  werden  können,  deren  Erzeugenden  beziehungs- 
weise auf  der  einen  oder  der  anderen  Meridianebene,  welche  den 
"Winkel  der  beiden  gegebenen  Meridian  ebenen  halbieren,  senkrecht 
stehen. 

Denken  wir  uns  durch  den  Meridian  (Mj,M\)  {Taf.XII,  Fig.  53) 
des  bisher  noch  nnbeltannten  Punktes  (es,  a*)  die  Meridianebene  P^Pu 
gelegt.  Durch  den  in  dieser  Ebene  P^Pt  liegenden  Meridian  (Mf,M',) 
und  durch  den  Hanptmeridian  {M,  M')  lässt  sich  ein  Cylinder  legen. 
Die  Erzeugenden  des  letztbezeiehneten  Cylinders  werden,  da  dieselben 
auf  der  Winkelhalbierenden  Meridianebene  der  beiden  Meridianebenen 
*;  und  P  senkrecht  stehen,  und  nachdem  alle  Meridianebenen  hori- 
zontal-projicierend  sind,  zur  horizontalen  Projectionaebene  parallel  sein. 

Die  Verticalprojection  M  des  Hauptmeridianes  und  jene  M^  des 
in  der  Ebene  P  Hegenden  (unbekannten)  Meridianes  {M^,  M\)  sind, 
als  die  Parallelprojeetionen  zweier  auf  einem  und  demselben  Cylinder 
liegenden  ebenen  Curven,  affin. 

Die  Projectionen  der  Cylindererzeugenden,  welche  im  vorliegendea 
Falle  durch  die  zu  Z  senkrechten,  oder  was  dasselbe  ist,  durch  die 
zur  Grundlinie  XX  parallelen  Geraden  repräsentiert  erscheinen,  sind  die 
Affinitätsstrahlen,  während  die  Verticalprojection  der  Schnitt- 
geraden  der  Ebenen  beider  Curven  —  hier  die  Verticalprojection  Z 
der  Rotationsachse — die  entsprechende  Affinitätsachse  darstellt. 
Wir  können  daher  den  Satz  aufstellen: 

18i.  „Die  YefrtiealprojecUon  eines  beliebigen  Meridianes  ist 
orthogonal  afß,n  mit  der  Verticalprojection  des  Satiptmeridians ;  die 
Afßniiätsachse  wird  durch  die  Yerticalprojection  der  Rotationsachse, 
und  die  Af^nitätsstrahlen  durch  die  zur  Grundlinie  parallelen  Ge- 
raden r^räsentiert.^ 

%.  223. 

Obwohl  selbstverständlich,  so  sei  dennuch  bemerkt,  dass  sich 
diesei  Sdti  aut  die  vui  ausgesetzte  besondere  Lage  der  Kotationsfläche 
resp  Eotatiouiachse  gegen  die  horizontale  Projeetionsebene  beziehe. 
Von  diesem  Satze  weiden  wir  hier,  sowie  auch  in  der  Folge  vielfachen 
Gebrauch  machen 

Dem  Punkte  a  in  Curve  M^  entspricht  affin  jener  Punkt  a 
des  Meridians  ilZ,  in  welchem  M  von  dem  durch  a  gehenden  Äffini- 
tätsstrahle  geschnitten  wird.  Mit  iHilfe  dieses  Punktepaares  {a,  «) 
kann  man  zu  jedem  Punkte  von  M  den  affin  entsprechenden  von  M^ 
leicht  1 
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Wähiön  wir  dieabezüglicli  beispielsweise  den  Punkt  n  von  M, 
welcher  die  Verticalprojection  des  einen  Endpunktes  des  zur  yerti- 
ealen  Projectionsebene  parallelen  Durchmessei-s  des  Äquators  reprä- 
sentiert. 

Die  Gerade  an  trifft  die  Affinitätsaehse  Z  im  Punkte  z/;  es 
entspricht  ihr  mithin  die  Gerade  a^  und  diese  trifft  bereits  den 
Affinitätsatrahl  s^  des  Punktes  n  in  dem  gesuchten  Punkte  n,. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  w,  gleichzeitig  die  Verticalprojec- 
tion jenes  Punktes  des  Äijuators  darstellt,  welcher  auch  dem  Meridiane 
(üf,,  M\)  angehört. 

Wählt  mau  daher  von  den  beiden  Punkten,  in  welchen  die  durch 
n^  senkrecht  nur  Grundlinie  gezogene  Gerade  den  Kreis  K'  trifft,  den 
einen,  etwa  den  Punkt  n\,  so  ist  {n^,  n\)  ein  Punkt  des  ku  suchenden 
Meridianes  (M^,  M\).  Die  Meridianebene  desselben  geht  selbstver- 
ständlich durch  (Wj,  n\),  und  da  sie  horizontal-projicierend  ist,  so  er- 
gibt sich  deren  Horizontaltrace  Fi,  als  die  Yerbindungsgerade  der 
Punkte  n\  und  Z'. 

In  dieser  Meridianebene  liegt  nun,  den  vorstehenden  Betrach- 
tungen gemäß,  der  verlangte  Punkt  (0,0')  der  Rotationsfläche.  Wir 
erhalten  mithin  bei  gegebener  Verticalprojection  a,  dessen  zugehörige 
horizontale  Projection  a'  unmittelbar  in  der  Traee  P/,. 

Wäre  man  von  dem  zweiten  Schnittpunkte  n'  des  Kreises  K'  mit 
der  durch  «,  senkrecht  zur  Grundlinie  gezogenen  Geraden  /i  aus- 
gegangen, so  h'ätte  man  eine  zweite  mit  F^Ph  gegen  ij  symmetrisch 
liegende  Meridianebene  und  in  derselben  den  zweiten  der  Aufgabe 
genügenden  Punkt  («,  a\)  erhalten. 

§.  224. 

16.  Aufgabe.  Die  Horizontalprojeetion  eines  auf  der  EotatioES- 
fläelie  Hegenden  Pnaktes  ist  gegeben;  es  ist  dessen  Verticalprojee- 
tion  zu  Donstrnieren. 

Diese  Aufgabe  ist  in  Bezug  auf  das  zu  Suchende  und  Gegebene 
geradezu  das  Entgegengesetzte  der  vorigen;  dieselbe  erfordert  daher 
behufs  ihrer  Lösung  und  Durchführung  bloß  die  Umkehrung  der  dort 
angewandten  Constructiouen. 

Dem  obigen  entsprechend,  gibt  es  auch  hier  wieder  zwei  Me- 
thoden, welche  zu  gleichem  Ziele  führen.  Nach  der  ersten  Methode 
wird  man  einen  Kreis  te'  (Taf.  Sil,  Fig.  53)  zeichnen,  welcher  durch 
die  gegebene  Horizontalprojeetion  a'  geht,  und  seinen  Mittelpunkt  in 
Z'  hat.  Dieser  Kreis  stellt  die  Horizontalprojeetion  jenes  Parailel- 
kreises  dar,  auf  welchem  der  zu  bestimmende  Punkt  (a,  a')-  liegt. 
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Die  Punkte  «'  und  ß' ,  in  welelien  71'  die  Trace  *ja  trifft,  sind 
gleieh7.eitig  die  Hoiizontalprojeotionen  jener  Punkte,  in  welclien  der 
Parallelkreis  {ra,  ra')  den  Haupfcmeridian  (M,  M')  seimeidet.  Die  Ver- 
ticalprojectionen  a  und  ß  derselben  ergeben  sieh  auf  M  mittelst  der 
beziehungsweise  durch  a'  und  ß'  zur  Grundlinie  senkrechten  Geraden. 

Es  ist  an  und  für  sieh  klar,  dass  es  bloß  von  der  Natur  der 
Curve  M  abhängen  wird,  in  wieviel  Punktepaaren  diese  Geraden 
die  Curve  M  treffen,  d.  h.  wie  viele  Parallelkreise  und  mithin  auch 
wie  viele  Punkte  der  Aufgabe  entsprechen  werden. 

Da  c'  und  ß'  in  Bezug  auf  Z'  symmetrisch  sind,  und  die  Meri- 
diancurve  (M,  M')  in  Bezug  auf  {Z,  Z')  gleichfalls  symmetrisch  liegt, 
so  werden  auch  die  Punkfe  a  und  j3  in  Bezug  auf  Z  symmetrisch 
sein;  es  wird  also  aß  eine  zu  Z  senkrechte  Lage  annehmen  müssen. 
Die  Gerade  aß  repräsentiert  somit  die  Verticalprojeetion  n  des  Parallel- 
kreises  {«,  %').  Auf  derselben  werden  wir  demnach  unmittelbar  die 
verlangte  Verticalprojeetion  a  des  Punktes  («,«')  der  Fläche 
finden. 

§.  225. 

Zweite  Methode.  Der  zu  bestimmende  Punkt  (a,  u')  {Taf.  XII 
Fig.  53)  ist  einer  von  jenen  Punkten,  in  welehem  die  Eotationsfläche 
von  der  durch  a'  gehenden,  horizontal  -  projicierenden  Geraden  (p,  p'} 
.  wird. 

Legen  wir  durch  diese  Gerade  (p,  p')  die  Meridianebene  P^Fh< 
so  wird  durch  dieselbe  die  Eotationsfläche  in  einem  Meridiane  {M^,M\) 
geschnitten  werden,  welcher  seinerseits  die  Gerade  (p,  q')  in  dem  ver- 
langten Punkte  treffen  wird. 

Von  diesem  Meridiane  lassen  sieh  anstandslos  zwei  Punkte,  d.  h. 
die  Schnittpunkte  (m,,  m',)  und  (w,,  «'i)  der  Ebene  T^Fk  mit  dem 
Äquator  {K,  K')  bestimmen.  Die  Verticalprojeetion  M,  des  besagten 
Meridianes  ist,  wie  wir  vorher  feststellten,  mit  der  Verticalprojeetion 
M  des  HauptmeridiauBs  affin.  Zwei  dieser  affinen  Punkte  sind  durch 
)i  und  «,  dai^estellt. 

Um  die  Schnittpunkte  von  p  mit  M^  zu  coustruieren,  ermitteln 
wir  einfach  die  der  Geraden  p  entsprechende  Gerade  p,,.  Zu  diesem 
Behufe  suchen  wir  mittelst  der  entsprechenden  Geraden  a;,«,  und  a:„« 
zu  irgend  einem  Punkte  rc,  von  p  den  affinen  Punkt  x^  und  ziehen 
durch  a;^  zu  Z  oder  p  die  Parallele  po-  I*'^  letztere  Gerade  po  schneidet 
die  Curve  M  in  einem  (oder  in  mehreren)  Punkte  «,  welchem  auf  p 
der  Schnittpunkt  a  von  p  und  Jf,  ,  d.  i.  die  geforderte  Vertical- 
projeetion des  Punktes  (a,  a')  auf  der  gegebenen  Fläche  affin 
entspricht, 
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§.  226. 

17.  Aufgäbe.  Es  ist  der  Sclmitt  einer  Rotationsfläelie  mit  einer 
die  Eotationsaclise  scitiieideiiden  G-eradeii  zu  eonstruieren. 

Die  gegebene  Gerade,  welche  der  Voraussetzung  gemäß  die  Eo- 
tationsachse  {Z,  Z')  in  einem  Punkte  (s,  s')  schneidet,  sei  (jr,  </') 
(Taf.  XII,  Fig.  54). 

Um  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Eotationsiläche  zu 
bestimmen,  legen  wir  durch  dieselbe  die  Meridianebene  P^Ph-  Diese 
schneidet  die  Kotationsfläehe  in  einem  Meridiane  {M^,M\),  welcher 
seinerseits  die  Gerade  (</,  g')  in  den  zu  bestimmenden  Punkten 
treffen  wird. 

Nachdem  die  sämmtlichen  Meridiane  untereinander  congruent 
sind,  so  lässt  sieh  die  Constructiou  der  Schnittpunkte  der  Geraden 
{g,  g')  mit  dem  Meridiane  (üf,,  M\)  auf  die  Constructioa  der  Schnitt- 
punkte einer  Geraden  mit  dem  Hauptmeridian  {M,  M')  zurückführen. 

Drehen  wir  zu  diesem  Zwecke  die  Ebene  F,Fh  sammt  dem 
Meridiane  {Mi,  M\)  und  der  Geraden  {g,  g')  um  die  Achse  {Z,  Z') 
in  die  awr  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage.  Hierbei  gelangt 
der  Meridian  (1/,,  M\)  mit  dem  Hauptmeridiane  {M,  W)  zur 
Deckung,  und  die  Gerade  {g,  g')  in  die  Lage  g^. 

Führt  man  nun  die  Schnittpunkte  a^  und  h„  von  g^  mit  der 
Curve  M  in  die  ursprünglich  gegebene  Lage  der  Geraden  {g,  g')  nach 
a  und  6,  wobei  offenbar  oa^  i^"i<i  ^^o  parallel  zur  Grundlinie  XX 
sind,  zurück,  so  erhält  man  in  a  und  h  die  Verticalprojectionen  der 
gesuchten  Schnittpunkte  dargestellt. 

Die  Horizontalprojectiooen  a'  und  h'  auf  g'  können  nunmehr 
direct  aus  a  und  h  abgeleitet  werden. 

§.  227. 

Zweite  Methode.  Wie  vorher,  legen  wir  auch  hier  durch  die 
gegebene  Gerade  {g,  g')  (Taf.  XII,  Fig.  54)  die  Meridianebene  F^Fi,. 
Dieselbe  schneidet  die  Rotationsfläche  in  einem  Meridian  {M^,  M.\), 
welcher  selbstverständlich  die  zu  bestimmenden  Schnittpunkte  enthält. 
Zwei  Punkte  (m„  m\)  und  (Wj,  n\)  dieses  Meridians  (if,,  M\)  ergehen 
sieh  als  die  Schnittpunkte  der  Ebene  PsPs  mit  dem  Äquator  {K,K'). 

Die  Vertiealprojection  M^  des  fraglichen  Meridianes  ist  infolge 
der  getroffenen  Anordnung  der  Projectionaebenen,  wie  vorher  nach- 
gewiesen wurde,  affin  mit  der  Vertiealprojection  Jlf  des  Hauptmeridians 
und  zwar  sind  hierbei  m  und  m, ,  ebenso  wie  n  und  »,,  bereits  je 
ein  Paar  affiner  Punkte. 
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Um  die  Schnittpunkte  von  g  mit  M^  zu  ermittelo,  suchen  wir 
auf  bekannte  Weise  die  der  Geraden  g  affin  entsprechende 
Gerade  g^.  Diese  Construction  wird  einfach  in  der  Art  durch- 
geführt, dass  man  vermittelst  der  entsprechenden  Geraden  mzlho  und 
»«1^6  irgend  einen  Punkt  &  von  g  affin  nach  h^  transformiert  und  h^ 
mit  dem  Schnittpunkte  s  (von  g  mit  der  Affinitätsachse  Z)  verbindet. 
Die  so  transformierte  Gerade  g^  schneidet  M  in  a^  und  &„. 

Transformiert  man  die  bezeichneten  Punkte  affin  in  die  Gerade 
g  zurück,  so  erhält  man  daselbst  die  Schnittpunkte  a  und  J>  von  JM, 
mit  g,  d.  s.  die  Vertioalprojectionen  der  gesuchten  Punkte.  Die  Hori- 
zontalprojectionen  a'  und  6'  dieser  Schnittpunkte  ergeben  sicli  un- 
mittelbar auf  der  horizontalea  Projectiöa  g'  von  (g,  g'). 


18.  Aufgabe.  Es  ist  der  Sclmitt  einer  Rotationsfläche  mit  einer 
Ebeae  IE,E^  zu  eonstniierea. 

Da  der  Meridian  der  Eotationsfiäehe  als  eine  ganz  beliebige 
Curve,  deren  Eatstehungagesetz  nicht  gekannt  zu  werden  braucht, 
gezeichnet  vorliegt,  so  wird  man  die  Schnittcurve  der  Fläche  mit  der 
Ebene  nor  punktweise  construieren  können. 

Um  Punkte  der  Schnittcurve  zu  erhalten ,  wird  man  gewisse 
Hilfsebenen  in  Verwendung  bringen,  welche  die  gegebene  Ebene 
sowohl,  als  auch  die  Rotationsfläche  schneiden,  und  die  aus  einem 
solchen  Schnitte  resultierenden  gemeinschaftliehen  Punkte  (mittelst  der 
mit  der  Rotationsfläche  und  der  Ebene  EeEh  erhaltenen  Schnittfigur) 
feststeilen. 

Wegen  der  Einfachheit  in  der  Construction  dieser  Schnitte  wird 
mau  die  oberwähnten  Hilfsebenea  stets  so  wählen,  dass  man  deren 
Schnitte  mit  der  Rotationsfläche  am  bequemsten  und  sichersten 
ermitteln  könne,  was  diesfalls  offenbar  erreichbar  ist,  wenn  man  die 
schneidenden  Hilfsebenea  senkrecht  zur  Rotationsachse,  oder  was  das- 
selbe ist,  parallel  zur  horizontalen  Projectionsebene  annimmt. 

Sei  e'„  (Taf.  Sil,  Fig.  55)  die  Yerticaltrace  einer  solchen  Hilfs- 
ehene.  Dieselbe  schneidet  die  gegebene  Ebene  E^Eh  in  einer  aur 
horizontalen  Ebene  parallelen  Geraden  {y,,y\),  deren  horizontale  Pro- 
jectiöa /,  zur  Horiaontaltrace  Ei,  parallel  läuft,  während  von  der 
nämlichen  Hilfsebene  e\  die  Rotationsfläche  in  einem  Parallelkreise 
{^n  ^'i)  geschnitten  wird,  dessen  Durchmesser  durch  jene  Strecke  dar- 
gestellt erscheint,  die  der  Sehne  gleichkömmt,  welche  die  Trace  e', 
auf  der  Meridiancurve  M  bestimmt. 
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Dieser  Parallelkreis  (ar,,  jt',)  wird  von  der  Geraden  [y^,  y\)  in 
zwei  PuEkten  (tt,,  a',)  und  (&,,  fc'i)  getroffen,  deren  Horizontalprojec- 
tionen  sich  unmittelbar  in  a\  und  b\  ergeben.  Die  Verticalprojec- 
tionen  a^  und  i,  derselben  liegen  in  der  Verticaltraee  e\  der  Hilfs- 
ebene. Die  Punkte  {a^,  a\)  and  (6,,  i'i)  sind  nua  zwei  der  fläche 
und  der  Ebene  E^E]^,  also  auch  der  gesuchten  Schaittcurve  angehö- 
rende Punkte. 

Auf  gleiche  Weise  kann  man  nunmehr  eine  beliebige  Zahl 
solcher  die  Schnitteurve  bestimmender  Punkte  erhalten,  wenn  man 
eine  Reihe  Kar  horiaontalen  ProjectJonsebene  paralleler  Hilfs- 
ebenen anwendet. 

Es  gibt  jedoch  noch  gewisse  besondere  Punkte  der  Schnitt- 
ourve,  welche  deren  Form  genauer  präcisieren. 

Construieren  wir  diesbezüglich  zunächst  die  Schnittgerade  (s,  s') 
der  schneidenden  Ebene  E,  Eh  mit  der  zu  ihr  normalen  Meridianebeiie 
Ft^h.  Diese  Gerade  (s,  s')  ist  (nach  Satz  175)  eine  Achse  ortho- 
gonaler Symmetrie  für  die  gesuchte  Schnittcurve,  Die  Endpunkte 
derselben  sind  gleichzeitig  deren  Schnittpunkte  (a,  a')  und  iß,  ß')  mit 
der  vorgegebenen  Fläche,  welche  als  solche  nach  einer  der  vorher 
entwickelten  Methoden  (Problem  17)  construiert  werden  können. 

Nachdem  wir  bereits  wissen,  dass  die  Tangenten  einer  Curve  ia 
den  Endpunkten  einer  Achse  orthogonaler  Symmetrie  zu  dieser  Achse 
senkrecht  sind,  so  werden  auch  im  vorliegenden  Falle  die  Tangenten 
der  Schnittcurve  in  den  Punkten  («,«')  und  (ßi,  ß')  zur  Geradea 
(s,  s'}  senkrecht  stehen,  oder,  was  gleichbedeutend  ist,  aur  Horizontal- 
traee  Ek  parallel  sein.  Die  Verticalprojectionea  derselben  siad 
parallel  zur  Grundlinie ;  der  eine  der  beiden  Puakte  {ß,  ß')  und  (a,  a') 
hat  daher  unter  allen  Punkten  der  Curve  den  größten,  der  andere 
dagegen  den  kleinsten  Abstand  von  der  horizontalen  Projectionsebene, 
weshalb  man  dieselben  auch  beziehungsweise  als  den  „höchsten" 
und  „tiefsten"  Punkt  der  Schnittcurve  bezeichnet. 

In  den  besagten  Punkten  übergehen  somit  die  vorher  angedeuteten 
horizontalen  Sehnen  in  horizontale  Tangenten  der  Schnitt- 
curve. 

Weiters  sind  von  constructiver  Wichtigkeit  jene  Punkte  der 
Schnittcurve,  welche  dem  Hauptmeridiaue  {M,  M')  angehören. 

Besagte  Paukte  ergeben  sieh  unmittelbar  als  die  Schnittpunkte 
(y,  y')  und  (d,  §')  dieses  Hauptmeridians  mit  jener  Geraden  (e,  e'), 
in  welcher  die  Ebene  E,  £/,  von  der  Hauptmeridianebene  geschnitten 
wird.    Diesen  beiden  Punkten  kommt  die  besondere  Eigenschaft  zu, 
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das3  sieh  in  denselben  die  Vertiealprojection  der  Schnitt- 
eurve  und  jene  des  Hauptmeridianes  bertthren. 

Letzteres  lässt  sich  leicht  wie  folgt  nachweisen.  Die  Vertieal- 
projection M  des  Hauptmeridianes  ist  nänalich  gleichzeitig  auch  die 
Vertiealcontonr  der  Rotationsfläche,  Die  Tangente  s  von  M  im  Punkte 
f  repräsentiert  daher  die  Verticaltrace  jener  Yertical -projiciereudeti 
Ebene ,  welche  die  Eotationsfläche  ,  im  Punkte  (7,  y')  berührt.  Dies 
vorausgeschickt,  ist  aber  die  genannte  Tangente  gleichzeitig  auch  die 
Vertiealprojection  aller  Tangenten  der  Eotationsfläche  im  Piinlcte  (y,  y'), 
also  auch  der  Tangente  der  Schnittcnrve  in  dem  betreffenden 
Punkte,  oder  dieselbe  ist  die  gemeinschaftliche  Tangente  von 
M  und  der  verticalen  Projection  der  Schnittcurve  im  Punkte  y, 
woraus  hervorgeht,  dass  sieh  die  beiden  eben  beaeicbneteu  Cnrven  in 
y  berühren.  Ein  Gleiches  lässt  sich  in  Bezug  auf  den  zweiten  Punkt 
{S,  d')  nachweisen. 

Bestimmt  man  endlich  auch  jene  Punkte  ß,  V)  und  (p,  p'), 
welche  der  Schnitteurve  und  dem  Äquator  (K,  K')  gleieh/.eitig  an- 
gehören, als  Schnittpunkte  des  Äquators  mit  jener  Geraden,  in  welcher 
die  schneidende  Ebene  E^Bk  von  der  Äqnatorialebene  s,  geschnitten 
wird,  90  folgt  aus  gleichen  Gründen  wie  die  vorher  angetuhrten,  dass 
die  Horizontal projectionen  X'  und  p'  dieser  Punkte  diejenigen  seien, 
in  welchen  die  Horizontalprojection  der  gesuchten  Schnitteurve  mit 
der  Horizontalprojection  K'  des  Äquatorialkreises  eine  Berührung 
eingeht. 

Hiermit  kennen  wir  eine  hinreichende  Anzahl  von  Punkten  und 
Tangenten  der  Schnitteurve,,  welche  es  ermöglichen,  dieselbe  mit 
ziemlicher  Genauigkeit  zeichnen  zu  können, 

§.  229. 

19.  Aufgabe.  Die  Schnittpunkte  einer  Rotationefiäehe  mit  einer 
teliebigea  Geraden  {g,  g')  sind  zn  constmieren. 

Behufs  Construction  der  Schnittpunkte  der  gegebenen  Geraden 
{g,g')  (Taf.  XII,  Fig.  56)  mit  der  Rotationsfläche  legen  wir  durch 
die  genannte  Gerade  eine  Ebene,  am  einfachsten  eine  vertical-pro- 
jieierende  Ebene  E„Eh,  und  bestimmen  so,  wie  vorher,  die  Schnitt- 
eurve der  letzteren  mit  der  Rotationsfläche. 

Die  Punkte  {a,  a')  und  (h,  h'),  in  welchen  die  besäte  Curve 
die  Gerade  (g,  g')  trifft,  sind  bereits  die  verlangten  Schnittpunkte.  Es 
ist  selbstverständlich,  dass  es  nicht  nothwendig  sei,  die  ganze  Schnitt- 
eurve zu  verzeichnen,  dass  es  vielmehr  genügt,  die  Constraotion  auf 
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jftiie  Curvenpartien  zu  feeachränken,  auf  welchen  man  die  zu  suchenden 
Schnittpunkte  termuthet. 

Die  Wahl  der  Ebene  JJ^-E^  als  vertical-projicierende  Ebene  ist, 
wie  leicht  ersichtlich,  diesfalls  auch  deshalb  von  Vortheil,  weil  sieh  die 
Schnittgeraden  derselben  mit  den  Hüfsebenen  e'«,  e%. ,.,  als  vertical- 
projicierende  Geraden,  einfacher  als  bei  jeder  anderen  Ebene  ergeben. 

§.  230. 

Eine  zweite  Lösung  resp.  Methode  aur  Lösung  und 
Durchführung  der  vorstehenden  Aufgabe  beruht  auf  folgender  Be- 
trachtung. 

Denken  wir  uns  die  gegebene  Gerade  {g,  g')  (Taf.  XII,  Eig.  57) 
um  die  Achse  {Z,  Z')  der  Rotationsfläche  gedreht ,  so  beschreibt  die- 
selbe ein  Eotationshyperboioid,  während  deren  Schnittpunkte 
mit  der  Rotationsfläche  Kreise  durchlaufen,  welche  sowohl  Parallel- 
kreise  der  letzteren,  als  auch  Parallelkreise  des  Hyperboloides  reprä- 
sentieren. 

Die  Hauptmeridianebene  ^h  schneidet  die  gegebene  Rotations- 
fläche in  dem  Hauptmeridiane  M  und  das  Rotationshyperboloid  in  der 
Hauptmeridianhyperbel  H.  Die  beiden  genannten  Curven  sehneiden 
sich  in  Punkten,  welche  den  vorgenannten  Parallelkreisen  angehören. 
Construiert  man  daher  diese  Schnittpunkte,  so  sind  durch  dieselben 
offenbar  auch  die  Parallelkreise  und  folglich  auch  die  gesuchten 
Schnittpunkte  der  Geraden  [g,  g')   mit    der    Ratationsfläehe  bestimmt. 

Man  hat  hiernach  nichts  anderes  zu  thun,  als  die  Hauptmeridian- 
hyperbel des  von  {g,  g')  bei  der  Umdrehung  um  {Z,  Z')  erzeugten 
Rotationshyperboloides  zu  ermitteln. 

Zeichnet  man  zu  diesem  Behufe  jenen  Kreis  K\,  welcher  Z' 
zum  Mittelpunkte  hat  und  die  Horizontalprojection  g'  in  einem  Punkte 
ft'  berührt,  ermittelt  man  also,  mit  anderen  Worten,  den  körzeaten 
Abstand  der  beiden  sieh  kreuzenden  Geraden  {Z,  Z')  und  (g,  g'), 
wodurch  der  Drobungsradius  Z' fi'  bei  der  diesfallsigen  Anordnung 
der  Projectionsebenen  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Drehachse  in 
wahrer  Größe  erscheint,  so  stellt  bekanntlich  der  Kreis  K\  die 
Horizontalprojection  des  Kehlkreises  für  das  vorerwähnte  Hyper- 
boloid dar. 

Die  Ebene  e'^  des  genannten  Kreises  geht  durch  jenen  Punkt 
(ft,  (t')  der  Geraden  (g,  g'),  welchem  die  Horizontalprojection  ft'  ent- 
spricht, während  (K„  K\)  die  Haupfcmeridiauebene  ij  in  den  beiden 
Punkten  (a,  «')  und  (ß,  ß')  schneidet.  Die  Verticaiprojectionen  c.  und 
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ß  derselben  sind  die  Endpunkte  der    reellen  Achse   der   verticaten 
Projection  der  Hauptmeridianhyperbel. 

Bringt  maE  ferner  die  Gerade  (ß,g')  durch  Drehung  um  (Z,  Z') 
in  eine  zur  vertiealen  Projeotionsebene  parallele  Lage  (y,  y'),  so  reprä- 
sentiert, wie  bekannt,  die  Vertiealprojection  y  die  eine  Asymptote  der 
Verticalprojection  der  Hauptmeridianhjperbel.  Die  zweite  Asymptote 
y,  ist,  in  Bezug  auf  aß  oder  in  Beaug  auf  Z  als  Symmetrieachse, 
mit  y  symmetrisch. 

Durch  die  Asymptoten  y  und  y,,  sowie  durch  die  reelle 
Achse  aß  ist  die  Hauptmeridianhyperbel  H  yollkommeu  bestimmt 
und  kann  nun  punktweise  auf  irgend  eine  Art  construiert  werden. 
Dieselbe  schneidet  die  Meridianeurve  3i  in  den  beiden  Paaren  sym- 
metrisch gegen  2' liegenden  Punkten  «„,  «"i  und  &o,  ö",. 

Hiernach  repräsentieren  sodann  beziehungsweise  «oö",  und  \'b\ 
die  Verticalprojeetionen  der  den  beiden  Flächen  gemeinschaft- 
lichen Parallelkreise.  Dieselben  treffen  die  Verticalprojection  g 
in  den  Punkten  a  und  b,  welche  bereits  die  Verticalprojeetionen  der 
diesen  Parallelkreisen  und  der  Geraden  (g,  g')  gemeinschaftlichen 
Punkte,  d.  i,  die  vertiealen  Projectioaen  der  gesuchten  Schnittpunkte 
darstellen. 

Aus  a  und  h  kann  man  nun  unmittelbar  die  auf  g'  liegenden 
Horizontalprojectionen  «'  und  h'  dieser  Schnittpunkte 
ableiten. 

§.  231. 

SO.  Aufgabe.  An  eine  Rotationsfläche  ist  ia  einem  Punkte  der- 
selben die  Beriihrebene  zu  eonstraieren. 

Der  auf  der  Rotationsfläche  gegebene  Berührungspunkt  sei  (w,  a') 
(Taf.  XII,  Fig.  58).  Ist  bloß  die  eine  Projection  desselben  be- 
stimmt, so  kann  die  zweite  (wie  in  den  vorhergegangenen  Aufgaben  15 
oder  16  besprochen)  leicht  construiert  werden. 

Die  zu  bestimmende  Tangentialebene  ist  (nach  Satz  174)  zu  der- 
jenigen Meridianebene  F^Ti,  senkrecht,  welche  durch  den  Berührungs- 
punkt (a,  a')  geführt  werden  kann.  Ferner  muss  besagte  Ebene  die 
Tangente  des  Meridians  [M^,  M\)  im  Punkte  {a,a'),  in  welchem  die 
Rotationsfläche  von  der  Meridianebene  P„Pi,  geschnitten  wird^  ent- 
hatten.    Diese  Tangente  ist  folgendermaßen  zu  construieren. 

Wir  wissen  (Satz  176)  zunächst,  dass  sämmtiiche  Meridiantan- 
genten in  den  Punkten  eines  und  desselben  Parallelkreises  die  Sota- 
tionsaeibse  {Z,  Z')  in  dem  nämlichen  Punkte  schneiden. 

Ziehen  wir  daher  durch  a  die  Pai'allele  e^  zur  Grundlinie  XX, 
so  schneidet  diese  den  Hauptmeridian,  resp.  dessen  Vertiealprojection  M, 
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ia  zwei  Punktea  a  und  ß,  welche  demselben  Parallelkreise  wie  der 
Punkt  a  angehören.  Die  Tangente  r  an  M  im  Punkte  a  schneidet 
die  Kotationsaehse  Z  in  dem  Punkte  S,  welcher  mit  a  verbunden, 
in  der  Geraden  aS  die  Verticalprojectiou  t  der  gesuchten  Meridiau- 
tangente  bestimmt. 

Die  Horizontalprojection  t'  derselben  coincidiert  mit  der 
Horizontaltrace  Pt  der  Meridianebene  F^Fa,  da  letztere  horizontai- 
projicierend  ist. 

Legt  man  nun  durch  die  Tangente  (t,  t')  die  zur  IVIeridianebene 
F^Fk  senkrechte  Ebene  T^l\,  eo  stellt  diese  bereits  die  gesuchte 
TaugentialelDone  der  Fläche  in  dem  gegebenen  Punkte  (a,«')  dar. 

Ist  die  Lage  des  Punktes  {a,  «')  (Taf.  XII ,  Fig.  58)  eine  der- 
aitige,  dass  die  Tingente  r  des  Hauptmeridians  M  im  Punkte  k  die 
AL.höe  7  in  einem  Punkte  S  schneidet,  welcher  außerhalb  der 
Gienzen  der  Zeichnungsflachf  fällt,  man  also  von  demselben  keinen 
directen  Gebiauch  machen  kann,  ao  wird  man  von  dem  besagten  Schnitt- 
punkte  duicb   natbatehendp  Construction  Umgang  nehmen  können. 

Man  7ieht  in  d-  luf  die  Taugente  i,  welche  entweder  direct  oder 
duich  Znltilfenahme  emei  Fehlereurve  mit  möglichster  Genauigkeit 
constrniert  werden  kann,  die  Senkrechte  aN,  welche  die  Rotations- 
achse Z  im  Punkte  N  trifft.  Die  Horizontalprojection  N'  fällt  dies- 
falls mit  Z'  zusammen.  Der  Punkt  iN,N')  ist  somit  jener,  in  welchem 
sieh  die  Normalen  der  Itotationsfläebe  in  allen  Punkten  des  durch  a 
gehenden  Parallelkreises  untereinander  und  die  Achse  (Z,  Z')  schneiden. 
Hieraus  folgt,  dass  die  Verbindungsgerade  der  Punkte  (a,  a')  und 
(JV,  iV')  die  Normale  der  Rotationsfläche  im  Punkte  (»,  »')  darstellt, 

Man  hat  demnach  bloß  durch  den  Punkt  («,  a')  auf  diese  Nor- 
male {aN,  a' N')  die  Ebene  l\Th  senkrecht  au  führen,  um  in  der- 
selben wieder  die  verlangte  Berührebene  zu  erhalten. 

§.  232. 

21.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ehene  E,E;,  ist  an 
eine  Rotationsfläche  eine  Berührebene  zu  legen  und  deren  Berührungs- 
punkt zu  ermitteln. 

Fuhren  wir  durch  die  Eotationsachse  {Z,  Z')  (Taf.  SIII,  Fig.  59) 
die  aur  Ebene  E^^Ei,  senkrechte  Meridianebene  F,Fh,  so  wird  die- 
selbe auch  zu  der  k«  eonstruierenden  Berührebene  senkrecht  sein  und 
daher  (nach  Satz  174)  den  Berührungspunkt  der  letzteren  enthalten 
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Berücksichtigen  wir  ferner^  dass  der  Schüifct  der  au  suciiendeu 
Tangentialebene  mit  der  Meridianebene  F,Pk  einerseits  eine  Tangente 
des  in  der  letzteren  liegenden  Meridianes  {M^,  M\)  und  andererseits 
parallel  ku  der  Scbaittgeraden  (s,  s')  dieser  JMeridianebene  P^Pi,  mit 
der  gegebenen  Ebene  E^Eh  sein  müsse,  so  ist  klar,  dass  sich  das 
gestellte  Problem  darauf  reduciere,  an  den  in  der  Ebene  P,Fu  liegenden 
Meridian  (Jf, ,  M'\)  eine  Tangente  parallel  zu  der  Geraden  (s,  s')  zu 
führen. 

Zu  diesem  Zwecke  drehen  wir  diese  Ebene  P^Ph  saiiimt  dem 
Meridiane  (JJ/i,  M\)  und  der  Geraden  (s,s')  um  die  Achse  {Z,  Z')  in 
die  zur  vert Scalen  Project ionsebene  parallele  Lage.  Dabei  gelangt 
der  Meridian  (JK,,J1/',)  mit  dem  Hauptmeridian  {M,M')  zur  Deckung, 
während  die  Gerade  (s,  s')  in  eine  Lage  {s^,  s',,)  fiberführt  wird. 

Ziehen  wir  nun  au  M  parallel  2a  s„  die  Tangente  t^  und  drehen 
sodann  die  letztere,  sowie  auch  deren  Berührungspunkt  ^„  beziehungs- 
weise nach  {t,  t')  und  nach  (p,  p')  in  die  Meridianebene  P,  P/,  zurück, 
so  ist  (t,  t')  die  au  (s,  s')  parallele  Tangente  des  Meridians  {M^,  M',) 
und  ip,p')  deren  Berührungspunkt. 

Führeit  wir  ferner  durch  {t,  f)  die  zur  Ebene  P^Ph  senkrechte 
Ebene  T,Th,  so  ist  diese  letztere  einerseits  eine  Berührebene  der  Ko- 
tationsfläehe  im  Punkte  {p,  p')  und  andererseits  eine  zm  Ebene  Eu  Eh 
parallel  geführte  Ebene;  dieselbe  repräsentiert  mithin  die  geforderte 
Tangentialebene. 

Es  hängt  selbstverständlich  von  der  Gestalt  der  Cnrve  M  ab, 
ob,  wann  und  wie  viele  Tangentialebenen  der  Aufgabe  entsprechen. 
Die  Zahl  derselben  wird  offenbar  der  Anzahl  jener  Tangenten  t^. . . 
gleich  sein,  die  parallel  zu  s„  an  den  Hauptmeridiau  M  gezogen 
werden  können, 

§.  235. 

33.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  (<j,  g')  sind  an  eine 
Rotationsfläche  Berülirebeiien  zu  legen  und  deren  Berührungspunkte 
zu  ermitteln. 

Das  allgemeine,  hier  anwendbare  Verfahren  würde  darin  be- 
stehen, zu  zwei  Punkten  der  Geraden  die  Berührungscurven  auf  der 
Rotationsfläche  zu  coustruieren  und  in  deren  gegenseitigen  Schnitt- 
punkten, welche  die  Berührungspunkte  der  zu  suchenden  Berührebenen 
darstellen,  die  verlangten  Ebenen  zu  führen. 

Man  kann  jedoch  auch  auf  eine  besondere,  den  Kotationsflächen 
eigenthümliche  Art  zum  Ziele  gelangen.    Hierbei  wird  selbstveratänd- 
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lieh  außer  der  Hauptmeridian ourve  der  gegebenen  Eotationsfläche  nur 
noch  die  punktweise  Construetion  einer  CniTe,  und  zwar  die  einer 
Hyperbel  erforderlich  sein.  Zu  der  eben  angedeuteten  Lösuug  ge- 
langen wir  duveh  folgende  Betrachtung. 

Wir  denlien  uns  die  Gerade  (ß,  g')  {Taf.  XIII,  Fig.  60)  um  die 
Achse  {Z,  Z')  der  Rotationsfläche  gedreht.  Hierbei  erzeugt  dieselbe 
ein  windschiefes  Eotationshyperboioid.  Die  gegebene  Gerade 
(ß,  g')  selbst  wird  eine  Lage  einer  Erzeugenden  dieses  Hyperboloides 
repräsentieren.  Denken  wir  uns  weiters  durch  die  Gerade  {g,  g')  an 
die  Eotationsfläche  eine  Berührebene  gelegt,  so  wird  diese  auch  daa 
Eotationshyperboioid  ia  einem  gewissen  Punkte  der  Geraden  {g,  g') 
berühren  müssen. 

Drehen  wir  diese  Tangentialebene  um  die  Achse  {Z,  Z'),  so  wird 
dieselbe  dabei  selbstverständlich  nicht  aufhören,  Tangentialebene  der 
beidea  Flächen  zu  sein. 

Gelangt  die  besagte  Ebene  bei  dieser  Drehung  endlich  in  eine 
zur  verticalen  Projeotionsebene  senkrechte  Lage,  so  wird  ihre  Vertieal- 
traee  nothwendlg  die  Vertiealcontouren  der  beiden  Rotations- 
flächen berühren  müssen,  oder  mit  anderen  Worten,  dieselbe  wird  eine 
gemeinsehEiftliche  Tangente  an  die  Hauptmeridiancurve 
der  gegebenen  Eotationsfläche  und  an  die  Hauptmeridian- 
hyperbel des  KotatioBshyperböloides  sein. 

Diese  gemeinschaftliche  Tangente  kann  nun  leicht  consiruiert 
werden.  Bestimmen  wir  nämlich  auf  bekannte  Weise  die  reelle 
Achse  aß  der  Hauptmeridianhyperbel,  sowie  deren  Asymp- 
toten Y  und  ^,,  und  construieren  wir  aus  diesen  Bestimmungsstticken 
die  Hyperbel  H,  ;so  kann  man  mit  genügender  Genauigkeit  die  ge- 
meinschaftliehen Tangenten  i',  and  t\  derselben  (die  zu  t^v 
und  (^  gegen  die  Achse  Z  symmetrisch  gelegenen  Tangenten  be- 
nöthigen  wir  diesfalls  nicht,  da  sie  zu  dem  gleichen  Endresultate  wie  t\ 
nnd  t\  führen)  ziehen. 

Besagte  Tangenten  repräsentieren  somit  die  Verticaltracen  zweier 
vertical-projicierenden  Tangentialebenen,  welche  der  gegebenen  Eota- 
tionsfläche und  dem  Hyperboloide  gemeinschaftlich  sind. 

Diese  Ebenen  sind  nunmehr  um  (Z,  Z')  so  lange  zu  drehen,  bis 
sie  die  Gerade  (ß,  g')  enthalten.  Letzteres  geschieht  in  folgender 
Weise. 

Bei  der  Drehung  um  {_Z,  Z')  bleiben  die  Horizontaltracen  i'^  und 
t^n  dieser  Ebenen  stets  Tangenten  an  die  nämlichen  zwei  Kreise  K\ 
und  K\ ,   deren   gemeinschaftlicher  Mittelpunkt  Z'  ist.    Sollen  aber 
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die  obbeaeichneten  Ebenen  gleichzeitig  auch  die  Gerade  {g,  g')  ent- 
halten, so  mtissea  einerseits  deren  Horizontaltraceo  T\  und  T^h  be- 
Kiebungsweise  die  Kreise  K\  und  K'^  berühren  und  andererseits  dui-ch 
den  Horizontal-Durehstoßpunkt  h'  der  Geraden  {g,  g')  gehen. 

Zieht  man  demnach  durch  h'  an  die  beiden  Kreise  K\  und  K'^ 
die  möglichen  Tangentenpaare,  so  wird  eine  einfache  Überlegung 
zeigen,  welche  Tangente  jedes  Paares  eine  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe entsprechende  Horizontaltrace  T'a  und  T^k  liefern  wird.  Sind 
diese,  gefunden,  so  kann  man  leicht  auch  die  zugehörigen  Verticai- 
traeen  r\  und  1^„  feststellen,  da  diese  durch  den  Vertical-Durehstoß- 
punkt  V  der  gegebenen  Geraden  {g,  g')  gehen. 

Es  erübrigt  nunmehr  noch,  die  Berührungspunkte  der  so  gefun- 
denen Tangentialebenen  T\T\  und  T\T\  zu  eonstruieren. 

Der  Berührungspunkt  {pi,p\)  liegt  einerseits  in  der  zur  Tan- 
gentialebene T\T\  normalen  Meridianebene  P'^P';,,  andererseits  aber 
auf  demjenigen  Parallelkreise  (tt,,  %\),  auf  welchem  auch  der  Berüh- 
rungspunkt K,  der  gedrehten,  vertieal-projicierenden  Tangentialebene 
t\t'k  liegt*,  derselbe  ist  daher  einer  der  beiden  Schnittpunkte  dieses 
Kreises  («,,»',)  mit  der  Ebene  I",F'k,  und  zwar  derjenige,  welcher 
gleichzeitig  auch  in  der  Tangentialebene  T\T'h  selbst  liegt. 

Auf  ganz  übereinstimmende  Weise  findet  man  den  Beröhrungs- 
punkt  Ö'aii''a)  ''ö''  zweiten  Tangentiaiebene  T\T^h,  womit  die  Auf- 
gabe vollständig  gelöst  erscheint. 

§.  234. 

23.  Aufgabe.  Die  Berührungsenrve  einer  Rotationsfläche  mit 
einem  derselben  aus  einem  gegebenen  Punkte  im  Räume  umsehrie- 
beaen  Kegel  ist  zu  construiepen. 

Da  die  Meridiancurve  der  Eotationsfiäche  eine  „graphisch"  ge- 
gebene, d.  h,  gezeichnet  vorliegende  Curve  ist,  so  ist  auch  kein  cha- 
rakteristisches Erzeugungsgesetz  für  die  Berührungscurve  eines  der 
Fläche  umschriebenen  Kegels  vorhanden;  die  besagte  Curve  wird  daher 
punktweise  zu  bestimmen  sein. 

Zur  Erreichung  dieses  Zweckes  kennt  man  drei  verschiedene 
Methoden. 

Erste  Methode.  Mit  Zuhilfenahme  umschriebener 
Eotationskegel. 

Der  gegebene  Kegelscheitel  im  Baume  sei  (P,  P')  (Taf.  XIII, 
Pig.  61).  Die  Beruh  rungseurve  des  aus  diesem  Scheitel  der  Rotations- 
fläche  umschriebenen  Kegels    wird    im  allgemeinen  eine  Curve  sein, 
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welche  eine  Reihe  aufeinander  folgender  Parallelkreise  schneidet.  Man 
kann  daher  die  Forderung  stellen,  die  auf  einem  beliebigen  Parallel- 
kreise liegenden  Purkte  der  Berührungscnrve  zu  conatruieren. 

Nehmen  wir  diesbezüglich  eiuen  beliebigen  Parallelkreis  (3r,,3r'i) 
an.  Nach  Satz  178)  sehneiden  sich  die  in  dea  einzelnen  Punkten 
dieses  Kreises  (x,,7t:\)  geführten  Tangentialebenen  der  Eotatioasfläehe 
in  einem  und  demselben  Puukte  (S„  S',)  der  ßotationsaclise  (Z,  Z'), 
welcher  Punkt  den  Scheitel  eines  der  Rotationsfläche  längs  des  Parallel- 
kreises  {wj,  si',)  umschriebenen  Rotationskegels  darstellt. 

Bezeichneter  Scheitel  [S^,  S\)  wird  ofi'enbar  im  Schnitte  der 
Achse  Z  mit  der  Tangente  z  des  Hauptmeridians  M  in  jenem  Punkte 
«  erhalten,  welcher  gleiehaeitig  dem  hervorgehobenen  Parallelkreise 
(n!„  ;i',)  angehört. 

Führt  man  durch  den  gegebenen  Punkt  (P,  P')  an  diesen  Kota- 
tionskegel  {8^,  sr,)  die  möglichen  Tangentialebenen,  so  berühren  diese 
den  Kegel    längs    der  Erzeugenden,    die    Rotationsfläche    dagegen 
jenen  Punkten  des  Parallelkreisea  (sTj,  je',),    in  welchen  die  besagti 
Berührungserzeugenden  des  Kegels  (Ä,,  sr,)  diesen  Kreis   treffen.  D 
bezeichneten  Punkte  werden  daher,  als  dem  Kegel,  derRotationi 
fläche    und    der    Tangentialebene    g  em eins chaf t lieh,    d 
gesuchten  Punkte  der  Berührungscurve  darstellen. 

Die    ConstructiojL   der  besagten    Berührungspunkte   ist    einfach 


Die  Tracen  der  zu  suchenden,  durch  den  gegebenen  Punkt  (P,  P') 
gehenden  Tangentialebenen  des  Eotationskegels  (Ä,,  ro,)  auf  der  Ebene 
e'„  des  Parallelkreises  {hj,%\)  sind  diejenigen  Ki-eistangeuten  ^t^,t\) 
und  (ig,  t\),  welche  durch  den  Durehstoßpunkt  (z/,,  z/',)  dieser  Ebene 
e\  mit  der  Verbindungsgeraden  (PSi,  F'S\^  gehen.  Dieselben,  sowie 
ihre  Berührungspunkte  («p  a',)  und  (fin^'i)  mit  dem  Kreise  (b,,  ra',) 
können,  wie  leicht  einzusehen,  in  der  Horizontalprojeetion  direct  und 
mit  Yoller  Genauigkeit  constrniert  werden.  Die  Verticalprojectiouen 
«1  und  &,  derselben  sind  offenbar  in  der  Verticaltrace  e'„  der  Parallel- 
kreisebene  zu  suchen.  Es  sind  sonach  («,,  a',)  und  (b,,b',)  gleich- 
zeitig die  gesuchten  Punkte  der  zu  bestimmenden  Bertthrungs- 
c  «  r  V  e. 

In  gleicher  Weise  wird  mau  für  jeden  beliebigen  anderen  Parallel- 
kreis (sTg,  ji'j),  (sTg,  sr'a) die  in  demselben  liegenden  Punkte  der 

BerührimgacurFe  construieren.  Ist  eine  hinreichende  Anzahl  solcher 
Punkte  gefunden,  so  kann  man  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  die  Be- 
ruhrungscurve  als  Verbindungslinie  der  einzelneu  aufeinander  folgenden 
Punkte  verzeichnen. 
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Fällt  bei  iler  ku  Tollführenden  Construction  der  Scheitel  S 
des  HilfskegeU  außerhalb  der  Grenzen  der  Zeiehnnnge- 
fläche,  was  um  so  früher  geschehen  wird,  je  näher  der  Parallelkreis 
dem  Äquator  liegt,  so  kann  mit  Vortheil  der  nachfolgende  Weg  ein- 
geschlagen werden. 

Man  legt,  unahhängig  von  dem  gewählten  Parallelkreise  auf 
dem  die  vorerwähnten  Berührungspunkte  zu  bestimmen  sind,  unmittelbar 
durch  den  gegebenen  Punkt  (P,  F')  ein  für  allemal  eine  zur  horizon- 
talen Projectionsebene  parallele  Ebene  Sv ,  welche  als  aolche  zur 
Rotationsachse  {Z,  Z')  senkrecht  steht  und  diese  in  einem  Punkte 
(o,  o')  schneidet. 

Sind  demnach  auf  irgend  einem  Parallelkreise  (sr,,  rc',)  (Taf.  XIII, 
Fig.  6i)  die  Punkte  der  Beruhiungscurve  au  hestimnien,  so  denkt 
man  sich,  eljenso  wie  voihei  auch  hier,  der  Rotationsfläche  längs 
dieses  Parallelkreises  (k,,  w',)  den  Rotationskegel  umsehrieben. 

Der  letztbeaeiohnete  Kegel  schneidet  die  Ebene  Hm  einem  Kreise 
(gjj,  y',),  welchen  wir  jedeizeit  Lonstiuieren  können,  ohne  hiezu  den 
Kegeischeifcel  {8^,  S\),  dei  nun  ohneweiters  außerhalb  der  Grenzen 
der  ZeiehnungsÖäehe  fallen  kann,  iu  benöthigen. 

Die  Tangente  des  Haujitmeridianes  M  in  dem  Punkte  «j  des 
Parallelkreises  (jii,  st',)  ist  eine  Erzeugende  des  obbezelchneten  Kegels, 
schneidet  daher  die  Ebene  H  in  einem  Punkte  (p,  p'),  welcher  dem 
SU  suchenden  Kreise  (tp,,  y',),  der  hiedurch  vollkommen  bestimmt  ist, 
angehört. 

Die  durch  den  Punkt  (P,  P')  zu  führenden  Berührebenea  des 
umschriebenen  Kotationskegeis  werden  die  Ebene  H  in  zwei  Geraden 
schneiden ,  welche  s6lhstverstä.Edlich  unmittelbar  durch  die  von  dem 
Punkte  (P,  I")  an  den  Kreis  {(p^,  ip\)  geführten  Tangenten  dargestellt 
werden. 

In  der  Horizontalprojection  sind  dieselben  direct  als  die  von  F' 
aa  fp\  gelegten  Tangenten  F'a\  und  P'j3',  zu  oonstruieren.  Die 
Berührungspunkte  u\  und  ß\  dieser  Tangenten  mit  dem  Kreise  9', 
repräsentieren  sodann  die  Horizontalprojeetionen  aweier  Punkte  jener 
Erzeugenden,  längs  weicher  die  durch  (P,  P')  gehenden  Berührebenen 
des  umschriebenen  Kotationskegeis  diesen  letzteren  berühren. 

Da  ferner  die  horizontale  Projection  S'i  des  Kegelscheitela  mit 
Z'  zusammen i^llt,  so  erhält  man  in  S\a\  und  8\ß\  die  Horizontal- 
projeetionen der  vorgenannten  Berührungserzeugenden.  Die- 
selben treffen  die  Horizontalprojection  sr',  des  Parallelkreises  {^c^,^J:\) 
in  zwei  Punkten  a\  und  6',,  welche  oflenbar  die  Horizontalprojeetionen 
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jener  Punkte  (»,,  a\)  und  (b,,  h\)  darstellen,  in  welchen  die  durch 
(P,  P')  gehenden  Berährebenen  des  vorerwähnten  umschriebenen  Rota- 
tionstegels gleichzeitig  auch  die  Kotationsfläehe  berühren. 

Es  sind  sonach  {cl^,  a\)  und  il>„h\)  die  verlangten,  mit  den 
vorhergefundenen  übereinstimmenden  Punkte  der  Berühr ußgs- 
c  ü  r  V  e. 

In  gleicher  Weise  wird  man  für  andere  Parallelkreise  (jTj,  jt'j}  . . . , 
mit  Benütaung  derselben  durch  (P,  P*)  senkrecht  zur  Eotationsachse 
{Z,  Z')  geführten  Ebene  Hg,  die  Bestimmung  der  jeweiligen  Berührungs- 
punkte vollführen  und  hierdurch  die  geforderte  Berührnngscurve  be- 
stimmen. 

§.  235. 

Zweite  Methode.  Mittelst  meridianumsob  rieb  euer 
Cyl  Inder. 

Die  Berührnngscurve  eines  der  Eotatiou'sflache  aus  einem  belie- 
bigen Punkte  (P,  P)  {Taf.  XIII,  Pig.  62)  des  Baumes  umschiiebenen 
Kegels  kann  man  punktweise  auch  in  der  Art  constrmeien,  dass  man 
in  jedem  einzelnen  Meridiane  der  Fläche  jene  Punkte  aufsucht,  welche 
der  zu  bestimmenden  Ciirve  angehören. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Behufe  irgend  eine  beliebige  Meridian- 
ebene P^Fh  an.  Längs  des  in  dieser  Ebene  liegeuden  Mendians 
{M^,  M\)  wird  die  Rotationsfläche  von  einem  Cylinder  berührt,  dessen 
Erzeugenden  zur  Ebene  P^Pk  normal  sind.  Legen  wir  an  diesen 
Cylinder  durch  den  gegebenen  Punkt  (P,  P')  die  möglichen  Berühr- 
ebenen,  so  werden  dieselben  auch  die  Rotationsfläche  und  zwar 
in  jenen  Punkten  berühren,  welche  sieh  als  Schnitte  des  Meridians 
{Mj,  M\)  mit  den  Berübrungserzengenden  des  Cylinders  ergeben.  Es 
ist  einleuchtend,  dass  diese  Berührungspunkte  der  zu  suchenden  Be- 
rührnngscurve angehören  werden, 

Um  Punkte  der  Berührungscarve  zu  ermitteln,  denken  wir  uns 
durch  den  gegebenen  Kegelscheitel,  d.  i,  durch  den  Punkt  (P,  P')  die 
zur  willkürlieh  gewählten  Meridianehene  P,Ph  senkrechte  Gerade 
(Fll)P'B')  gezogen,  und  deren  Durchstoßpunkt  {B,R')  mit  dieser 
Ebene  bestimmt.  Die  durch  den  Punkt  (P,  P'}  gebenden  Berähr- 
ebenen des  CyUnders  müssen  diese  Gerade  (FR,  F'M'),  da  sie  zu  den 
Cylindererzeugenden  parallel  ist,  enthalten,  und  ihre  Tracen  auf  der 
Ebene  PvFi,  werden  diejenigen  Tangenten  des  Meridians  (üfj,  M\) 
sein,  weiche  durch  den  Durchstoß punkt  (R,  R')  gehen. 

Um  die  ConstructioQ  mögliehst  einfach  zu  gestalten,  drehen  wir 
die  Ebene  F^Ph  sammt  dem  in  ihr  liegenden  Meridian  (M^,  M\)  und 
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dem  Punkte  {ü,  H')  um  Z  in  die  zur  Bildebene .  parallele  Lage. 
Hierbei  gelangt  der  Punkt  (S,  li')  nach  (R^,  li'g)  und  der  Meridian 
(Jfp  Ji',)  zur  Deckung  mit  dem  Hauptmeridiane  (M,  M'). 

Ziehen  wir  in  dieser  relativ  unveränderten  Lage  von  (B„,M'a) 
die  Tangenten  (**,  und  t\  an  (M,  M')  und  föiiren  wir  sodann  deren 
Berührungspunkte  {a^,  a'g)  und  (&„,  h'„)  in  die  Ebene  PtFi,  zurück,  so 
erhalten  wir  auf  diese  Weise  die  Beruh ningapunkte  {a,a')  und  (&,&') 
des  Meridians  {M^,  M',)  mit  den  durch  den  Punkt  {B,  B')  gebenden 
Tangenten.  Diese  Punkte  sind,  den  vorangehenden  Erörterungen  gemäß, 
zugleich   auch  die    gesuchten  Punkte  der  Berührungscurve. 

In  voller  Übereinstimmung  mit  dem  hier  gewählten  Vorgange 
können  auch  auf  jedem  anderen  Meridiane  der  vorliegenden  Rotations- 
fläche die  der  Berühnmgscurve  angehörenden  Punkte  construiert  werden. 

Was  insbesondere  jene  Punkte  der  Berührungscurve  anbe- 
langt, die  auf  dem  Hauptmeridiane  (M,  M')  liegen ,  so 
ergeben  sich  dieselben  in  der  Verticalprojection  unmittelbar  als 
die  Berührungspunkte  |  und  g  von  M  mit  den  von  der  Vertical- 
projection  P  ausgehenden  Tangenten.  Denn  diese  Tangenten  sind 
gleichzeitig  die  Verticaltracen  der  durch  (P,  P')  gehenden  vertical- 
projicierenden  Tangentialebenen  der  Rotationsfläche. 

Gleichzeitig  findet  man,  dass  die  Verticalprojeetion  der  Berüh- 
rungscurve die  Verticalprojeetion  M  des  Hauptmeridianes  in  den 
Punkten  |  und  t  berührt.  Denn  die  Tangente  der  Berahriingseurve 
im  Punkte  (|,|')  Hegt  in  der  vertical-projicierenden  Ebene  P^;  es- 
ist  daher  an  und  für  sich  klar,  dass  P|  die  gemeinsohaftl  iehe 
Tangente  der  Verticalprojectioneu  der  Berilhrungseurve  und  des 
Meridianes  im  Punkte  ^  ist.    Dasselbe  gilt  vom  Punkte  g. 

Aus  gleichen  Gründen  berührt  die  Eorizontalprojection  der  Be- 
rührungscurve die  Eorizontalprojection  des  Äquators  in  jenen  Punkten,, 
welche  sich  gleichzeitig  als  die  Berührungspunkte  der  letzteren 
mit  den  von  P'  ausgehenden  Tangenten  ergeben. 

§.  236. 

Dritte  Methode.  Vor  mittelst  eingeschriebener  oder 
umhüHter  Kugeln. 

Denken  wir  uns  einer  Rotationsfläche  längs  eines  beliebigen 
Parallelkreises  eine  Kugel  eingesehrieben,  so  wird  die  Tangentialebene 
der  Engel  in  jedem  Punkte  des  Parallelkreises  auch  die  Rotations- 
fläche in  dem  nämlichen  Punkte  berühren. 

Von  dieser  Eigenschaft  machen  wir,  wie  folgt,  Gebrauch. 

Peeolita,  DalstolLenJc  u.  projactiTa  Geometrie.  IV,  ig. 
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Sei  {P,  P')  (Taf.  SIII,  Fig.  62)  wieder  der  gegebene  Kegel- 
seheitel.  Um  die  Punkte  der  Berährungaourve,  welche  auf  einem 
beliebigen  Parallelkreise  (:i,  re')  liegen ,  au  bestimmen ,  schreiben  wir 
der  Rotationsfläche  längs  dieses  Kreises  (re,  jt*)  die  Kugel  {N,  N') 
ein.  Wird  dieser  Kugel  {N,  JV')  aus  dem  Scheitel  (P,  P')  ein  Kegel 
umschrieben,  so  ist  die  beiderseitige  Berfihrungscurve  ein  Kreis,  welcher 
den  Parallelkreis  (st,  it')  in  zwei  Punkten  treffen  wird. 

Die  Tangentialebenen  der  Kugel  in  diesen  beiden  Punkten  gehen 
einerseits  durch  den  Punkt  (P,  P") ,  andererseits  berühren  sie  aber 
auch,  wie  eben  bemerkt  wurde,  die  Eotationsfläche  in  den  nämlichen 
zwei  Punkten,  in  welchen  die  Berühningscurve  zwischen  Kegel  und' 
Kugel  den  Parallelkreis  (?r,  sc')  schneidet,  so  dass  diese  letzteren  die 
auf  dem  Parallelkreise  {?t,  tt')  gesuchten  Punkte  der  au  bestimmenden 
Berührungscurve  darstellen  werden. 

Behufs  möglichst  einfacher  Construetion  dieser  Punkte  drehen 
wir  den  Punkt  (P,  P')i  bei  unveränderter  relativer  Lage  zur  Kugel, 
um  die  Achse  {Z,  Z')  in  die  Hauptmeridianebene  iji  nach  (P^,  F„'). 
In  dieser  Lage  erscheint  der  Berührungskreis  des  von  (P,,,  P'j,)  aus 
der  Kugel  umschriebenen  Kegels  als  gerade  Linie,  d.  i.  als  die  dem 
Punkt  P„  entsprechende  Berfihrungssehne  pö  des  in  der  Hanpt- 
meridianebene  vi  liegenden  größten  Kugelkreises  h. 

Die  Ebene  dieses  Berührungskreises  schneidet  die  Ebene  des 
Parallelkreises  (je,  je')  in  der  vertioal-projicierenden  Geraden  {Sq,  s'^). 
Führen  wir  diese  Gerade  (s„,  s'n),  durch  Drehung  um  {Z,  Z'),  in  die 
zur  Meridianebene  F^Fk  des  gegebenen  Punktes  (P,  P')  normale 
Lage  nach  (s,  s')  zurück,  so  j-epräsentiert  dieselbe  offenbar  den  Schnitt 
der  Parallelkreisebene  e»  mit  der  Ebene  des  Berührungskreises  des 
der  Kugel  aus  (P,  P')  umschriebenen  Kegels. 

Der  Berührungskreis  des  Kegels  trifft  daher  den  Parallelkreis 
{n,  7t')  in  den  nämlichen  zwei  Punkten  («,  a')  und  (&,  6')  wie  die 
Gerade  (s,  s'),  und  diese  Punkte  sind,  den  vorstehenden  Betrachtungen 
gemäß,  die  auf  dem  Parallelkreise  {it,n')  gesuchten  Punkte 
der  Berührungscurve. 

In  gleicher  Weise  können  nunmehr  auf  jedem  anderen  Parallel- 
kreise Punkte  der  der  Kotationsfläche  aus  (P,  P')  umschriebenen 
Kegelfläehe  entsprechenden  Berührungscurve  construiert  werden. 

§.  237. 
24.  Aufgabe.  Es  ist  die  Berüirungscurve  einer  Rotationsfläche 
mit  einem  derselben  parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden  umschrie- 
benen Cylinder  zu  constrnieren. 
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Erste  Methode.  Mit  Hilfe  umschriebener  Kotations- 
k  e  g  6 1. 

Sei  {g,  ()')  (Taf.  XIII,  Fig.  64)  die  gegebene  Gerade,  au  welcher 
die  Cjlindereraeugenden  parallel  sein  sollen. 

Um  die  diesfallsige  Berührungscur^e  punktweise  au  constrmeren, 
wollen  wir  zunächst  jene  Punkte,  welche  dieselbe  mit  den  einzelnen 
Parallelkreisen  gemein  hat,  aufsuchen. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Behufe  einen  beliehigen  Paralielkrei 
(?[,,  7t\)  an.  Den  Scheitel  (Ä,,  S\)  des  der  Kotationsfläche  längs 
dieses  Kreises  umschriebenen  Rotationskegels  erhalten  wir  im  Schnitte 
der  Achse  (Z,  Z')  mit  der  Tangente  t  oder  cc,  S^  des  Hauptmeridians 
in  jenem  Punkte  a^,  welcher  gleichzeitig  auch  dem  Parallelkreise 
(?Ei,  jt',)  angehört. 

Führen  wir  parallel  zu  der  gegebenen  Gerades  (ß,  g')  an  den, 
Kegel  (Ä|,  n^)  die  Beröhrebenenj  so  tangieren  diese  auch  die  Eotations- 
fläche  in  jenen  Punkten,  welche  dem  Parallelkreise  (rc,,  jt',)  einerseits 
und  der  gesuchten  BerilhrungscmTe  andererseits  angehören. 

Um  die  besagten  Punkte  festzustellen,  ziehen  wir  durch  den 
Seheitel  (jS',,  S\)  des  Kegels  die  Gerade  {y,y')  parallel  au  {g,g'),^Q- 
stimmea  deren  Durchstoßpunkt  {J^,  J\)  mit  der  Ebene  des  Parallel- 
kreisea  (jTj,  n\)  und  ziehen  von  diesem  Punkte  (^,,  z/'j)  an  den 
Parallelkreis  (x^,  it\)  die  Tangenten  t^  und  t^.  Die  Berührungspunkte 
(o,,  a',)  und  (&,,  h\)  derselben  sind  die  gesachten  Punkte. 

Dieselben  Constructionen  wären  nunmehr,  wenn  man  au  diesem 
Vorgänge  festhalten  wollte,  in  gleicher  Ordnung  für  alle  anderen 
Parallelkreise  au  wiederholen.  Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  sich 
hiebet  einerseits  die  Constructionslinien  rasch  anhäufen,  und  dass 
andererseits  auch  die  Scheitel  der  der  Fläche  umschriebenen  Rota- 
tionskegel nicht  immer  innerhalb  der  Zeichnungsgrenzen  zu  liegen 
kommen,  wodurch  Hilfsoperationen  erforderlich  werden,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  sieh  dieses  Verfahren  nicht  als  besonders  zweckmäßig 


Die    angegebene  Lösung   des    gestellten    Problemes    lässt    sich 
jedoch   in   der  folgenden  eleganteren  Weise  nicht  unwesentlich  ver- 


Wir  wählen  zu  diesem  Zwecke  irgend  einen  beliehigen  Punkt 
{S,  S')  in  der  Rotationsachse  {Z,  Z'),  und  zwar,  da  die  Wahl  des- 
selben dem  Construeteur  anheim  gestellt  bleibt,  so,  dass  derselbe,  aus 
Gründen,  die  in  der  Folge  in  sich  selbst  ihre  Rechtfertigung  finden 
werden,  mögliehst  weit  yon  der  Grundlinie  XX  abstehe. 
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Durch  diesen  willkürlich  gewählten  Punkt  {H,  £')  zieheo  wir 
eine  Gerade  (Q,  Q')  parallel  zur  gegehenen  Geraden  {g,  g')  und  be- 
stimmen deren  Horizontaldurchstoßpunkt  h'. 

Ist  nun  (/t,,  fc'i)  ein  beliebiger  ParaUelkreis ,  in  welchem  der 
vorher  erwähnte  Berührungspunkt  hestimmt  werden  soll,  so  denken 
wir  uns  den  der  Kotationefläche ,  längs  fiTj,  ii\) ,  umschriebenen 
Kegel  so  lange  parallel  zu  sich  selbst  verschoben,  bis  sein  Seheitel 
mit  dem  Punkte  {E,  Z')  zusammenfällt. 

Eine  Erzeugende  {t,  t')  dieses  Kegels  erhalten  wir  sofort  in  der 
Parallelen  durch  (S,  Z')  zu  der  Tangente  (t,  t')  des  Hauptmeridians 
{M,  M')  im  Punkte  («,,  a\),  welch  letzterer  dem  nämliehen  Parallel- 
kreise (5r„  ti',)  angehört. 

Der  Kegel  selbst  schneidet  sodann  die  horizontale  Projections- 
ebene  in  einem  Kreise  K\,  welcher  Z'  zum  Mittelpunkte  hat  und  durch 
den  Horizoötaidürchstoßpuakt  q'  der  vorgenannten  Kegelerzeugendea 
(r,  t')  geht. 

Legen  wir  nun  an  diesen  Kegel  durch  die  Gerade  (G,  G')  die 
beiden  Tangentialebenen  —  ibro  Horizontaltraeen  sind  die  von  h'  aus- 
gebenden Tangenten  t\  und  r',  des  Kreises  K\  —  so  sind  die  be- 
sagten Ebenen  offenbar  au  den  Berührebenen  des  längs  (n:|,  n\)  der 
Rotation sÜäehe  umschriebenen  Kegels  (s,,  fr^)  parallel  nnd  daher  auch 
parallel  zu  der  Geraden  {g,  g'). 

Sind  ferner  a\  und  6'^  die  sich  diesfalls  ergebenden  Berührungs- 
punkte von  K\  mit  den  Tangenten  t\  und  t'^,  so  stellen  2^a'n  und 
2^'h\  die  Horizontalprojectionen  der  Berührungser zeu- 
genden des  Kegels  {H,  K\)  mit  den  durch  (G,  G')  an  denselben 
geführten  Eerührebenen  dar. 

Zu  diesen  Berührerzeugenden  sind  aber  auch  die  E  e  r  ü  h  r- 
erzeugenden  des  der  Fläche,  längs  {7i:„n\}  umschriebenen  Kegels 
{S,,  n')  mit  den  zu  der  G-eraden  {g,  g')  parallelen  Eerührebenen, 
parallel.  Nachdem  nun  beide  Kegel  ihre  Scheitel  S^  und  H  auf  der 
Acbse  {Z,  Z')  haben,  die  horizontalen  Projeetionen  *S',  und  J7 
der  Kegelscheitel  somit  zusammenfallen,  so  stellen  die  Geraden 
2,'  ß'o  und  2^  Ö'n  gleichzeitig  auch  die  Horizontalprojectionen  der 
Berührungserzeugenden  des  vorerwähnten  umschriebenen  Kegels 
((5[,  5E,)  mit  den  zu  {g,  g')  parallelen  Berührebenen  dar. 

Die  besagten  Kegelerzeugenden  treffen  die  Homontalprojection 
n\  des  Parallelkreises  (?f,,  ?r',)  in  zwei  Punkten  «',  uud  fc', ,  welche 
offenbar  die  Horizontalprojectionen  der  gesuchten,  auf  dem  Parallel- 
kreise (jt,,Ji',)  liegenden  Puukte  der  zu  bestimmenden  Berührungs- 
curve  sind. 
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Ohne  den  Scheitel  (H,  E')  oder  die  Gerade  {G,  G')  zu  äadern, 
bleibt  nunmehr  für  alle  andereE  Parallelkreiae  die  Construction  eine 
der  hier  durchgeführten  analoge.  Nur  dann,  wenn  die  Tangenten  t 
an  den  Hauptmeridian  M  zu  große  Winkel  mit  der  Achse  Z  einau- 
eciiließen  beginnen,  also  auch  die  Ereise  K\  eine  für  die  Constrnc- 
tioQ  unbequeme  Größe  annehmen,  kann  man  zur  Wahl  eines  zweiten 
Hilfskegels  schreiten,  dessen  Scheitel  {2^,  2;'j)  der  Grundlinie 
näher  liegt. 

Gleichzeitig  sei  bemerkt,  dass  man  anstandlos  auch  jene  Punkte 
findet,  in  welchen  die  gesuchte  Berührungscurve  den  Haupt- 
meridian trifft. 

Die  Vertioalprojectionen  |  und  g  sind  nämlich  die  Berührungs- 
punkte der  Verticalprojection  M  des  Hauptmeridians  mit  den  zur 
Verticalprojeetion  G  parallelea  Tangenten  t^  und  t^.  Dean  die  letzt- 
genannten Geraden  t^  und  t^  repräsentieren  gleichzeitig  die  Vertieal- 
tracea  der  zu  {g,g')  paralleleo  Tertical-projicierenden  Tan- 
gentialebenen der  Kotatioasfläche.  Die  Punkte  ,(^,  |')  und 
(£,  l')  stellen  die  Berührungspunkte  derselben  dar. 

Ebenso  einfach  ist  auch  der  Nachweis  zu  erbringen ,  dass  die 
Verticalprojection  der  Berührungscurve  die  Verticalprojection  M  des 
Haupfcmeridianes  ia  den  Punkten  |  und  t  berühre. 

Die  Horizontalprojection  der  Berührungscurve  dagegen  berührt 
die  Horizoatalprojection  des  Äquators  in  den  nämlichen  Punkten  (p' 
nnd  ^',  in  welchen  die  letztere,  d.  i.  K',  von  den  zu  g'  parallelen 
Tangenten  ^j,  und  t^  berührt  wird. 

§.   238. 

Zweite  Methode.  Mittelst  meridianumschriebener 
C  }'  1  i  n  d  e  r. 

Die  Berührungscurve  der  Rotationsfläche  mit  einem  parallel  zu 
einer  gegebenen  Geraden  umschriebenen  Cylinder  kann  punktweise 
auch  dadurch  construiert  werden,  dass  man  jene  Punkte  ermittelt,  in 
welchen  die  besagte  Curve  die  einaelnen  Meridiane  sehneidet. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  eine  beliebige  Meridianebene 
P(P/,  tTaf.  XIII,  Fig.  65)  an  nnd  suchen  wir  in  dem  zugehörigen 
Meridiane  der  Fläche  jene  Punkte,  welche  der  verlaugten  Berührungs- 
curve zukommen.  Die  Erzeugenden  des  Cylinders,  welcher  der  Eota- 
tionsfläche  längs  des  in  dieser  Ebene  P,Pä  liegenden  Meridiaues 
(Jtf,,  lf\)  umschrieben  ist,  stehen  zur  Ebene  Pv-f*  senkrecht. 

Denken  wir  uns  an  diesen  letztbezeichnetea  Cylinder  parallel  zu 
der  gegebenen  Geraden  {g,  g')  (welche  wir,  behufs  Vereinfachung  der 
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Construction,  parallel  zu  sich  selbst  so  laDge  yerschiebeu,  bis  sie  die 
EotatioTisaehse  {Z,  Z')  in  irgend  einem  Punkte  (s,  s')  schneidet)  die 
BerülirebeneQ  gelegt,  so  werden  diese  letzteren  auch  die  Rotations- 
fläche in  jenen  Punkten  berühren,  in  welchen  die  denselbeu  entspre- 
chenden Berührung'serzeugenden  des  umschriebenen  Cylinders  den 
Meridian   {M^,  M',)  scbneidea, 

Behufs  Feststellung  dieser  Punkte  denken  wir  uns  durch  irgend 
einen  Punkt  der  Geraden  (g,g'),  am  einfachsten  durch  den  Horizontal - 
durchstoßpunkt  {h.'k'),  eine  Gerade  (ÄiJ,  AM')  parallel  zu  den  Cyliuder- 
erzeugenden,  also  senkrecht  zur  Ebene  P,Pa  gezogen,  und  ibren  Durch- 
stoßpunkt {8,  d')  mit  der  Ebene  Pv^'t  aufgesucht. 

Die  letztgenannte  Gerade  bestimmt  mit  der  gegebenen  Geraden 
{g,  g')  eine  Ebene,  welche  die  Meridianebene  in  der  Verhin dungsgeraden 
(j'i  3'')  der  Punkte  (s,  s')  und  {S,6')  sehueidet,  und  zu  welcher  die 
gesuchten  Tangentialebenen  des  Cjlinders  parallel  sein  müssen. 

Die  Schnittgeradeu  dieser  Tangentialebenen  mit  der  Ebene  Pi,P;, 
werden  daher  jene  Tangenten  des  Meridians  {M^,  M\)'  darstellen, 
welche  zu  der  Geraden  {yjf')  parallel  sind;  die  Berührungspunkte 
derselben  werden  somit,  den  eben  angestellten  Betrachtungen  gemäß, 
die  dem  Meridiane  {M^,  M\)  angehörenden  Punkte  der  Berührungs- 
ourve  repräsentieren. 

Behufs  Bestimmung  der  letzteren  drehen  wir  die  Meridianebene 
PjPj,  sammt  dem  in  ihr  liegenden  Meridian  (Jlf,,  Jlf'J  und  der  Geraden 
(y,  f")  um  die  Achse  (ß,  Z')  in  die  zur  yerticalen  Projectionsebene 
parallele  Lage.  Dabei  gelangt  der  Meridian  {M^,  M\)  zur  Deckung 
mit  dem  Hauptmeridiane  {M,  M'),  während  die  Gerade  (y,  y')  nach 
(n>  7a')  gelangt. 

Zieht  mau  nun  parallel  zu  y^  an  den  Hauptmeridian  M  die 
Taugenten  i^^  und  i\,  und  führt  man  sodann  deren  Berührungspunkte 
(a  a'„)  und  (6„,  b'g)  durch  Drehung  um  (2,  Z')  in  die  Ebene  PvPh 
zurück,  so  erhält  mau  daselbst  die  Berahrungsp unkte  («,«')  und  (6,*') 
des  Meridians  (Jf,,-M',)  mit  den  zur  Geraden  (y,  y')  parallelen  Tan- 
genten, d.  i.  die  beiden  dem  Meridiane  {M„M\)  resp.  der  Meridian- 
ebene P^P^  angehörenden  Punkte  der  zu  bestimmenden  Beröhriings- 
curve. 

Um  weitere  Punkte  der  letzteren  zu  erhalten,  hat  man  dieselbe 
Construction  für  eine  beliebige  Zahl  anderer  Meridianebenen  P\  P'j, 
F't  F\ ...  zu  wiederholen. 

§.  239. 
Dritte  Methode.    Mit    Hilfe    eingeschriebener    oder 
«mhüllter  Kugeln. 
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Diese  Methode  ist  unter  den  liier  zur  Sprache  kommeiideii  nicht 
nur  die  einfachste,  sondern  dieselbe  vermittelt  zugleich  die  eleganteste 
Lösung  der  gestellten  Aufgabe. 

Bestimmen  wir  wieder  auf  einem  heliebigen  Parallelkreise  (?c„  n\ ) 
(Taf.  XIII,  Fig.  66)  der  vorgegebenen  Rotationsfläche  die  der  Berüh- 
i'ungscuiTö  des  parallel  zur  Geraden  (g,  g')  umschriebenen  CyUnders 
angehörenden  Punkte,  benützen  jedoch  zur  Erreichung  des  vor- 
gesteckten Zieles ,  statt  des  in  der  ersten  Methode  zur  Verwen- 
dung gekommenen  der  Rotationsfläche  längs  (rr,,  n\)  umschriebenen 
Kegels,  die  der  genannten  Fläche  längs  ()t,,  ir'j  eingeschriebene 
Kugel,  deren  Mittelpunkt  (N,N')  sich  im  Schnitte  der  Achse  (Z,Z') 
mit  jener  Normalen  des  Hauptmeridians  M  ergibt,  welche  in  dem, 
dem  Parallelkreise  (tc,  ,  je'J  augehörenden  Punkte  k,  geführt  werden 
kann. 

Denken  wir  uns  dieser  Kugel,  parallel  zur  Geraden  (g,g')  einen 
Cylinder  umschrieben,  so  wird  derselbe  die  Kugel  offenbar  in  einem 
größten  Kreise  beiühren.  Besagter  Kreis  trifft  den  Paraltelkreis 
(jT,,  7z\)  im  allgemeinen  in  zwei  Punkten  und  ist  es  somit  einlenehtend, 
dass  einerseits  die  Tangentialebenen  der  Kugel  in  diesen  beiden 
Punkten  auch  die  Rotationsfläche  in  den  nämlichen  Punkten  berühren 
werden,  und  andererseits  ist,  auf  Grund  der  vorausgegangenen  Erörte- 
rungen, klar,  dass  dieselben  zu  der  gegebenen  Geraden  (3,  ^')  parallel 
sein  müssen,  dass  also  die  vorerwähnten  zwei  Punkte  der  gesuchten 
Berührungscurve  angehören. 

TJm  diese  Punkte  thatsächlich  festzustellen,  wird  bloß  zu  berück- 
sichtigen sein,  dass  der  der  Kugel  parallel  zu  {ß,  g")  umschriebene 
Cylinder  dieselbe  in  einem  größten  Kreise  berühre,  dessen  Ebene  durch 
den  Kugelmittelpunkt  (JV,  JV')  gehend,  senkrecht  zur  Geraden  (g,  g'} 
steht. 

Den  Schnitt  dieser  Kugeldiametralebene  mit  der  Ebene 
e'  des  Parallelkreises  (jt,,  rt',)  construiereu  wir  in  der  Weise,  dass 
wir  durch  N  eine  Gerade  Nm  senkrecht  zur  Vertiealprojection  g 
ziehen,  deren  horizontale  Frojeetion  N'm'  wir  uns  parallel  zur 
Grundlinie  (also  Busammenfallend  mit  der  Horizontaltrace  ij^  der  Haupt- 
meridianebene) denken. 


Dies  vorausgesetzt,  stellen  {Nm,  N'm')  die  Projectionen  einer 
durch  den  Kugelmittelpunkt  (N,  S')  gehenden,  zur  Geraden  (g,  g') 
senkrechten,  also  in  der  fraglichen  Diametralebene  liegenden  Geraden 
dar,  während  der  Punkt  {m,  m')  den  Durchstoßpunkt  derselben  mit 
der  Ebene  e'  repräsentiert. 
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Der  Schnitt  der  Diametralebene  mit  der  Ebene  e'  muss  einer- 
seits diu'ch  den  Punkt  {m,  m')  gehen  uad  andererseits,  weil  die  Ebene 
e'  zur  Horizontal  eil  ene  parallel  ist,  zur  horizontalen  Trace  der  Dia- 
metralehene  parallel,  mithin  zur  Geraden  g'  senkrecht  sein. 

Wir  erhalten  demnach  die  Horizontalprojection  dieser 
Sehnittgeraden  als  die  durch  m'  gehende ,  zu  g'  senkrechte  Gerade  s'. 
Die  VerticalprojeetioB  s  derselben  fällt  mit  der  Verticaltraee  e's 
zusammen.  Die  Gerade  {s,  s')  trifft  nun  den  Parallelkreis  (tTj,  !t\) 
in  zwei  Punktes  {a,  a')  und  (i,  i'),  welche  gleichzeitig  dem  in  der 
vorgenannten  Diametralebene  liegenden  größten  Kugelkreise  (Berüh- 
rungskreia  der  Kugel  mit  dem  derselben  parallel  au  (g,  g')  umsehrie- 
■benen  Cylinder)  angehören  und  mithin  die  gesuchten  Punkte  der 
Eerührungscurve  repräsentieren. 

In  gleicher  Weise  findet  man  nunmehr  mit  derselben  Leichtig- 
keit auf  jedem  anderen  Parallelkreise  die  der  zu  bestimmenden  Be- 
rührungscnrve  angehörenden  Punkte. 

Wie  man  sieht,  lässt  diese  Methode,  gegenüber  den  früheren,  an 
Einfachheit  nichts  zu  wönscheu  übrig,  da  es  weder  nöthig  ist,  die 
Kugel  und  deren  Contouren,  noch  die  auf  ihr  liegenden  Kreise  zu 
■zeichnen,  sondern  die  bloße  Bestimmung  ihres  jeweiligen  Mittel- 
punktes (ff,  N')  zur  weiteren  Construction  vollkommen  ausreicht. 

Weiters  ist  unschwer  au  erkennen,  dass  die  sämmtlichea  Punkte- 
paare «'  und  h'  (Horizontalprojection)  symmetrisch  gegen  jene 
Gerade  liegen,  welche  durch  Z'  parallel  zu  g'  gezogen  wird,  dass  also 
die  Berührungscurve  selbst  gegen  die  durch  diese  Gerade  gehende 
(horizontal - projicierende)  Meridianebene  (Satz  181)  sy m- 
metrisch  ist. 

§.  240. 
Gegenseitiger  Schnitt  zweier  Rotationsflächen. 

Bei  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  zweier  ßotationsöacheü  ist 
-es  nicht  leicht  möglich,  die  Schnittcurve  derselben  auf  eine  einfache 
Weise  zu  bestimmen. 

Da  nämlich  die  Parallelkreise  auf  dei  Eotationsfl  iche  die  einzigen 
Curven  sind,  deren  Construction  ebenso  n%h  als  genau  durchgeführt 
werden  kann,  so  wird  sich  die  Bestimmung  det,  Schnittes  zweier 
Kotati onsflä eben  nur  in  dem  Falle  constiuctn  einfach  duichführen 
lassen,  wenn  man  im  Stande  ist,  Hilfbfldcheu  iui  Anwendung  zu 
bringen,  welche  sowohl  die  eine,  als  auch  die  andere  Fläche  in  Kreisen 
schneiden. 
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Solche  Hilfsflächen  existieren  aber  nur  dann,  wena  die  beidea 
Rotatiouaflächen  sich  sclineidende  oder  insbesondere,  wenn  sie 
parallele  Rotationsachsen  besitzen, 

Das  Priücip  behufs  der  Schnittbestimniuag  zweier  Rotations- 
fläehen  bleibt  im  übrigen  dasselbe,  welches  wir  für  Flächen  über- 
haupt feststellen.  Man  wird  nämlich  beide  Flächen  durch  eine  dritte 
Fläche  (Hiifsfläehe)  schneiden,  den  Schnitt  jeder  der  gegebenen  Flächen 
mit  der  zwectmäßig  gewählten  Hiifsfläehe  aufsuchen  und  i 
wo  sich  die  so  erhaltenen  Schnittcurven  begegnen.  Die  sieh  e 
Schnittpunkte  gehören  sowohl  der  einen,  als  auch  der  anderen  Fläche, 
sowie  der  Hilfsfläche  an,  sind  sorcit  die  den  Flächen  gemeinschaft- 
lichen, also  die  der  SchnitteurTe  angebörigen  Punkte.  Dass  man  stets 
daranf  bedacht  sein  miisste,  die  Hilfsflächen  so  zu  wählen,  um  mög- 
lichst einfache  und  sieher  bestimmbare  Hilfsschnitte  mit  den  gegebenen 
Flächen  au  erhalten,  ist  selbstverständlich  und  braucht  daher  kaum 
bemerkt  zu  werden, 

%.  241. 

55.  Aufgabe.  Es  ist  der  gegenseitige  Durchschnitt  zweier 
Rotationsflächen  zu  bestimmen,  deren  Achsen  sich  im  Unendlichen 
schneiden,  d.  i.  zu  einander  parallel  sind. 

Seien  {Z„  Z\)  nnd  {Z^,  Z\)  (Taf.  SIV,  Fig.  67)  die  Achsea 
der  vorliegenden  Rotationsflächen,  welche  wir  beide  als  horizontal- 
projicierend  voraussetzen  wollen.  Ferner  seien  {M^,M\)  und  {M^,M'^ 
die  beiden  Hauptmeridiane,  deren  Hauptmeridianebeaen  beziehungs- 
weise TjV,  und  ifji  sind. 

Nehmen  wir  eine  beliebige  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallele,  also  zu  den  Rotationsachsen  senkrechte  Ebene  e\  als  schnei- 
dende Hilfsebene  an,  so  wird  durch  dieselbe  sowohl  die  Fläche  (Z^,M^) 
als  auch  die  Fläche  {'/^,M^  in  je  einem  Kreise  {S",,  K\)  und 
{K^,  K'n)  geschnitten.  Die  beiden  Kreise  haben  im  allgemeinen  zwei 
Punkte  (a,,  a',)  und  (b^,'b\)  gemein,  welche  selbstverständlich  der 
gesuchten  Schnittcurve  beider  Flächen  angehören. 

Ändert  man  die  Lage  der  Hilfsebene  e\  durch  Parallelvsrsehie- 
bung,  so  erhält  man  nach  und  nach  die  sämmtlichen  Punkte  der  ver- 
langten Durchschnittscurve. 

JVIan  wird  daher  die  Curve  punktweise  construieren,  indem  man, 
der  Form  und  Größe  der  beiden  Meridian  cur  ven  angemessen,  eine  hin- 
reichende Anzahl  von  Hilfsebenen  e',  e'^,  e^...  annimmt,  die  in  ihnen 
liegenden  Punktepa,are  a,,6j;  a„,Jj;  03,63...  bestimmt  und  durch  eine 
stetige  Curve  verbindet. 
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Legen  wir  durch  die  beideu  Aciiseu  {Z,,  Z\)  und  (2j,  2'^}  eine 
Ebene  P„Pä,  so  ist  dieselbe  eine  gemeinschaftliche  Meridian- 
ebene  beider  Rotationsflächen.  Da  gegen  diese  Ebene  sowohl  die 
eine,  als  auch  die  andere  Kotationsfläehe  symmetrisch  ist,  so  wird 
auch  die  au  bestiminende  Durchschnittscurve  beider,  gegen  diese 
Ebene  orthogonal-symmetriscli  sein. 

§.  242. 

26.  Aufgabe.  Es  ist  der  Durchschnitt  zweier  Eotationslläohea 
zu  bestimmen,  deren  Achsen  sieh  sehneidea. 

Um  die  durchzuführenden  Construetionen  möglichst  einfach  zu 
gestalten,  nehmen  wir  an,  dass  die  Projectionsebenen,  gegenüber  den 
gegebenen  Flächen,  in  eine  solche  Lage  gebracht  worden  seien,  dass 
allenfalls  die  horizontale  Projeßtionsebeue  au  der  einen  Rotationsachse 
senkrecht  stehe,  die  Tertieale  Projectionsebene  dagegen  %i\  jener  Ebene 
parallel  sei,  welche  durch  die  beiden  sich  schneidendea  Rotationsachsen 
bestimmt  wird. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  stellt  sich  die  eine  Rotationsachse 
(iTj,  Z\)  (Taf.  SIY,  Fig.  68)  als  eine  horizoutal-projicierende  Gerade, 
und  die  zweite  Rotationsachse  als  sine  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallele  Gerade  {Z^,  Z'^)  dar. 

Beide  Achsen  haben  einen  Punkt  (S,  S')  gemein.  Die  durch  die 
beiden  Achsen  Z^  und  Z^  gehende  Ebene  jj  ist  zur  verticalen  Pro- 
jectionsebene parallel.  Dieselbe  stellt  gleichzeitig  eine  gemein- 
schaftliche Meridianebene  beider  Rotationsflächen  dar 
und  sehneidet  daher  die  letzteren  in  zwei  Meridianen  {.M,,  Jlf',)  und 
(M^,  M'^),  welche  in  der  verticalen  Projection  in  wahrer  Größe  er- 
scheinen. 

Um  Punkte  der  Schnittcurre  beider  Rotationsflächen 
zu  ermitteln,  wählen  wir  als  Hilfsflächen  Kugeln,  deren  sämmtliehe 
Mittelpunkte  in  dem  Schnittpunkte  (S,  S')  der  beiden  Rotationsachsen 
liegen. 

Beschreiben  wir  aus  8  mit  irgend  einem  beliebigen  Radius  r 
einen  Kreis  C,,  so  kann  dieser  als  der  Schnitt  der  Ebene  tj  mit  einer 
der  vorerwähnten  Hilfskugeln  betrachtet  werden.  Besagter  Kreis 
trifft  die  beiden  Meridiane  M^  und  M^  in  zwei  Paaren,  beziehungs- 
weise gegen  die  Achsen  Z,  und  Z^  symmetrisch  liegenden  Punkten 
((„  ß,   und  Ka,  ßj. 

Die  Hilfskugel  dagegea  schneidet  jede  der  beiden  Rotations- 
flächen in  je    einem  Kreise,  welche  beziehungsweise  durch  die  eben 
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featgtf stellten  Punkte  k,  und  o-j  gehen  und  deren  Ebenen  ku  den  dies- 
bezüglichen Achsen  {Z^,  Z\)  und  {Z^^,  Z'^)  senkrecht  stehen. 

Ziehen  wir  demgemäß  durch  «,  die  Gerade  e\  senkrecht  zur 
Eotationsaehse  2,,  so  erhalten  wir  die  Verticaltrace  derjenigen,  Kur 
horizontalen  Projeetionsebene  parallelen  Ebene,  welche  den  der  Rota- 
tionsfläche i*',  und  der  Hilfskngel  gemeinschaftlichen  Kreis  {K^,K'^) 
enthält.  Fuhren  wir  ferner  durch  a,  eine  Gerade  b\  senkrecht  zu 
Z^,  so  repräsentiert  dieselbe  die  Verticaltrace  derjenigen  (vertieal- 
projioierenden)  Ebene,  welche  den  der  Kugel  und  der  Eofcationsfläche 
F^  gemeinschaftlichen  Kreis  K^  enthält. 

Die  beiden  Schnittkreise  K^  und  Ä'j  begegnen  sich  in  zwei 
Punkten,  welche  auf  der  vertieal-projicierenden  Geraden  {s,  s'),  in 
welcher  sich  die  Ebenen  e'  und  s'  schneiden,  liegen  müssen. 

Nachdem  der  eine  dieser  Kreise,  nämlich  {K^,  K\),  parallel  zur 
horizontalen  Projeetionsebene  ist,  so  ergeben  sich  die  oberwähnten 
zwei  Schnittpunkte  direct  als  die  Schnittpunkte  (a„  a\)  und  (&,,  h\) 
dieses  Kreises  {K^,  K',)  mit  der  Geraden  (s,  s').  Die  besagten  Punkte 
{ffii,ö',)  und  (b,,i'i)  repräsentieren  bereits  zwei  Punkte  der  geforderten 
Sehnittcurve  beider  Kotatiousfläehea. 

Ändert  man  den  Radius  r  der  Hilfskugel,  oder  was  dasselbe  ist, 
jenen  des  Kreises  0,,  so  kann  man  durch  Wiederholung  der  eben 
besprochenen  Constrnction  beliebig  viele  Punkte  der  Durchdrin- 
gungscurve    eonstruieren. 

Die  Ebene  ?;a  ist  als  gemeinschaftliche  Meridianebeae  gleichzeitig 
eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie  für  beide  Rotations- 
flächen und  daher  auch  eine  Ebene  orthogonaler  Symmetrie 
für  deren  Durchschnittscurre. 

§.  243. 

27.  Aufgabe.  In  einem  Punkte  der  Durelschnittscurve  zweier 
Eotationsfläclien  ist  an  dieselbe  die  Tangente  zu  ziehen.  Die  Schnitt- 
onrve  selbst  liegt  nicht  gezeichaet  vor, 

Erste  Methode.  Die  verlangte  Tangente  der  Durchschnifcts- 
curve  in  irgend  einem  ihrer  Punkte  a  ist  gleichzeitig  eine  Tangente 
sowohl  der  einen,  als  auch  der  anderen  Rotationsfläche,  muss  daher 
als  solche  in  jeder  der  beiden  Tangentialebenen  liegen,  welche 
in  dem  betreffenden  Punkte  a  an  jede  der  vorgegebenen 
Elächen    gelegt  werden  kann. 

Man  wird  hiernach  nichts  anderes  zu  thun  haben,  als  die  Tan- 
gentialebenen der  beiden  RotatioDsflächen  in  dem  Punkte  a  (wie  iti 


y  Google 


Aufgabe  20)  zu  bestimmen   und   deren  Dnrobschnitt   zu   construieren, 
um  sofort  die  verlangte  Tangente  zu  erhalten. 

§.  244. 

Zweite  Methode.  Nennen  wii"  T,  nnd  Tg  die  Tangentialebenen 
und  JV,  und  N^  die  Normalen  der  beiden  Rotationsflächen 
im  Punkte  a  ihrer  Durcbschnittaourve. 

Nachdem  J?/,  auf  T,,  also  auch  auf  der  in  der  Tangentialebene 
Tf  liegenden  und  nunmehr  zu  constriiierenden  Tangente  (  senkrecht 
steht,  das  Gleiche  ferner  auch  von  der  Normale  N^  gilt,  so  ist  die 
ÄU  suchende  Tangente  t  selbst  wieder  zu  derjenigen  Ebene  senkrecht, 
welche  die  beiden  Normalen  N,  und  N^  mit  einander  bestimmen. 
Besagte  Ebene  repräsentiert  somit  gleichzeitig  auch  die  Normal- 
ebene  der  Durcbschnittscurve  in  dem  betreffenden  Punkte  a. 

Wir  wollen,  dieser  Methode  entsprechend,  die  Couatruction  der 
Tangente  für  einen  bestimmten  Fall  durchführen. 

Setzen  wir  wieder  voraus,  dass  die  beiden,  sich  in  einem  Punkte 
(S,  S')  schneidenden  Rotationsachsen  (Z^,  Z\]  und  (Z^,  Z',j)  in  einer 
zur  vertiealen  Projectionsebene  parallelen  Ebene  liegen,  und  dasa  die 
Achse  {Z,,  Z',)  überdies  zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht 
stehe. 

Die  erste  Kotationsfläche  2:,  (Taf.  SIV,  Fig.  69),  deren  Achse 
{Z^,  Z',)  ist,  wäre  durch  ihren  Hauptmeridian  {Mi,  M\)  gegeben,  die 
zweite  Fläche  2^^  dagegea,  welche  wir  als  windschiefes  ßotations- 
hjperboloid  voraussetzen  wollen,  sei  außer  durch  (Z^,  Z'^)  bloß 
nur  noch  durch  eine  geradlinige  Erzeugende  (g,  g')  bestimmt. 

Um  einen  Punkt  des  gemeins  chaftliehen  Schnittes  beider 
Rotationsflächen  zu  bestimmen,  legen  wir  eine  beliebige,  zur  Achse 
{Z^,  Z'^  senkrechte,  also  vertieal'-projicierende  Ebene  e'„.  Dieselbe 
schneidet  das  Eotationshjperboloid  in  einem  Paralielkreise ,  welcher 
offenbar  durch  denjenigen  Punkt  (p,  j^')  geht,  in  welchem  die  Ebene 
E\  die  geradlinige  Erzeugende  (3,  g')  trifft. 

Durch  diesen  Parallelkreis  legen  wir  eine  Kugel  C,  die  ihren 
Mittelpunkt  in  dem  Schnittpunkte  {8,  8')  der  beiden  Rotationsachsen 
bat.  Der  Radius  der  Kugel  G  ergibt  sich,  als  wahre  Größe  der 
Strecke  {Sp,  S'p'},  in  Sp^. 

Die  besagte  Kugel  C  schneidet  selbstverständlich  auch  die  Ro- 
tationsfläche (Zj,  JJf[)  in  einem  Paralielkreise  {«,,  V,),  welcher  (wie 
in  Aufgabe  26)  vermittelst  des  in  der  Hauptmeridianebene  ijs  liegenden 
größten  Kugeltreisss  C  leicht  festgestellt  werden  kann.  Die  Ebene 
e't  des  obbezeiehueten  Parallelkreises  dagegen  schneidet  die  Ebene  s\ 
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des  Hjperboloid-Parallelkreises  in  der  vertical-projieiereuden  Geraden 
(ff,  6'),  und  diese  trifft  den  Paralleliireis  (rr,,«',)  in  den  beiden 
Punkten  (0,01')  und  {h,h'),  welche  der  Schnitteurve  beider  Eo- 
tiona flächen  augehören. 

Um  die  Tangente  der  Schnitteurve  in  dem  Punkte  {«,  a')- 
sowie  die  entsprechende  Normalehene  zu  eonstruieren ,  ermitteln 
wir  zuvor  die  Normalen  der  beiden  Flächen  in  dem  betreffenden 
Punkte  (ö,  «')• 

Die  Normale  der  Kotationsfläcbe  (^„  If,)  oder  2:,  ina 
Punkte  {a,  a')  trifft  die  Rotationsachse  (Z^,  Z\)  in  dem  nämlichen 
Punkte  (iV,,  Iff',),  wie  die  Normale  (aiN^,  cc\N\)  in  dem  Punkte 
(«i,  ß'i),  welch  letzterer  dem  Hauptmeridiane  {M„  M\)  und  dem  durch 
(a,  a')  gebenden  Parallelkreiae  {fc^,  jt'i)  gleichzeitig  angehört. 

Wir  haben  demnach  bloß  im  Punkte  «,  zur  Meridian tangente  t, 
die  Senkrechte  zu  ziehen,  um  in  deren  Schnitt  mit  Z,  die  Vertical- 
projeetioH  iVj  zu  erbalten.  Die  Horizontalprojeotion  N',  coincidiert 
mit  Z\. 

Die  Projectionen  (1er  Normalen  der  Rotationsfläche  (Z^,  M,) 
in  dem  Punkte  [a,  a')    erscheinen  demnach  durch  {N^  a,  N\ «')  dar- 


um weiters  die  Normale  desKotationshyperboloides 
in  dem  nämlichen  Punkte  («,  a')  zu  construieren ,  baben  wir  gleich- 
falls bloß  au  berücksichtigen,  dass  dieselbe  die  Eotationsachse  (Z^,  Z'^) 
wieder  in  dem  nämlichen  Punkte  (N^^,  iV'j)  treffen  raiisse,  wie  die 
Normale  des  auf  dem  durch  (a,  a')  gehenden  Parallelkreise  liegenden 
Punktes  {p,p'). 

Die  Normale  des  Hyperboloides  in  dem  Punkte  {p,  p")  ist ,  wie 
bekannt,  zu  der  Tangentialebene  der  Flache  im  Punkte  (j>,p')  senk- 
recht und,  da  diese  Ebene  die  Erzeugende  (ß,  g')  enthält,  auch  senk- 
recht zu  dieser  Erzeugenden,  Der  Schnittpunkt  (N^,  N'^^)  derselben 
mit  der  Rotationsachse  (Z^,  Z'^)  kann  daher  kein  anderer,  als  der 
Schnittpunkt  dieser  letzteren  mit  der  durch  {p,  p")  senkrecht  zu  {g,  g') 
geführten  Ebene  S„Sh  sein.  Verbinden  wir  nun  den  Punkt  {N^,  N'^) 
mit  (ffl,  »')'  so  erhalten  wir  die  Projectionen  {N^a,  N\a')  der  gesuchten 
zweiten  Normale  im  Punkte  {a,  a'). 

Die  Ebene  N^N/,,  welche  durch  die  beiden  Normalen  {N,a,N\a') 
und  (N^a,  N'^a')  gelegt  werden  kann,  ist  sodann,  wie  der  vorher  all- 
gemein besprochenen  Lösungswelae  zu  entnehmen  ist,  die  Normal- 
ebene, und  die  Gerade  {t,t'),  welche  durch  {a,  a')  senkrecht  zu  der- 
selben gezogen  wird,  die  Tangente  der  Sßhnittcorve  beider 
Rotationsflächen  im  Punkte  (a,  a'). 
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§.  245. 

28.  Aufgabe.  Es  sind  die  Contonren  einer  Rotationsfläelie,  deren 
Achse  zu  einer  der  'beiden  Projeetionsetienen  parallel  ist,  zu  be- 
stimmen. 

Setzen  wir  vorerst  die  ßotationsaciise  als  eine  zur  vertiealeii  Pro- 
jectionsebene  parallele  Gerade  {Z,  Z')  (Taf.  XIV,  Fig.  70)  voraus,  so 
wird  die  durch  dieselbe  parallel  zur  Terticalen  Projectionsebene  dareh- 
gelegto  Ebene  i;  eine  Meridianebene  darstellen. 

Der  in  der  letztgenannten  Ebene  liegende  Meridian  {M,  M') 
wird  sonach  in  der  verticalen  Projection  M  in  seiner  wahren  Größe 
und  Gestalt  erscheinen. 

Gleichaeitig  repräsentiert  diesfalls  die  besagte  Verticalprojection 
JLf  die  Vertiöalcontour  dör  Rotationsfläche,  da  (Sati  172)  der  der 
letzteren  längs  des  Meridians  (Jf,  M')  umschriebene  Cylinder  vertical- 
projicierend  ist. 

Die  horizontale  Contour  eonstruieren  wir  in  nachstehender  Weise. 
Wir  nehmen  auf  der  Achse  (2',  Z')  einen  beliebigen  Punkt  {s,  s')  als 
Scheite!  eines  der  Rotation  sfläehe  umschriebenen  Rotationskegels  an. 
Die  von  s  aus  an  M  gezogene  Tangente  i  ist  sodann  die  Verticalpro- 
jection einer  in  der  Ebene  *j  liegenden  Kogelerzeugenden.  Der  Berüh- 
rungspunkt a  derselben  ist  die  Verticalprojection  eines  der  beiden  in 
der  Ebene  ij  liegenden  Punkte  jenes  Parallelkreises,  in  welchem  der 
Kegel  die  Rotationsfläche  berührt. 

Den  Mittelpunkt  (o,  o')  der  der  Rotationsfläche  längs  dieses 
Parallelkreises  eingeschriebenen  Kugel  {K,  K\)  erhält  man  als  Schnitt- 
punkt der  Achse  (Z,  Z')  mit  der  Normalen  des  Meridiaas  M.  im  Punkte 
a.    Der  Radius  dieser  Kugel  ist  der  Länge  «o  dieser  Normalen  gleich. 

Zeichnen  wir  die  horizontale  Contour  K\  dieser  Kugel  und  führen 
wir  von  s'  aus  an  dieselbe  die  Tangenten  t\  und  t'^,  deren  Berührungs- 
punkte mit  der  Kugel  j)',  und  jj'g  sein  mögen,  so  werden  y,  and  p\ 
bereits  zwei  Punkte  der  Contour  nnd  t\  und  t\  die  Tangenten  in  den- 
selben darstellen.  Denn  t\  und  t\  sind  die  Horizontaltraceo  Kweier 
horizontal  -  projieierenden,  durch  den  Kegelsoheitel  (s,  s')  gehenden 
Ebenen,  welche  die  Kugel,  also  auch  den  umschriebenen  Kegel  und 
endlich  auch  die  Rotationsfläche  selbst  in  zwei  Punkten,  deren  Hori- 
zontalp rojectionen  ^\  und  p\  sind,  berühren. 

För  jeden  weiteren  Punkt  (s,  s')  auf  {Z,  Z')  erhält  man  in 
gleicher  Weise  ein  Paar  von  Punkten,  welche  der  Horizontaleon- 
tour entsprechen,  sowie  auch  die  Tangenten  der  Contour  in  denselben 
Punkten. 
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Aus  einer  hinreichenden  Anzahl  so  bestimmter  Punkte  und  Tan- 
genten wird  es  nunmehr  auch  keinerlei  Schwierigkeit  unterliegen,  die 
Contourcnrve  selbst  in  ihrer  Vollständigkeit  zu  zeichnen. 


29.  Aufgabe.  Es  sind  die  Contouren  einer  Rotationsflaclie,  deren 
Actse  gegen  beide  Projeetionsebenen  geneigt  ist,  zu  bestimmen. 

Die  gegebene  Rotationsachse  sei  {Z,  Z')  {Taf.  XIV,  Fig.  71). 
Die  ßotationsfläehe  selbst  sei  in  aachstebender  Weise  gegeben.  Wir 
wählen  diesbezüglich  eine  zweite  verticale,  zur  Achse  {Z,  Z')  parallele 
Projeetionsebene.  Die  Horizontaltrace  derselben  (zweite  Grundlinie) 
ist  sodann  eine  zur  Horizontalprojection  Z'  parallele,  diesfalls  mit  Z' 
zusammenfallende  Gerade  X,  X,. 

Die  Kweite  Verticalprojection  der  Achse  {Z,  Z')  erhält  man,  der 
getroffenen  Wahl  entsprechend,  in  Z".  Der  zur  zweiten  Vertiealebene 
X,  Xj  parallele  Meridian  M"  projiciert  sieh  demnach  auf  dieser  Ebene 
in  seiner  wahren  Größe  und  Gestalt. 

Denkt  man  sich  nun,  wenn  auch  nur  vorübergehend,  die  ur- 
sprüngliche Verticalprojection  beseitigt  und  durch  die  neue  ersetzt, 
so  ist  klar,  dass  vermittelst  der  nunmehrigen  neuen  Projectionen 
[{M",M')\  {Z",Z')]  die  horizontale  Contour  genau  so  wie  im  vorher- 
gehenden Falle  construiert  werden  kann. 

Man  wird  nämlich  auf  der  Achse  {Z",  Z')  irgend  einen  Punkt 
(s",  s')  wählen,  die  Meridiantangente  t  =  s"ci"  führen  und  die  zuge- 
hörige Normale  a"  o"  construieren,  wodurch  man  gleichzeitig  den 
Mittelpunkt  (o',  o")  der  der  Kotatiönsfiäcbe  längs  des  durch  a  gebenden 
Parallelkreises  eingeschriebenen  Kugel  erhält.  Der  Kreis  K\ 
aus  o'  mit  dem  Radius  k"  e"  beschrieben,  stellt  sodann  die  Hori- 
zontalcontour  der  vorerwähntan  Kugel  dar. 

Zieht  man  nun  von  s'  aus  an  K',  die  beiden  Tangenten  f,  und 
i'j,  welche  K\  in  p',  nndp'j  berühren,  so  sind,  den  früheren  Erörte- 
rungen gemäß,  p\  und  p'^  zwei  Punkte  der  gesuchten  Horizontal  con- 
tour und  t\   und  t'^  deren  Tangenten  in  den  genannten  Punkten. 

Leitet  man  ferner  aus  s'  und  o'  die  Verticalprojeotionen  s  und 
0  auf  Z  ab  und  beschreibt  man  weiters  aus  o,  mit  dem  Radius  o"ct", 
den  Kreis  K,  so  repräsentiert  dieser  die  ursprüngliche  Verticalcon- 
tour   der  vorgenannten  Kugel. 

Führt  man  endlich  von  s  aus  die  Tangeuten  t,  und  Tj,  welche 
die  besagte  Kugel  beziehungsweise  in  sTj  und  iTj  berühren,  so  findet 
man,  aus  gleichen  Gründen  wie  vorher,  dass  ?r,  und  n^  zwei  Punkte 
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der  Verticalcontour,  und  t,  and  Tj  die  denselben  entsprechenden  Tan- 
genten sind. 

Durch  Änderung  der  Lage  des  Kegelscheitels  (s",  s',  s)  können 
nunmehr  beliebig  viele  solcher  Punkte  und  Tangentenpaare  sowohl  für 
die  Vertieal-  als  auch  für  die  Horinontalcoiitour  der  Kotationsfläche 
gefunden  und  diese  letzteren  somit  vollkommen  bestimmt  werden, 

§.  247. 

30.  Aufgabe.  In  sctiefer  Projectioa  ist  die  Contour  einer  Rota- 
tionsfläohe  unter  der  Voraussetzung  zu  eonstruieren,  dass  die  Eota- 
tionsacliae  zur  Bildebene  senkrecht  stehe. 

Die  schiefe  Projectioa  der  Rotationsachse  sei  Z,  d  ihr  Durch- 
stoßpunkt mit  der  Bildebene  und  v  deren  Fluchtpunkt,  d.  i.  die  schiefe 
Projectiou  des  Distanzpuaktes. 

Denken  wir  uns  diese  Eotatioasachse  um  ihre  Projeetion  Z 
(Taf.  XIV,  Fig.  72)  in  die  Bildebene  nach  2„  umgelegt.  Offenbar 
geht  hierbei  Z^  durch  d  und  steht  auf  Pb  =  Z  senkrecht.  Der  um- 
gelegte Distauzpunkt  möge  durch  Vg  dargestellt  sein.  Hiernach  reprä- 
sentiert Wp  die  um  Pi=2  umgelegte  Richtung  der  Projections- 
sfcrahl  en. 

Die  Eotationsfläehe  sei  durch  ihren  Meridian  gegeben,  welchen 
wir  uns,  wie  folgt,  in  wahrer  Größe  dargestellt  denken. 

Die  zur  Bildebene  normale  Ebene  P,  deren  Bildflächtrace  Pj 
mit  der  Projeetion  der  Drehachse  ausamraenfällt,  ist,  da  sie  die  Dreh- 
achse enthält,  eine  Meridianebene.  Wir  können  daher  in  der  Um- 
legung dieser  Ebene  um  Pj  den  (umgelegten)  Meridian  M„  in  wahrer 
Größe  sofort  verzeichnen. 

Um  die  Contour  der  Fläche  zu  eonstruieren,  stellen  wir 
folgende  Betrachtung  an. 

Die  Parallelkreise  der  Rotationsfläche  sind  zur  Bildebene  parallel; 
es  werden  dalier  die  schiefen  Projectionen  derselben  in  wahrer  Gestalt 
und  Größe  erscheinen.  Besagte  Kreise  werden  sonach  wieder  Kreise 
sein,  welche  mit  den  Originalen  congruent  sind. 

Die  Contour  der  Rotationsfläche  ist  der  Schnitt  der  Bild- 
ebene mit  dem  der  Fläche  umschriebenen,  schief  projicierenden  Cylinder. 
Dieselbe  kann  ofFeubar  auch  als  die  schiefe  Projeetion  der  Berüh- 
rungseurve  dieses  Cylinders  aufgefasst  werden. 

Die  besagte  Berülirungscurve  wird  im  allgemeinen  voa  jedem 
Parallel  kreise  in  zwei  Punkten  geschnitten.  Die  Berilhrebene  der 
Eotationsfläehe  in  jedem   dieser    Schnittpunkte  ist  schief- projicierend 
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und  GLthält  in  äom  betreffenden  Schnittpunkte  selbstverstäudüch  die 
Tangente  der  Beriihrungacurve  sowohl,  als  auch  jene  des  entsprechen- 
den Parallelkreises.  Die  Trace  derselben  auf  der  Bildehene  wird 
daher  die  Protection  dieser  beiden  Tangenten  darstellen,  oder  mit 
anderen  Worten,  sie  wird  die  schiefe  Projection  des  Parallelkreises 
und  die  schiefe  Projeetion  der  Bernhrungscurve,  d.  i.  die  Contonr  in 
demjenigen  Punkte  berühren,  welcher  die  schiefe  Projeetion  des  vor- 
genannten Schnittpunktes  repräsentiert. 

Da  es  weiters  für  jeden  Parallelkreis  im  allgemeinen  zwei  solche 
Schnittpunkte  gibt,  so  folgt,  dass  die  schiefe  Projeetion  jedes  Paral- 
lelkreises die  Contonr  der  Fläche  im  allgemeinen  auch  in  zwei  Punkten 
berühren  werde,  so  zwar,  dass  wir  nunmehr  in  der  Lage  sind,  die 
Contour  mit  hinlänglicher  Genauigkeit  als  ümhüliungseurTe 
sämmtlicher  Parallelkreis-Projectionen  zu  yerzeichnen. 

Die  schiefe  Projeetion  irgend  eines  solchen  Paralleikreises  ist 
leicht  BU  construieren.  Nehmen  wir  nämlich  auf  der  Projeetion  Z 
der  Drebachse  einen  beliebigen  Punkt  o^  als  schiefe  Projeetion  des 
Mittelpunktes  eines  Paralleikreises  an,  so  gelangt  dieser  Punkt  bei 
der  Umlegung  um  Pj  =  2  nach  o'^,  wobei  o'^o^  au  ««„  parallel 
sein  wird. 

Ziehen  wir  ferner  durch  o'„  eine  Senkrechte  zur  umgelegten  Dreh- 
achse Zg,  so  sehneidet  diese  den  umgelegten  Meridian  M^,  in  zwei 
Punkten  Kj  und  (3,,  und  es  ist  selbstverständlich  «,  "'^  = /5,  o'^  der 
Radius  r  des  betreffenden  Paralleikreises,  welcher  nunmittelbar  in  ir, 
dargestellt  werden  kann, 

Ermittelt  man  in  gleicher  Weise  eine  Schar  solcher  Parallel- 
kreis-Projectionen, so  wird  schließlieh  durch  deren  ümhüllungs- 
curve  die  zu  bestimmende  Contour  dargestellt  werden. 

Auch  wird  es  keinerlei  Schwierigkeit  bieten,  die  äußersten 
Punkte  dieser  Contour  auf  der  schiefen  Projeetion  Z  der  Drehungs- 
achse zu  construieren.  Führen  wir  nämlich  an  den  umgelegten  Meridian 
die  beiden  Tangenten  t",  und  t\  parallel  zu  dem  umgelegten,  schief 
projicierenden  Strahle  vv^,  so  werden  ihre  Durchstoßpunkte  m  und  n 
mit  der  Bildebene  unmittelbar  die  in  Z  liegenden  Punkte  der  Contour 
repräsentieren. 

§.  248. 
31.  Aufgabe.    Es  Ist  in  centraler  Projeetion  die  Contour  einer 
Eotationsfläehe,  deren  Rotationsachse  senkreclit  zur  Bildebene  steht, 
zu  bestimmen. 


y  Google 


Sfii  {Ä,  C„)  (Taf.  XIV,  Fig.  73)  das  gegebene  Projectionseen- 
trum  und  dÄ  =  Z  die  Centralpi-ojecüon  der  Drehachse,  deren  Durch- 
stoßpunkt mit  der  Bildebene  ä,  und  deren  Fluchtpunkt  der  Haupt- 
punkt A  ist. 

Die  central-  und  gleichzeitig  auch  ortbogonal-projicierende  Ebene, 
deren  Trace  Pt  mit  der  Projection  Z  zusammenfällt,  wird,  da  sie  die 
Drehungsachse  Z  enthält,  eine  Meridianebene  der  Eläehe  dar- 
stellen. Legt  man  dieselbe  um  Pj  in  die  Bildebene  nm,  so  stellt 
sich  die  umgelegte  Rotationsachse  Z^  als  die  durch  ä  senkrecht  zu 
Pi  gezogene  Gerade  und  der  umgelegte  Meridian  M^  in  wahrer  Größe 
dar.    Es  ist  die  Kotationsfläche  sonach  Tollkommen  bestimmt, 

Die  Projection  eines  beliebigen  Parallelkreises  der  Fläche  erscheint, 
da  derselbe  parallel  zur  Bildebene  ist,  wieder  als  Kreis,  und  kann 
folgendermaßen  construiert  werden. 

Wir  nehmen  au  diesem  Behufe  auf  der  umgelegten  Kotations- 
acbse  2j,  einen  beliebigen  Punkt  o",  als  Mittelpunkt  irgend  eines 
Parallelkreises  ^j  an.  Die  Centralprojeetion  o^  dieses  Punktes,  welche 
mit  Hilfe  des  umgelegten  Projeotiousstrahles  CuO",  o,  erhalten  wh-d, 
repräsentiert  sodann  den  Mittelpunkt  der  Parallelkreis-Projection. 

Ziehen  wir  ferner  durch  o",  die  zu  Zg  Senkrechte  ß\o''^a"l,  so 
stellt  diese  ofl'enbai"  den  in  der  Ebene  P  liegenden,  um  Pi  umgelegten 
Dm'chmesser  des  fraglichen  Parallelkreises  dar.  Die  Centralprojeetion 
«,  des  einen  Endpunktes  a",  erhalten  wir  wieder  mittelst  des  umge- 
legten Projeetionsstrahles  Co"")"-  Der  Punkt  a,  ist  daher  die  Pro- 
jection eines  Punktes  des  Paralleikreises,  während  die  Centralprojeetion 
des  Parallelkreises  unmittelbar  durch  jenen  Kreis  ?ri  dargestellt  er- 
scheint, welcher  den  Punkt  o,  zum  Mittelpunkte  hat,  und  durch 
a^  geht. 

In  gleicher  Weise  kann  man  beliebig  viele  Parallelkreis-Projec- 
tionen  ermitteln.  Die  Umhüllungscurve  der  letzteren  repräsentiert 
sodann  wieder  die  Contoiir  der  Kotationsfläehe.  Der  Beweis 
für  die  Richtigkeit  dieses  Vorganges  stimmt  mit  jenem  fär  den  vor- 
hergehenden Fall  Uberein. 

Endlich  wird  man  auch  anstandslos  die  äußersten  Punkte 
der  Contourcurve   auf  der  Centralprojeetion  Z  anzugeben  vermögen. 

Zieht  man  nämlich  durch  das  umgelegte  Centrum  C^  an  den 
umgelegten  Meridian  M^^  die  Tangenten  f,  und  i\,  so  stellen  dies« 
die  in  der  Ebene  P  liegenden,  um  Pj  in  die  Bildebene  umgelegten 
Erzeugenden  des  der  Rotationsfläche  umschriebenen  central-pro- 
jicierenden  Kegels  dar.  Die  Schnittpunkte  m  und  w  der  besagten 
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Erzeugenden  mit  der  Bildetieue,  welche  sich  iu  dei-  Trace  Ft  ergebea, 
werdea  demnacb  zwei  Punkte  der  Oontourcurvo  bestimmen. 

Die  in  den  beiden  ietztdurchgeführten  Aufgaben  angewendeten 
Methoden  werden  jedoch  unbrauchbar,  wenn  die  Achse  der  Rotatioaa- 
fläche  gegen  die  Bildebene  geneigt  oder  au  derselben  parallel  ist, 
nachdem  in  diesen  Fällen  die  Projectionen  der  Parallelkreise  nicht 
mehr  Kreise,  sondern  Kegelschnitte  sind,  deren  jeweilige  Consfcruction 
die  Contourbestimmiing  mühselig,  ungenau  und  zeitraubend  machen 
würde.  Hiedurch  veranlasst ,  werden  wir  noch  andere ,  geeignetere 
Methoden  zur  Bestimmung  der  Contour  der  Eotationsflächon  in  schiefer 
und  centraler  Protection  bei  allgemeiner  L^e  der  Kotationsachse  zu  ent- 
wickeln haben, 

§.  249. 

33.  Aufgabe.  Es  ist  die  Contour  einer  Kotaüonsfläohe ,  deren 
Achse  gegen  die  Bildebene  geneigt  ist,  zu  ermitteln,  wena  die  Uieh- 
tung  der  echief-projieierenden  Strahlen  als  gegeben  vorliegt. 

Die  schiefe  Projection  der  Kotationsachse  sei  ^u  und  ^^  z/  ff 
{Taf.  XV,  Fig.  74)  das  Projectionsdreieek.  Die  schief -projieierende, 
durch  die  Rotationsachse  gehende  Ebene  P,  deren  Bildflächtrace  (und 
Pluchttrace)  Pj  mit  der  schiefen  Projection  Z  zusammenfällt,  ist  selbst- 
verständlich eine  Meridianebene  der  Fläche. 

Denken  wir  uns  die  letztgenannte  Ebene  um  Z  =  £/,  in  die 
Bildebene  umgelegt,  so  stellt  sieh  zunächst  die  umgelegte  Achse  in  Z^^, 
der  umgelegte  Meridian  aber  in  M,^  As.v,  Die  Kotationsfläche  ist  auf 
diese  Weise  vollständig  gegeben. 

Die  Contoui  der  Fläche  ist  der  Schnitt  der  Bildebene  mit  dem 
derselben  umschriebeneu  schief-projieierendeu  Cylinder,  dieselbe  kann 
daher  auch  als  schiefe  Projection  einer  Curve  aufgefasst  werden ,  in 
welcher  dieser  Cylinder  eine  beliebige  Ebene  schneidet. 

Um  besagte  Schaittcurve  und  ihre  Projection  zu  eonstruieren, 
denken  wir  uns  den  Cylinder  sowohl,  als  auch  die  Rotationsfläche  um 
Pj,  so  lange  gedreht,  bis  die  Achse  der  Fläche  in  die  Bildebene  nach 
Z„  gelangt.  Mg  repräsentiert  sodann  den  in  der  Bildebene  liegenden 
Meridian  in  Bezug  auf  die  gedrehte  Rotationsachse,  vv^  dagegen  die 
Richtung  der  gedrehten  Projectionasti-ahlen  oder  beziehungsweise  jene 
der  vorerwähnten  Cylindererzeugenden. 

Auf  Grund  der  vorher  gepflogenen  Erörterungen  ist  klar,  dass 
man  die  Contour  der  Fläche  erhalten  wird ,  wean  man  den  Schnitt 
des  der  gedrehtea  Rotationsfläche  parallel  zu  v  v^  umschriebeneii 
Cjlinders  mit  einer  beliebigen  Ebene  aufsucht,  die  Kbene  mit  der  Schnitt- 
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cüi've  um  die  Trace  Pj,  um  einen  Winkel  95  dreht,  welcher  dem 
Neigucgswiakel  der  Ebene  P  gegen  die  BildÜäche  gleichkömmt 
und  hierauf  die  schiefe  Projection  der  in  der  gedrehten  Ebene  lie- 
genden Schnittcnrve  construiert. 

Die  Einfachheit  der  Constructioa  hängt;  Ton  der  Wahl  dieser 
Ebene  ab.  Wie  unschwer  hegreiflich,  eignet  sich  hierzu  am  vortheil- 
haftesten  die  Bildebene  selbst.  Hiernach  werden  wir  die  gestellte 
Aufgabe  in  folgender  Form  lösen. 

Wir  denken  uns  den  schief-projicierenden  Strahl,  die  Rotations- 
fläche und  die  Bildebene  in  starrer  Verbindung  und  drehen  diese  drei 
Gebilde  um  die  schiefe  Projection  Z  =  Fb  der  Eotatiousachse  so  lange, 
bis  die  durch  die  Achse  gehende,  schief- projieierende  Ebene  P,  also 
auch  die  Achse  selbst,  in  die  Bildebene  (letztere  nach  Z„)  fällt.  Dabei 
tritt  selbstverständlich  die  Bildebene  aus  ihrer  ursprünglichen  Lage 
heraus  und  wird  in  dieser  neuen  Lage  in  eine  Ebene  übergehen,  die 
wir  B'  nennen  wollen.  Die  letztere  wird  nun  die  Bildflächtrace  Pj 
besitzea  und  mit  ihrer  ursprünglichen  Lage  (d.  i.  mit  der  Zeichnungs- 
fläehe)  denselben  Winkel  ff>  wie  die  Ebene  Ft,  jedoch  im  entgegen- 
gesetzten Sinne  einschließen.  Weiters  ist,  wie  schon  früher  darauf 
hingewiesen  wurde,  vVg  die  Kiehtung  der  gedrehten  Projee- 
tionsstrahlen. 

Umschreibt  man  nun  der  gedrehten  Rotationsfläche  parallel  au 
««„  einen  Cylinder,  bestimmt  man  ferner  den  Schnitt  desselben  mit 
der  gedrehten  Bildebene  B'  und  dreht  diesen  Schnitt  um  P(,  in  die 
Zeichnungsfläche  zurück ,  so  wird  derselbe  infolge  der  vorausgesetzten 
starren  Verbindung  dieser  Gebilde  untereinander,  daselbst  die  ge- 
suchte Contour  darstellen. 

Bevor  wir  zu  der  eigentlichen  Bestimmung  der  Contourourve 
übergehen,  wollen  wir  noch  eine  Hilfsoonstruction  erledigen. 

Nehmen  wir  in  der  Ebene  B'  einen  beliebigen  Punkt  an,  dessen 
orthogonale  Bildfläcbprojection  allenfalls  durch  p",,  dargestellt  werde. 
Die  Entfernung  y^y'  dieses  Punktes  von  der  Bildebene  erhält  mau, 
wie  bekannt,  durch  Zuhilfenahme  des  Bildfläch-Neigungswinkels  9  der 
Ebene  B'.    Besagter  Punkt  um  Ft  umgelegt,  ergibt  sieh  in  p„. 

Ziehen  wir  ferner  durch  p"^  eine  Gerade  l  parallel  zu  vv„  und 
betrachten  wir  dieselbe  als  Bildflächtrace  einer  zur  Bildebene  senk- 
rechten ,  also  als  eine  den  vorgenanüten  Punkt  p  (im  Baume)  ent- 
haltenden Ebene  L,  und  legen  wir  endlich  auch  diesen  Punkt  um 
die  Trace  l  nach  p'^  in  die  Bildebene  um. 

Die  Tracen  P^  und  l  sehneiden  sieh  in  einem  Punkte  s,  der  mit 
Pg  verbunden  eine  Gerade  spa  bestimmt,  welche  die  um  Pj  umgelegte 
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Sühnittgerade  der  Ebenen  ß'  und  L  repräsentiert,  während  die  Gerade 
^'„s  die  TJmlegung  desselben  Sebuittes  um  die  Trace  l  {dabei  ist 
seibatverständlieh  sp„  =  sp'^)  darstellt. 

Nimmt  man  nun  an  irgend  einer  beliebigen  Stelle  auf  Pj  einen 
Punkt  s,  an,  ziehe  daselbst  Sj  a'^  parallel  zu  .ip'^ ;  s^ «,  oder  ^  parallel 
zu  spf,  und  a'n»,  (an  gleichfalls  willkarlicher  Stelle)  parallel  zu  p'^p,^, 
sowie  endlich  l^  durch  s,  parallel  zu  J ,  so  kann  man ,  wie  aus  der 
Parallelität  der  gezogenen  Geraden  sofort  aii  erkennen  ist,  beziehungs- 
weise »'„  und  a,  stets-als  die  Umlegungen  eines  und  desselben  Punktes 
der  Ebene  B'  um  die  bezüglicliea  Tracen  I,  und  Ft  betrachten. 

Mit  Zugrundelegung  dieser  allgemeinen,  vorbereitenden  Erörte- 
rungen können  wir  nunmehr  anstandslos  auf  die  Durchführung  der 
Construction  übergehen. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Behufe  auf  der  gedrehten  Achse  Z^  einen 
beliebigen  Punkt  *5„  an  und  ziehen  wir  an  den  in  der  Bildebene  lie- 
genden Meridian  M„  der  gedrehten  Kotationsfläohe  die  Tangenten 
Sod  und  SJ. 

Der  Parallelkreis  y,  welcher  dem  der  Fläche  aus  S^  umschrie- 
benen Kegel  entspricht,  ist  der  zur  Bildebene  senkrechte  Kreis  mit 
dem  Durchmesser  aß.  Zeiclinen  wir  ferner  durch  8^  eine  zu  vvg 
parallele  Gerade  S^p,  welche  die  Ebene  des  genannten  Parallelkreises 
im  Punkte  p  schneidet,  so  werden  die  Berflbrungsp unkte  a,  und  a^ 
der  Ton  p  aus  gezogenen  Parallelkreis  -  Tangenten  zwei  Punkte  der 
gedrehten  Rotationsfläche  darstelle«,  in  welchen  Punkten  man,  parallel 
zu  "MiJp,  an  die  bezeichnete  Rotationsfläche  anstandslos  die  Tangenten 
ziehen  kann.  Um  dieselben  bequem  construieren  au  können,  legen  wir 
den  Parallelkreis  y  um  aß  in  die  Bildebene  nach  (y)  um,  ziehen  die 
Tangenten  qr,  und  qcc^  und  drehen  deren  Berührungspunkte  «,  und 
Kj  um  tt  j3  in  die  frühere  Lage  zurück.  Nach  Vollzug  dieser  Drehung 
fallen  ihre  orthogonalen  Projectionen  in  den  Schnittpunkt  (("„  von  aß 
und  KiKn  und  entspricht  diesen  daselbst  die  gleiche  Entfernung  a^^ «, 
und  K"g«j  von  der  Bildebene. 

Die  durch  diese  Punkte  «,  und  a,^  der  Rotationsfläche  gehenden, 
zu  vvq  parallelen  Cjlindererzeugenden  haben  zur  gemeinschaftlichen 
orthogonalen  Projection  die  durch  «"„  parallel  zu  vv„  gezogene  Gerade  ^i, 
deren  Abstände  Ton  der  Bildebene  o;"^  a,  =  «"„  a'g  =  «"„  «„  =  a"^  a\  sind. 

Um  deren  Sebnittpunkte  mit  der  Ebene  i"  zu  bestimmen,  be- 
nützen wir  die  durch  diese  Erzeugenden  gehende  orthogonal-bildfläch- 
projiciereude  Ebene  L,,  deren  Büdflächtrace  durch  l,  repräsentiert 
erseheint.    Besagte  Ebene  schneidet    die  Ebene  B'  in  einer  Geraden, 
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welche  um  ?,   umgelegt,    parallel  zu    s^q   durch  den  ScbDittpimkt  s, 
der  Tracen  Pj  und  l,  geht. 

Die  um  l,  uingelegfceE  Cyliadererzeugendeu  ergeben  sieh  als  zwei 
zu  \  parallele  Geraden  £'„  und  e\  in  der  Entfernung 

Dieselben  treffen  die  umgelegte  Schnittgerade  der  Ebenen  5' und 
L,  in  den  Punkten  «'„  und  ft",,,  welche  die  um  \  umgelegten  Schnitt- 
punkte der  Ebene  JB'  mit   den  beiden  Cylind  er  erzeugenden  darstellen. 

Behufs  TJmlegung  der  letztgenannten  Punkte  um  die  Trace  P^ 
benützt  man  die  früher  durchgeführte  Hilfseonstraetioa.  Man  zieht 
namlieh  durch  den  Schnittpunkt  s,  der  Traeen  Pj  und  \  die  Gerade 
a^s^a^  oder  ft  parallel  zu  sp„  und  durch  a'„  und  a\  die  Parallelen  zu 
P'qPüj  welche  im  Schnitte  mit  der  ersteren  die  gesuchten  umgelegten 
Punkte  ff,  und  a^  liefern. 

Die  letztbezeichneten  Punkte  repräsentieren,  früheren  Erörterungen 
gemäß,  wenn  man  die  Rotationsfläche  sammt  den  beiden  Cylinder- 
erzeugenden  in  die  ursprttugüehe  Lage  zurückgedreht  denkt,  die 
Durchstoßpunkte  dieser  Erzeugenden  mit  der  Bildebene,  d,  i.  zwei 
Punkte  der  gesuchten  Contour. 

Auf  gleiche  Weise  können  nunmehr  leicht  durch  bloße  Änderung 
des  Kegelscheitels  S^  beliebig  viele  Punktepaare  der  Contour  und 
hieraus  die  letztere  selbst  construiert  werden. 

§.  250. 

33.  Aufgabe.  Es  ist  in  Centralprojection  die  Contour  einer 
Rotationsfläelie ,  derea  Achse  eine  gegen  die  Bildebene  beliebige 
Neigung  besitzt,  zu  construieren. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  beruht  auf  demselben  Principe  wie 
die  soeben  besprochene,  Ist  nämlich  Zd  (Taf.  SIV,  Fig.  75)  die 
gegehene  Eotationsachse,  so  denken  wir  uns  wieder  die  Rotationsfläche, 
das  Projectionscentrum  uud  die  Bildebene  untereinander  in  starrer 
Verbindung  und  drehen  all  diese  Gebilde  um  die  Projection  Z 
(Trace  Pt)  so  lange,  bis  die  Rotationsachse  in  die  Bildebene  nach 
Za  und  das  Projectionscentrum  in  die  Bildebene  nach  C„  gelangt. 

Bei  dieser  Drehung  tritt  sodann,  ebenso  wie  im  vorhergehenden 
Falle,  die  Bildebene  aus  ihrer  ursprünglichen  Lage  heraus,  erscheint 
also  durch  eine  Ebene  B'  dargestellt,  welche  als  Bildflächtraee  die 
Gerade  Pj  besitzt  und  mit  ihrer  ursprünglichen  La^e,  d.  i.  mit  der 
Zeichnungsfläche  den  nämlichen  Winkel  y,  wie  die  durch  die  Achse 
Z  gehende  central-pTojieierende  Ebene  P,  aber  im  entgegensetzten 
Sinne  einschließt. 
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TJmselireibt  man  nunmehr  aus  Gg  der  gedrehten  Rotationsfläche, 
welche  einen  in  der  Bildebene  liegenden,  alao  in  wahrer  Größe  er- 
scheinenden Meridian  3Ig  (durch  den  dieselbe  gegeben  ist)  besitzt,  einen 
Eegel,  bestimmt  sodann  dessen  Schnitt  mit  der  Ebene  B'  und  legt 
die  Schnittcurvö  um  Pj  in  die  Bildebene  um,  so  erhält  man  daselbst 
die  verlangte  Contour. 

Die  Constructionen  der  Durchstoßpunlrto  einzelner  Kegelerzeu- 
genden mit  der  Ebene  B'  und  deren  ümlegung  in  die  Bildebene 
können,  ähnlich  den  Constructionen  in  der  vorhergehenden  Aufgabe, 
auf  Grund  der  bisher  erlaugten  Kenntnisse  anstaadsios  durchgeführt 
werden. 
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Dritter  Abschnitt. 
U 111  hüll  ungsflächen. 

XII,  Capitel. 
Theorie  iler  Umhüllungsflächen. 

§.  25i. 

Dsrürea  wir  uns  eine  Fläche  F,  welche  iiaeh  eiuern  Yorliegeiiden 
Gesetze  ihre  Lage  im  Eaume  stetig  ändert  und  dabei  entweder  ihre 
Gestalt  unverändert  beibehält,  oder  aber  auch  diese  gleichfalls  nach 
irgend  einem  bestimmten  Gesetze  stetig  verändert. 

Infolge  dieser  Stetigkeit  in  der  Veränderung  wird  jede 
Position  der  veränderlichen  Fläche  F  von  der  unmittelbar  folgenden 
sowohl,  als  auch  von  der  onraittelbar  vorausgehenden  Position,  in 
Bezug  auf  Lage  und  auf  Gestalt  nur  unendlich  wenig  verschieden  sein. 

Es  werden  sonach  auch  die  Schnitteurven  einer  Flächen- 
lage mit  der  unmittelbar  vorhergehenden  und  der  un- 
mittelbar folgenden  Plächenlage  unendlich  nahe  aneinander  liegen, 
oder  mit  anderen  Worten,  sie  werden  stetig  aufeinander 
folgen. 

Alle  diese  Schnittlinien  für  die  unendlich  vielen  stetig  aufein- 
ander folgenden  Lagen  der  veränderlichen  Fläche  F  werden  mithin 
eine  Fläche  erzeugen,  welche  man  die  „ümhüllungsfläche"  oder 
die  „Eaveloppe"  der  Fläche  F  nennt.  Die  einzelnen  Lagen  der 
Fläche  F  dagegen  werden  die  „umhüllten  Flächen"  oder  kurz  die 
„Umhüllten"  genannt. 

Fassen  wir  eine  Lage  F«  der  umhüllten  Schar  ins  Auge, 
so  wird  dieselbe  von  der  ußmittelbar  vorausgehenden  Fläche  F^-t  in 
einer  Curve  C,  und  ebenso  auch  von  der  unmittelbar  folgenden 
Fläche  Fs+i  in  einer  Curve  Cg  geschnitten.  Diese  beiden  Curven  C\ 
und  Cj  gehören  aber,  der  vorausgeschickten  Definition  entsprechend, 
auch  der  TJmhüUungsfläche   der  Flächen  F  an,  uud  da  C,  und 
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Ca.  infolge  der  Stetigkeit,  unendlieli  nahe  liegen,  oder  was  das- 
selbe aussagt,  in  eine  einzige  Curve  C  zusammenfallen,  so  ist 
einleuchtend,  dass  die  Fläche  i^a  von  der  IJmhüUungsfläche  längs 
der  Curve  G  berührt  wird. 

Das  Gleiche  gilt  von  jeder  anderen  Lage  der  iimhiillten 
Flächen  F. 

Die  Curve  C,  längs  welcher  jede  Umhüllte  von  der  ümhül- 
lungsfläche  berührt  wird,  pflegt  man  die  dieser  umhüllten  Fläche 
entsprechende  „Charakteristik"  zu  heißen. 

Man  kann  demnach  auch  die  ÜmhüUungsfläche  durch  die 
Charakteristiken  der  Flächenschar  F  erzeugt  denken,  oder 
als  den  Ort  der  Berührungscurven  aller  ihr  eingeschrie- 
benen Flächen  F  auffassen,  auf  welcher  Eigenschaft,  wie  wir  im 
weiteren  Verlaufe  unserer  Erörterungen  sehen  werden,  die  Darstellung 
der  vorgenannten  Flächengattung  beruht. 

§,  252. 

Um  der  Deutlichkeit  willen,  durfte  es  zweckmäßig  sein,  das 
Gesagte  an  einem  Beispiele  ku  erläutern. 

Sei  ri  (Taf.  XV,  Fig.  76)  eine  zur  verticalen  Projectionsebene 
parallele  Ebene.  In  derselben  bewegt  sich  irgend  eine  Gerade  t  nach 
einem  gewissen  Gesetze  stetig  fort,  so  zwar,  dass  t^,  i„  t^  drei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Lagen  derselben  darstellen 
mögen.  Die  Geraden  <,  und  t^  schneiden  sich  in  einem  Punkte  a, 
jene  t^  und  t.^  dagegen  in  einem  Punkte  b,  welch  letzterer  dem  Punkte 
a  unendlich  nahe  liegt. 

Würde  man  fortfahren,  die  Lagen  der  Geraden  (  festzustellen,  so 
würde  sieh,  als  Ort  der  stetig  aufeinander  folgenden 
Punkte  a,  fe,..-,  eine  Curve  Jlf  ergeben,  welche  von  den  einzelnen 
Geraden  t^,  i„,  t^...  in  a,  i...  berührt  wird,  oder  mit  anderen 
Worten,  man  würde  die  „Enveioppe"  der  Geraden  t  erhalten. 

Nehmen  wir  ferner  jn  der  Ebene  ij  eine  beliebige  horizontal- 
projicierende  Gerade  (Z,  Z')  an,  und  drehen  wir  die  Ebene  »;  sammt 
allen  in  ihr  liegenden  Geraden  t  uud  Punkten    a,  h...   um  dieselbe. 

Die  Geraden  f,,  t^  (g...  werden  bei  dieser  Umdrehung  Kreis- 
kegel erzeugen,  die  stetig  aufeinander  folgen  und  deren  je  zwei 
unmittelbar  aufeinander  folgende  sich  in  einem  Kreise 
schneiden,  Diese  Kreise  werden  offenbar  unmittelbar  aufeinander 
folgen,  da  sie  nichts  anderes  vorstellen,  als  jene  Kreise  (tTi,  n',), 
(jrj,  jr'g),. . .,  welche  die  unmittelbar  aufeinander  folgenden 
Punkte  a,  i...  bei  der  Drehung  um  (Z,  Z)  beschreiben. 
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Dfir  geometrische  0  rt  aller  dieser  Kreise  ist  jene  Flache, 
welche  die  vorgenannte  TJmhnllung;sciir¥e  M  bei  der  ümdrehuDg 
um  {Z,  Z")  erzeugte. 

Jeder  der  vorerwähnten  Kegel,  welcher  von  einer  der  Geraden  t 
beschrieben  wird,  ist  ein  der  Ümdrehuugsfläche  [Z,  M)  längs  eines 
Kreises  nmsehriebener  Kegel,  so  zwar,  dass  wir  die  Umdrehungsüäche 
{M,  Z)  als  ümhüUungsfläehe  aller  Kegel  {(,  Z)  betrachten 
können.  Die  Kreise  (^r,,»',),  («■„  m',), . .  repräsentieren  in  diesem 
Fälle  die   Charakteristiken   der  Fläche. 

§.  253. 

Das  vorgeführte  Beispiel  zeigt  die  Entstehung  einer  Umhül- 
Uingsfläche,  wenn  die  Umhüllten  —  im  vorliegenden  Falle  die 
Kegel  flächen  (i,  Z)  —  sowohl  der  Lage  als  auch  der  Gestalt 
nach,  veränderlieh  sind. 

Man  unterscheidet  in  dieser  Eiehtung  überhaupt  zwei  Gruppen 
von  Umhiillungsflächen.  In  die  erste  Gruppe  gehören  diejenigen 
ÜmhüUungsflächen ,  bei  welchen  die  umhüllten  Flächen  von  eon- 
stanter  Gestalt  und  Größe  sind,  in  die  aweite  Gruppe  dagegen 
solche,  deren  Form  variabel   ist. 

Da  die  Ebene  eine  Fläche  von  eonstanter  Form  ist,  so  ge- 
hören in  die  erste  Gruppe  von  ÜmhüUungsflächen  die  En- 
veloppen  von  Ebenen,  d.  i.  die  von  uns  bereits  besprochenen 
„aufwickelbaren"  oder  „developpablen"  Flächen. 

Als  ein  weiteres  Beispiel  einer  UmbüHungsfläclie  der  ersten 
Gruppe  kann  man  den   geraden  Kreiscyiinder  anfuhren. 

Es  ist  nämlich  bekannt ,  dass  jede  Kugel,  welche  einen  senk- 
rechten Querschnitt  des  Kreiscylinders  zu  ihrem  größten  Kreise 
hat,  den  Cylinder  längs  dieses  Querschnittes  berühre.  Der  Cylinder 
kann  somit  als  ÜmhüUungsfläehe  aller  demselben  ein- 
geschriebenen Kugeln  betrachtet  werden. 

Bewegt  sich  demnach  eine  Kugel  von  constantem  Kadius 
derart,  dass  ihr  Mittelpunkt  eine  gerade  Linie  beschreibt,  so  ist  die 
Umhüllungs fläche  derselben  ein  gerader  Kreiscyiinder, 
dessen  Achse  durch  die  genannte  Gerade  nnd  dessen  senkrechter 
Querschnitt  durch  einen  Kreis,  dessen  Kadius  jenem  der  umhüllten 
Kugeln  gleich  ist,  dargestellt  erscheint.  Die  senkrechten  Querschnitte, 
oder  mit  anderen  Worten :  die  Kreisschnitte  des  Cylinder s 
sind  diesfalls  gleichzeitig  die  Charakteristiken  der  Fläche. 

Als  zur  zweiten  Gruppe  gehörend,  kann  man  die  Rotations- 
flächen mit  Einschluss  des  geraden  Kreiskegels  rechnen. 
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Der  letztere  tann  beispielsweise  als  TJmhflllungsfläehe  einer 
Xagel  entstacden  gedacht  werden,  deren  Mittelpunkt  eine  Gerade 
durchläiiffc ,  während  deren  Badius  sich  in  der  Weise  ändert,  dass 
derselbe  stets  dem  vom  KiiD:elmittelpunkte  zurückgelegten  Wege  pro- 
portional ist,  oder  deren  Radius  in  demselben  Verhältnisse  kleiner 
wird,  als  deren  Mittelpunkt  dem  Kegelscheitel  sich  nähert.  Die 
besagte  Gerade  wird  sodann  die  Achse  des  Kreiskegels  darstellen, 
während  die  zur  Achse  senkrechten  Kreissehnitte  des  Kegels  die 
Charakteristiken   der  Umhiillnngsfläche  repräsentieren. 

§■  254. 

Die  sieh  auf  eine  ümhüliungsfläche  beziehenden  Construe- 
tionen  können  immer  auf  gewisse,  die  umhüllten  Flachen  betref- 
fenden Conetructionen  zurückgeführt  werden. 

Ist  beispielsweise  .£  irgend  eine  UmhöUungs  fläche,  F  eine  der 
umhüllten  Flächen,  C  die  zugehörige  Charakteristik,  oder  mit  anderen 
Worten,  jene  Curve,  längs  welcher  die  beiden  Flächen  sich  berühren, 
und  denken  wir  nns  die  Ümhnllungsfläche  .^  sowohl,  als  auch  die 
umhällte  Fläche  F  durch  eine  beliebige  Ebene  e,  beziehungsweise  in 
den  Cirrven  a  und  y  geschnitten.  Ferner  möge  dieselbe  Ebene  e  die 
Charakteristik  C  in  den  Punkten  a,  h,. . .  sehneiden. 

Da  die  beiden  Flächen  i:  und  F  längs  C  eine  Berührung  ein- 
gehen, also  in  den  der  Curve  G  angehörenden  Punkten  a,b...  ge- 
meinschaftliche Tangentialebenen  besitzen,  so  haben  offenbar 
auch  die  beiden  Curven  e  und  y  in  den  Punkten  a,  h...  gemein- 
schaftliche Tangenten,  d.  s.  die  Scbnittgeradeu  der  Ebene  e 
mit  den  genannten  Tangentialebenen.  Die  beiden  Curven  ff  und  y 
werden  sieh  somit  gleichfalls  in  den  Punkten  a,  6...   berühren. 

Dasselbe  gilt  von  der  Curve  ff  und  den  Schnittcurvea  yt,  y^.-- 
der  Ebene  e  mit  den  übrigen  umhüllten  Flächen  Fi,  F„,  F^. . . 

Aus  dieser  einfachen  Betrachtung  ist  somit  zu  ersehen,  dass  die 
Sehnittcurve  s  der  Umhüüungsfläche  £  mit  einer  Ebene 
e,  von  den  Schnittlinien  y,]',...  der  Ebene  e  mit  allen  umhüllten 
Flächen  F,  F,i. .,  berührt  wird,  dass  diese  daher  die  Emhüllungs- 
eurve  dieser  Schnittciirven  darstelle.  Hiernach  ergibt  sich 
der  Sata: 

185.  y,Der  ebene  Schnitt  einer  ÜmhüUungsfläche  ist  die  Enveloppe 
der  ebenen  Schnitte  aller  umlmllten  Flächen.'^ 

In  gleicher  Weise  kann  auch  der  nachstehende  allgemeinere  Sata 
bewiesen  werden,  welcher  lautet: 
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186.  „Der   Schnitt    einer   VmhüHungsßäche    mit   einer  gweiten 
1  Fläche  ist  die  Enveloppe  der  Schnittcurven  dieser  letzteren 

mit  allen  umhüllten  Flächen.^^ 

§.  255. 
Entsprechend  der  Definition  der  ümhüllungsflächen ,  der  uni- 
hüllten  Fläclien  und  der  Charakteristiken,  ist  die  Tangentialebene 
einer  Umhüllungsfl  äche  in  einem  ihrer  Pnnkte  gleichzeitig  auch 
Tangeotialehene  einer  umhüllten  Fläche,  und  zwar  der- 
jenigeE,  deren  Charakteristik  durch  den  Berührungspunkt 
geht,  da  in  jedem  Punkte  der  Charakteristik  die  beiden  Flächen 
gemeinschaftliehe  Tangentialebenen  besitzen.  Hieraus  folgt  der 
Satz: 

187.  „Die  Tangentialebene  einer  ümhüllungsfläche  in  einem 
Funhte  derselben  ist  gleichMiUg  die  Tangentialebene  derjenigen  Um- 
hüllten,  deren  CharaMeristih  durch  den  BerührungspimM  geht.'^ 

Auf  diesen  drei  Sätzen  beruhen  im  allgemeinen  alle  auf  üm- 
hilUungEflächen  sieh  beziehenden  oder  an  denselben  voraüßehmen- 
den  Coustructionen. 


XIII.    Capitel. 
Die  Ringfläche. 


Unter  all  den  mögliehen  ümhüllungsfläehen  sind  der  Dar- 
stellung und  constmctiven  Untersuchung  namentlich  nur  diejenigen 
zugänglich,  deren  umhüllte  Flächen  bequem  construiert,  resp. 
dargestellt  werden  können. 

Außer  den  aljwiclielbaren  Flächen,  welche  als  Umhüllungs- 
fläohen  von  Ebenen  au  betrachten  sind,  erscheinen  somit  nur  jene, 
welche  als  Umbüllungsflächen  von  Kugeln  erzengt  werden,  zu 
einer  eingehenderes  Untersuchung  geeignet,  da  in  diesem  Falle  die 
Charakteristiken  als  Schnitte  zweier  unmittelbar  aufeinander 
folgenden  Kugellagen  stets  Kreise,  und  mitbin  zur  Construction 
bequem  verwendbar  sind. 

Bei  früherer  Gelegenheit  haben  wir  bereits  eine  derartig  ent- 
standene   ümhüllungsfläche,    die    „Dupin'sche  Cyelide",    d.  i,  die 
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Umhü  11  ungs fläche  aller  Kugeln,  welche  drei  gegebene 
Kugeln  berühren,  näher  untersucht. 

Nun  wollen  wir  eine  besondere  Art  dieser  Cyclide,  die 
ebenso  als  Ümliiillungsfläche,  wie  als  Rotationafläiihe  be- 
trachtet werden  kann,  einer  eingehenderen  Untersuchung  und  con- 
atructiven  Behandlung  unterziehen. 

Bewegt  sieh  eine  Kugel  von  eonstantem  Radius  derart,  dass 
ihr  Mittelpunkt  einen  Kreis  durchläuft,  so  entsteht  eine  Umhüllungs- 
fläche, welche  man  eine  „Ein g fläche",  einen  „Ring",  eine 
„Wulstfläehe",  einen  „Torus",  oder  auch  die  „Rotations- 
cyclide"  nennt. 

Die  Gerade,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  Leitkreises  senk- 
recht zu  dessen  Ebene  gezogen  wird,  heißt  die  „Achse"  der  Ring- 
fläche. 

Da  zwei  Kugeln  sich  untereinander  nur  in  einem  Kreise 
sehneiden  können,  so  folgt  unmittelbar,  dass  die  Charakteristiken 
der  Ringfläche  Kreise  sind.  Wir  werden  daher  zunächst  zu  unter- 
suchen haben,  welche  charakt  eristischen  Eig  ensehaften  diese 
Kreise  besitzen  und  wie  sich  die  Ringfläche  aus  denselben  erzeugen  lässt. 

Setzen  wir  zu  diesem  Zwecke  den  Leitkreis  {K,  K')  (Taf.  XY, 
rig.  77)  der  Ringfläche  in  einer  zur  horizontalen  Projeetionsebene 
parallelen  Ebene  s  liegend  voraus.  Die  Achse  des  Ringes  ist  sodann 
die  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Leitkreises  gehende  horizontal- 
projicierende  Gerade  {Z,  Z'). 

Nehmen  wir  weiters  eine  Kugel  (iS,,  5',)  an,  deren  Mittelpunkt 
{o,  o')  ein  beliebiger  Punkt  des  Leitkreises  {K,  K')  ist  und  betrachten 
wir  dieselbe  als  eine  Lage  der  umhüllten  Kugel. 

Die  auf  dieselbe  unmittelbar  folgende  Kugel  läge  hat  als 
Mittelpunkt  den  dem  Punkte  (o,  o')  unendlich  nahen  (eigentlich  mit 
ihm  zusammenfallenden)  Punkt  des  Leitkreises  {K,  K').  Die  Verbin- 
dungsgerade der  beiden  Kugelmittelpunkte  ist  daher  durch  die  Tan- 
gente {t,t')  des  Leitkreises  {K,K')  im  Punkte  (0,0')  dargestellt. 

Die  beiden  Kugellagen  sehneiden  sich  in  einem  Kreise,  dessen 
Ebene  auf  der  Verbindungsgeraden  der  Kugelmittelpunkte,  d,  i.  auf 
der  Tangente  (t,  t')  senkrecht  steht.  Da  ferner  die  beiden  Kugelu 
als  gleich  groß  vorausgesetzt  werden,  so  sind  die  beiden  Kugel- 
mittelpunkte offenbar  gegen  die  Ebene  dieses  Schnittkreisea  sym- 
metrisch gelegen,  und  nachdem  dieselben  nebstbei  in  einen  und 
denselben  Punkt  (0,  o')  zusammenfallen,  so  muss  die  Ebene  des 
Scbnittkreises  durch  (0,  0')  gehen. 
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Dieser  Sclinittkreis  repräsentiert  aber  als  Schnitt  der  um- 
hüllten Kugel  (S,  S\)  mit  der  unmittelbar  folgenden  Kugellage 
die  Charakteristik  der  Kugel  (S,  S\). 

Hieraus  ist  gleichzeitig  zu  ersehen,  dass  diese  Ch  arakteristik 
jener  größte  Kreis  (c,  c')  der  Kugel  {S,  S\)  sei,  dessen  Ebene  auf  der 
Tangente  (t,  t')  des  Leitkreises  {K,  K')  senkrecht  steht  und  daher  auch 
die  Achse  {Z,  Z')  der  Eiugfläche  enthält. 

Da  alle  dieshezügiichen  Kugeln  als  gleich  groß  vorausgesetzt 
werden,  so  sind  es  auch  (als  größte  Kreise  dieser  Kugeln)  die 
sämmtlichen  Charakteristiken  der  Eing fläche.  Wir  erhalten 
demnach  den  Satz: 

188.  y^Die  Charakteristiken  der  Bingfläche  sind  jene  größten 
Kreise  der  umhüllten  Kugeln ,  deren  Ebenen  einerseits  den  Leitkreis 
der  Ringfläche  orthogonal  sehneiden,  andererseits  aber  durch  die  ÄcJiSe 
der  BingßäcJie  gehen. 

§.  2Ö7. 

Aus  diesen  Betraehtuugen  und  Ergebnissen  folgt  sofort,  dass  die 
Ringfläohe  gleichzeitig  auch  als  Eotatiousfläche  aufgefasst  werden 
könne.  Denn,  denkt  man  sieh  eine  solche  Charakteristik  (c,  C)  um 
die  Achse  (^,Z')  gedreht,  in  eine  beliebige  andere  Lage  {c„  c\) 
gebracht,  so  wird  sie  daselbst,  nach  dem  vorstehenden  Satze,  wieder 
eine  Charakteristik  der  Fläche  repräsentieren. 

Die  sämmtlichen  Charakteristiken  der  Eingfläche  bilden  also 
gleichzeitig  auch  die  Meridiane  einer  Eotationsfläche,  und  zwar  besteht 
jeder  dieser  Meridiane  aus  awei  gegen  die  Achse  {Z,  Z')  der  Eing- 
fläche  symmetrischen  Kreisen.    Mithin  besteht  der  Satz; 

189.  „Jede  Eingfläehe  ist  gleichseitig  eine  Botationsfläche.  Die 
Achse  des  Binges  ist  die  Botaiionsachse  und  die  Gharaktmstiken  sind 
die  Meridianourven." 

Und  weiters: 

190.  „Botiert  ein  Kreis  um  eine  beliebige,  in  seiner  Ebene  lie- 
gende Gerade  —  Durchmesser  ausgenommen  —  so  ist  die  so  ent-r 
stehende  Rotationsfläche  eiite  Ringßaehe,  deren  Achse  die  Rotations- 
achse  und  deren  Charakteristiken  die  Meridiankreise  sind." 

Mit  Bezug  auf  den  Satz  167),  oder,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  der  Schnitt  einer  Meridianebene  mit  der  Ringfläche 
aus  Bvrei  gleich  großen  Kreisen  besteht,  welche  zusammen  einen 
Ort  vierter  Ordnung  repräsentieren,  folgt  der  Satz: 

191.  „Eine  Bingfläche  ist  stets  eine  Fläche  vierten  Grades." 
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Der  Umstand,  dass  eine  Eingfläcbe  gleichzeitig  als  ümhül- 
lungsfläche  und  als  Eotationsf lache  aufgefasst  werden  kann, 
bietet  für  die  Untersuchung  derselben  ein  sehr  fruchtbares  HüfamitteL 

Was  zunächst  die  Form  der  Eingfläche  betrifft,  so  findet 
man,  dass  diese  von  der  Größe  des  Radius  des  Leitkreises  {K,  K'),  im 
Vergleiche  zur  Größe  des  Radius  des  Meridiankreises  (e,  c")  abhängt. 

Ist  der  Radius  von  (K,  K')  (Taf.  XV,  Fig.  77)  größer  als  jener 
von  (c,  C),  so  trifft  kein  Punkt  von  (c,  c')  die  Rotationsachse  (2,  Z')\ 
der  Ring  besitzt  daher  in  der  Ebene  des  Leitkreises  {K,  K)  einen 
Äquator  und  einen  Kehlkreis,  von  welchen  der  Radius  des 
ersteren  um  den  Radius  des  Meridiankreises  größer,  al&  jener  des 
Leitkreises  ist;  der  andere  dagegen  einen  Eadius,  der  um  jenen  des 
Meridiankreises  kleiner  als  der  Eadius  des  Leitkreises  sem  wird.  Eme 
solche  Ringfläche  wird  eine  eigentliche  Eingfläche  oder  ein 
eigentlicher  Eing  genannt. 

Ist  hingegen  der  Eadius  des  Leitkreises  {K,  K')  kleiner 
als  jener  des  Meridiankreises  (ß,  c') ,  so  sehneidet  der  letztere  die 
Achse  {Z,  Z)  der  Eingfläche  in  zwei  reellen  Punkten  (m,  m')  und 
{v,  «').  Diese  beiden  Punkte  treten  dann  in  Bezug  auf  die  Ringfiäebe 
als  „Doppelpunkte",  „conische  Punkte"  oder  „Knoten- 
punkte" auf  (siehe  deren  Definition  Band  II,  §.  180).  Einen  derar- 
tigen Ring  pflegt  man  einen  „Ring  mit  zwei  reellen  Doppel- 
punkten" oder  „Knotenpunkten"  zu  nennen,  oder  auch,  infolge 
seiner  Form,  eine  „Wulstflliehe"  zu  heißen. 

Ist  endlich  der  Eadius  des  Meridianes  {c,  c')  jenem  des  Leit- 
kre  ises  {K^  K')  gleich,  so  berührt  der  Meridiankreis  {c,  c')  die  Achse 
{Z,  Z'}  der  Eingfläche  in  dem  Mittelpunkte  (0,  0')  des  Leitkreises. 
In  dem  letzteren  Falle  fallen  in  diesem  Punkte  die  beiden  vor- 
genannten „Knoten-"  oder  „Doppelpunkte"  zusammen;  der  Eing 
wird  somit  diesfalls  ein  nRing  mit  doppeltem  Knotenpunkte" 
oder  ein  „geschlossener  Ring"  genannt. 

§.  259. 
Da  der  Ring  eine  Rotationsfläche  mit  der  Achse  {Z,  Z')  als 
Rotationsachse  ist,  so  sind  auch  die  zu  dieser  Achse  senkrechten 
Schnitte  Kreise.  Jede  solche  zur  Achse  senkrechte  Ebene  schneidet 
den  Eing  in  zwei  Kreisen,  indem  besagte  Ebene  irgend  einen  belie- 
bigen Meridian  in  zwei  Paaren  gegen  {Z,  Z')  symmetrisch  lie- 
genden Punkte  trifi't. 
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Die  horizontalen  Projeetionen  dieser  Kreise  (bei  der  ia  Fig.  77 
vorausgesetzten  Lage  des  Einges  gegen  die  Projectionsebenen)  sind 
zwei  mit  der  horizontalen  Projeetion  K'  des  Leitkreises  concea- 
trisclie  Kreise  K\  und  Z"',,  deren  Radien  um  dasselbe  Stück  p 
beziehungsweise  größer  oder  kleiner  als  der  Radius  des  Leitkreises  sind. 

Es  gibt  zwei  besondere  Lagen  der  zur  Achse  {Z,  Z') 
senkrechten  Eheaen,  bei  deren  jeder  die  beiden  vorgenannten 
Kreise  in  einen  zusammenfallen. 

Besagte  Lagen  werden  nämlich  durch  jene  zu  beiden  Seiten  der 
Ebene  des  Leitkreises  {K,  K')  sich  vorflndeaden  Ebenen  repräsentiert, 
deren  Entfernung  von  der  Ebene  des  letzteren  dem  Radius  des  Meri- 
diankreises gleich  ist.  Die  bezeichneten  Ebenen  theilen  den  King  in 
zwei  Theile,  wovon  der  eine  die  „innere"  Ringfläche,  der  andere 
die  „äußere"  Eingfläche  genannt  wird.  Der  diesbezügliche  Satz 
gestattet  demgemäß  folgende  Fassung: 

19^a.  „DiePunlcte  der  inneren  Bingfläche  sind  sämmtUch  hyper- 
bolisch,   jene  der  äußeren  Ringßäche  dagegen  sämmtlich  elliptisch." 

Diejenigen  Punkte,  welche  auf  den  beiden  Parallelkreisen  liegen, 
die  das  Gebiet  der  hyperbolischen  Punkte  von  jenem  der  ellip- 
tischen Punkte  trennen ,  sind  selbst  weder  hyperbolisch ,  noch 
elliptisch,  sondern  parabolische  Punkte, 

Die  genannten  beiden  Parallelkreise  haben  einen,  dem  Radius 
des  Leitkreises  gleichen  Radius;  die Horizontalprojectionen  derselben 
fallen  mit  jener  des  Leitkreises  zusammen. 

Der  Satz  183)  nimmt  daher  im  vorliegenden  Falle  die  nach- 
stehende Eorm  an: 

19211.  „Die  heiden  Systeme  von  Krümmungslinien  einer  Eing- 
fläche sind  Kreise.  Das  eine  System  derselben  ist  durch  die  Charak- 
teristiken, das  andere  durch  die  eur  Ringachse  senkrechten  ebenen 
Schnitte  repräsentiert.'^ 

%.  260. 

Die  Ringfläche  kann,  ebenso  wie  jede  andere  Rotations- 
fläche, als  Umhüllungsfläche  aller  ihr  längs  der  Parallel- 
kreise umschriebenen  oder  eingeschriebenen  Kugeln  be- 
trachtet werden. 

Jeder  Punkt  (m,  m')  (Taf.  XV,  Fig.  77)  der  Ringachse  kam 
gleichzeitig  als  der  Mittelpunkt  zweier  verschiedener,  die  Eingfläche 
längs  Paralleikreisen  berührenden  Kugeln  aufgefasst  werden. 

Verbinden  wir  nämlich  den  Punkt  (m,  m')  mit  dem  Mittelpunkt» 
(dj,  k)')  des  einen  Hauptmeridiankreises,  so  erhalten  wir  einen  Durch- 


y  Google 


321 

messer  des  letzteren.  Besagter  Durchmesser  [ah,  a'b')  ist  gleich- 
zeitig die  Normale  dieses  Kreises  iü  den  beidea  Endpunkten  {a,  a') 
und  (b,  h')  desselben, 

Die  Kreise  S^  und  2^,  deren  gemein8ciia,ftlich6r  Mittelpunkt 
{m,m')  ist,  und  welche  durch  die  Punkte  (a,  a')  und  {&,&'}  gehen, 
berühren  in  den  letzteren  den  Hauptmeridiankreis.  Die  genannten 
Kreise  erzeugen  tiei  der  Drehung  um  {Z,  Z')  zwei  Kugeln,  welche 
mit  der  Eingfläche  in  jenen  beiden  Parallelkreisen  {n,,,  ji'n)  und 
{iii ,  st'ft),  welche  durch  die  Punkte  (a,  a')  imd  (6,  h')  bei  der  Drehung 
beschrieben  werden,  eine  Berührung  eingehen. 

Diese  beiden  Kugeln  27,  und  S^  dagegen  berühren  jede  der  um- 
hüllten Kugeln  der  Eingfläche  in  jenen  Punkten,  in  welchen 
die  obgenannten  zwei  Parallelkreise  die  betreffende  Charakteristik, 
d.i.  den  entsprechenden  Meridiankreis  treffen.  Dasselbe  gilt  auch 
von  jedem  anderen  Paare  eingeschriebener,  resp,  umschrie- 
bener Kugelu,  deren  Mittelpunkt  irgend  ein  Punkt  {ni,m')  von 
{Z,  Z')  ist.  "Wir  erhalten  demgemäß  den  Satz: 

193:  j^Jeäe  JRingftäche  ist  die  UmhüUungsßäche  zweier  ver- 
schiedenen Kugelscharen.  Die  Kugehi  der  einen  Schar  sind  sämmt- 
lich  von  demselben  Badius  und  ihre  Mittelpunkte  Uegen  auf  einem 
festen  Kreise.  Die  Kugeln  der  anderen  Schar  sind  von  ver- 
änderlicher Größe;  die  Mittelpunkte  derselben  liegen  sämmflich  auf 
jener  Geraden,  welche  durch  den  Mittelpunkt  des  vorgenannten  Kreises- 
geht  und  auf  dessen  Ebene  senkrecht  steht.  Jede  Kugel  der  einen 
Schar  isird  von  sämmtlichen  Kugeln  der  anderen  Schar  berührt.'^ 

§.  261. 

Aus  diesem  Satze  folgt  die  nachstehende  Erzeugungsweiae 
für  die  Ringfläche,  Denkt  man  sich  nämlich  drei  Kugeln  der 
einen  Schar  als  gegeben,  so  sind  dadurch  auch  schon  alle  Kugeln  der 
anderen  Schar  festgestellt,  da  diese,  auf  Grund  des  eben  angeführten 
Satzes,  die  besagten  drei  Kugeln  berühren  müssen. 

Hat  man  demnach  drei  solcher  Kugeln  eonstruiert,  so  können 
andererseits  wieder  sämmtliche  Kugeln  der  ersten  Schar  als  jene  ge- 
funden werden,  welche  mit  den  letztgeuannten  drei  Kugeln  die 
geforderte  Berührung  eingehen.    Hieraus  folgen  die  Sätze : 

194.  ^Sämmtliche  Kugeln,  welche  drei  beliebig  liegende,  aber 
gleich  große  Kugeln  herühren,  umhüllen  eine  Bingfläche,  deren  Leit- 
Jcreis  derjenige  Kreis  ist,  welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  drei 
gegebenen  Kugeln  geht."' 

FsHctka.  DarBtenemde  n.  projctUye  Geometrie.  IV.  gi 
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und  weiters: 

195.  „SämmtUche  Kugeln,  welche  drei  hdiebige  Kugeln,  deren 
Mittelpunkte  auf  dner  und  derselben  Geraden  Uegen,  berühren,  sind 
gleich  groß,  und  umhüllen  eine  Bingfläche,  deren  Achse  die  vorgenannte 
Gerade  ist.'* 

§.  262. 
Aus  diesen  Erzeugungsweisen  folgt  sofort  aucli,   dass  die  King- 
fläche eine  besondere  Form  jener  Flächen  ist,  welche  wir  früher  unter 
dem  Namen   der    „Dupin'schen  Cjclideu"   kennen  gelernt  haben. 
Wir  können  daher  behaupten: 

196.  „Die  Mmgfläche  ist  eine  Speeialfortn  der  Dtipin'schen 
Cycliäe.^' 

Es  werden  hiernach  auch  alle  Eigenschaften  der  Cyelide,  in 
entspreeheniier  Weise  übertragen,  Eigenschaften  der  Kingfläche  geben, 

Vermittelst  eines  beliebigen  Inversionseentrums  kann  jede 
Ringflächeiü  eine  allgemeine  Dupin'sche  Cyelide  invers  trans- 
formiert werden.  Man  kann  aber  auch  umgekehrt  und  zwar  auf 
unendlich  viele  Arten  eine  allgemeine  Cyelide  invers  in  eine  King- 
iläche  (Kotationscyclide)  transformieren. 

Sind  nämlich  S„  S^  und  S^  die  drei  Leitkugeln  für  die  Cyelide, 
so  können  diese  (nach  Satz  273,  Band  III)  stets  in  drei  gleich  große 
Kugeln  invers  transformiert  werden.  Gleichzeitig  transformiert  sich 
hierbei  auch  die  Cyelide  in  die  ümhüUungsf lache  all'  jener  Kugeln, 
welche  diese  drei  gleich  großen  Kugeln  berühren,  d.  i.  (mit  Zu- 
grundelegung des  Satzes  194)  in  eine  Kingfläche. 

Oder  nimmt  man  das  Inversionseentrum  auf  jenem  Kreise  an, 
welcher  durch  die  Mittelpunkte  der  drei  gegebenen  Leitkugeln  gelegt 
werden  kann,  so  übergeht  dieser  Kreis  invers  in  eine  Gerade  und  die 
Cyelide  in  die  Umhüllungsfläehe  aller  Kugeln,  welche  die  drei  trans- 
formierten Leitkugeln  berühren,  und  zwar,  da  die  Mittelpunkte  der 
letzteren  in  einer  Geraden  liegen  (Satz  195),  wieder  in  eine  Eing- 
fiäche. 

§.  203. 

34.  Aufgabe.  Es  ist  der  Sohnitt  einer  KiEgüäclie  mit  einer 
zur  Achse  derselben  parallelen  Ebene  zu.  constrnieren.  Die  erhaltene 
Schnitteurve  ist  bezüglich  ihres  besonderen  Charakters  zu  unter- 
suchen. 

Wir  wählen  diesfalls  die  Projeetionsehenen  derart,  dass  die  hori- 
zontale Projectionsebene  senkrecht  zur  Aclise  {Z,  Z')  des  Ringes,    die 
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vertieale  Projectionsebeoe  aber  parallel  zav  schneidendea  Ebene  JE  und 
mitbin,  der  gestellten  Aufgabe  gemäß,  aueb  parallel  aur  Eiogachse 
(Z,  Z')  (Taf.  XV,  Fig.  78)  werde.  Die  schneidende  Ebene  ist 
sodanQ  durch  ihre  aur  Grundlinie  parallele  Hörizontaltrace  -E*  dar- 
gestellt. Der  Leitkreis  sei  {K,  K'),  die  beidea  Hauptmeridiankreise 
des  Ringes  seien  durch  (M,  M'),  (M,  M')  repräsentiert. 

Da  die  sebneidende  Ebene  B  diesfalls  eine  boriBontal-projicierende 
ist,  so  repräsentiert  deren  Hörizontaltrace  Ek  gieiebzeitig  die  Hori- 
KontalproJBCtion  der  gesuebten  Scbnittcurve.  Die  Tertieal- 
projectioü  derselben  kann  somit  ohne  jedwede  Schwierigkeit  in  folgender 
Weise  abgeleitet  werden. 

Ein  beliebiger  Punkt  p-  in  der  Trace  Eh  stellt '  offenbar  die 
Horizontalprojectioa  eines  Punktes  der  Scbnittcurve,  also  auch  die 
eines  Punktes  auf  der  Kingfläehe  dar.  Zeichnen  wir  demnach  einen  Kreis 
%',  welcher  durch  p'  gebt  und  seinen  Mittelpunkt  in  Z'  hat,  so  reprä- 
sentiert dieser  die  Horizontal  projection  des  durch  den  fraglichen  Punkt 
(p,  p')  gehenden  Parallelkreises. 

Diejenigen  Punkte,  in  welchen  dieser  Parallelkreis  die  Haupt- 
meridianebene  tj,  also  auch  die  Häuptmeridiankreise  M-M  trifft, 
ergeben  sich  in  der  Horizöntalprojeetion  direct  als  die  Schnittpunkte 
a'  und  ß'  von  n'  mit  ij/,.  Man  fiadet,  dass  jedem  dieser  Punkte  auf 
den  Hauptmeridiankreisen  M-M  zwei  verschiedene  Verticalprojectionen 
K,  «,  resp.  ß,  ß^  entsprechen.  Der  Kreis  n'  ist  daher  die  Horizontal- 
projectioa zweier  verschiedener  Parallelkreise,  deren  Verticalprojec- 
tionen re  und  re,,  beziehungsweise  durch  die  zur  Gruadliuie  XX  pa- 
rallelen Geraden  aß  nnd  a,ß^  dargestellt  erscheinen. 

Die  durch  p'  zur  Grundlinie  senkrecht  gezogene  Gerade  sehneidet 
die  besagten  Kreise  jt  und  ji,  in  den  Punkten  p  und  p^;  es  ist  somit 
einleuchtend,  dass  sowohl  (p, p')  als  auch  {p,,p')  Punkte  der  Eiug- 
tiäcbe  seien,  und  da  deren  gern einsßbaftli ehe  Horizöntalprojeetion  p' 
ja  Ei  liegt,  Punkte  der  zu  bestimmenden  Scbnittcurve  darstellen.  In 
gleicher  Weise  kann  maa  zu  jedem  beliebigen  Punkte  p'  die  zu- 
gehörigen Verticalprojectionen  finden  und  hieraus  die  verlangte  Sohuitt- 
curve  construieren. 

Mau  kann  jedoch  die  dem  Punkte  p'  entsprechenden  Vertical- 
projectionen auch  in  folgender  Weise  erhalten. 

Legen  wir  nämlich  durch  die  Achse  {Z,  Z')  und  f'  die  diesfalls 
horizoatal-projieierende  Ebene  -PcPa  und  was  dasselbe  ist,  ziehen  wir  die 
Gerade  Fh  ^  Z'p\  so  stellt  dieselbe  die  Hörizontaltrace  einer  Cha- 
rakteristiken-Ebene  der  Ringfläcbe,  also  auch  die  horizon- 
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tale  ProjeetiOQ  c'  der  durch  den  fragiiclieQ  Punkt  (p,  p')  gehenden 
Cliarakteristik  (c,  c')  dar. 

Beschreibt  man  ferner  aus  dem  Punkte  o',  in  welchem  P*  die 
Horizontalprojection  K'  des  Leitkreises  schneidet,  einen  Kreis  e,'  mit 
dem  Radius  der  Haüptmeridiankreise  3i,  so  repräsentiert  dieser  die 
Horizontalcontour  jener  Kugel,  welche  die  Kingfläehe  längs  der 
vorgenannten  Charakteristik  (c,  c')  berührt. 

Der  gesuchte  Punkt  (p,  p')  muss  sich  daher  auch  auf  dieser 
Kugel  Torfinden. 

Die  Vertiealprojection  0  des  Kngelmittelpnnktes  liegt  selbst- 
verständlich in  K.  Die  Kugel  schneidet  die  Ebene  E  in  einem 
Kreise  (y,  y'),  welcher  durch  seinen  in  der  Ebene  Eb  des  Leitkreises 
iK,  K')  liegenden  Durchmesser  {}iv,  jt'j/)  dargestellt  erscheint  und 
dessen  Vertiealprojection  y  somit   anstandslos   bestimmt  werden  kann. 

Auf  diesem  Kreise  (y,  y')  ergeben  sich  demnach  unmittelbar  die 
Verticalprojeetionea  p  und  j),  jener  beiden  Punkte  der  Sehnittcun'e, 
welche  als  Horizontalprojection  den  Punkt  p'  besitzen.  In  gleicher 
Weise  verfährt  man,  umändere  mit  {p,p')^  {Pii P')  gleichnamige 
Punkte  zu  hestimmen. 


Die  zur  Grundlinie  senkrechte  Meridianehene  der  ] 
auch  zur  schneidenden  Ebene  E  normal,  und  sehneidet  daher 
(nach  Satz  175)  die  letztere  in  einer  Geraden  {s,  b'),  welche  eine 
Achse  orthogonaler  Symmetrie  für  die  Sehnittcurve  dar- 
stellen wird. 

Weiters  ist  auch  die  Ebene  £„  des  Leitkreises  (K,K'),  welche 
auf  der  Ebene  E  senkrecht  steht,  eine  Ebene  orthogonaler  Sym- 
metrie für  die  Eingfläehe.  Besagte  Ebene  schneidet  daher  die 
Ebene  E  in  einer  Geraden  {x,  x'),  welche  gleichfalls  eine  Achse  der 
verlangten  Sehnittcurve  repräsentiert. 

Hieraus  ist  unschwer  zu  erkennen,  dass  die  Scbnittcurve  des 
Ringes  mit  der  Ebene  J5  zwei  aufeinander  senkrecht  stehende 
Achsen  {0,  s:')  und  {x,x')  besitze,  und  dass  demnach  der  Schnitt- 
punkt (0,  C)  dieser  Achsen,  oder  mit  anderen  Worten,  der  Fußpunkt 
des  vom  Eiugmittelpunkte  (0,  0')  auf  die  Ebene  E  gefüllten  Perpen- 
dikels einen  Mittelpunkt  der  Schnittcurve  darstelle. 

Die  Schnittcurve  ist  von  der  vierten  Ordnung,  da,  wie 
bereits  früher  hervorgehoben,  die  Eingfläche  selbst  von  der  vierten 
Ordnung  ist. 
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TJm  die  Sohnittcurve  näher  kennea  zu  lernen,  wollen  wir  ihre 
Gleichung,  bezogen  auf  die  Achsen  (^,s')  nnd  {x,x')  als  Coordinaten- 
achsen,  aufstellen.  Hierbei  wollen  wir  folgende  Bezeichnungen  einfahren, 
«  sei  der  Eadias  des  Leitkreises,  r  jener  des  Meridiankreises,  b  die 
Entfernung  der  schneidenden  Ebene  tou  der  Kingachse,  x  die  Äbsoisse 
eines  Punktes  der  Curye  für  (x,  x')  als  Absoissenaehse  und  z  die 
Ordinate  dieses  Punktes  für  {s,  s')  als  Ordinatenaehso. 

Um  die  Gleichung  der  Schnitteurve  au  erhalten,  genügt  es,  den 
Zusammenhang  der  Coordluaten  eines  ihrer  Punkte,  etwa,  von  ip,j>') 
zu  ermitteln. 

Für  diesen  Punkt  (i^,  i^')  ist:  x  =  C'p'  und  2  der  Abstand  pr 
des  Punktes  {p,  p')  von  der  Ebene  s^  des  Leitkreises  {K,  K'). 

Da  aber  {p,  p')  auf  der  Charakteristik  (c,  c')  liegt  und  l'^  den 
in  der  Ebene  s  liegenden  Durchmesser  dieser  Charakteristik  vor- 
stellt, wird: 

ferner  ist: 

p'l'  =  O'l'  —  O'p'  =  «  +  *■  —  O'p' 
p'  f  =  0-p'  —  0'  g'  =  0-p'  —(a  —  r), 

und  

O'p'  =  Vx"  +  b-'. 
Hieraus  folgt : 

ß'i  =  (a  +  r  —  V^x"  +  b^)  {Y^''  +  ^''  —  ö  +  r) 
=  _  x"- —  a' ~  b^  +  r'' -^  2a  yx^^fW 
oder 

(3^  +  ^=  _j.  «■=  +  h-^  -  rr  =  4a"  {x^  +  h'); 
oder  auch: 

(s=  +  X-'  +  o"  +  b"  —  r-'y  ~  ia"'x'  =  iaH" 
Diese  Gleichung  der  Curve  ist  somit,  wie  vorher  erwähnt,  eine 
Gleichung  vierten  Grades.   Die  durch  dieselbe  repräsentierte  Curve 
wird  eine  „bicirculare  Curve"  vierter   Ordnung  genannt. 


Ertheileu  wir  dem  Abstände  b  der  schneidenden  Ebene  von  der 
Bingachse  besondere  Werte,  so  kommen  zwar  bekannte,  immerhin 
aber  merkwürdige  Schuitteurven  zum  Vorsehein. 

a)  Setzen  wir  b  =  r,  nehmen  wir  also  an,  die  schneidende 
Ebene  berühre  awei  diametral  liegende  Kugeln  der  von 
der  Eingfläehe  umhüllten  Schar.  Wenn  wir  gleichzeitig  auf 
die  Projectionsebeno  Eücksicht  nehmen,  ist  somit   die    diesbezügliche 
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SehnittebeEe  jene   horizontal-projiciereiide   Ehene,    welche    die   dureii 
die  Hauptmeridiane  M-M  gehenden  umMUten  Kugela  berührt. 

Die  Berührungspunkte  mit  den  bezeichneten  Kugeln  mögen  f, 
nnd  y,  heißen;  dieselben  Hegen  offenbar  in  der  Achse  {x,x')  und 
haben  von  dem  iVIittelpunkte  (C,  C)  der  Schnittearve  den  Abstand  a. 
Die  Bedeutung  derselben  für  die  Schnittcurve  ist  folgende. 

Setzen  wir  in  der  obigen  Gleichung   i  =  r,  so  folgt; 
[s"-  +  a;''  4-  O'  —  4:a''x'' 


oder: 

(f  + 

3;ä  +  ffl'  4-  2ax)  [s 

'  +  «"  + 

a'^  —  '. 

oder  auch; 

y  +  [i:  +  •)•]  [. 

•  +  (^- 

")•]  = 

und  eudlieh 

1/2*  +  {«  +  «)'■■ 

[/^'+(x 

-»)■ 

Die  beiden  Factoren  links  sind  offenbar  nichts  anderes  als  die 
Entfernungen  des  Curvenpnnktes  p  von  den  beiden  vorgenannten  Be- 
rührungspunkten f^  und /j.  Eine  charakteristische  Eigenschaft 
der  Curve  ist  also,  dass: 

ist,  d,  h.  das  Product  der  Abstände  jedes  Curvenpunktes 
p  von  zwei  festen  Punkten   /i  und  /j  ist  constant. 

Eine  solche  Curve  heißt  bekanntlich  eine  BCassini'sche  Linie" 
und  die  beiden  festen  Punkte  /i  nnd  f^  die  „Brennpunkte"  der- 
selben. Die  eonstante  Größe  2ar  pflegt  man  die  „Potenz"  der 
Caasiui'achen  Linie  zu  nennen. 

"Wir  haben  also,  mit  Bezug  auf  die  specielle  Lage  der 
sehneidenden  Ebene  folgenden  Satz: 

197.  „Eine  sur  Achse  einer  Singfläche  parallele  Ebene,  welche 
von  derselben  einen  dem  Sadüts  der  umh/ällten  Kugeln  gleichen  Ab- 
stand besität,  d.  h.  welche  swei  diametral  gegenüberliegende  Kugeln 
der  umhüllten  Schar  (ohne  durch  die  Achse  selbst  su  gehen)  berührt, 
schneidet  die  Kingfläche  in  einer  Cassini  sehen  Curve,  deren  Brenn- 
punkte die  Berührungspunkte  jener  beiden  Kugeln  mit  der  schneidenden 
Ebene  sind  und  deren  Botens  das  doppelte  Bechteek  aus  dem  Radius 
des  Leitkreises  und  jenem  der  umhüllten  Kugeln  ist." 


b)  Nehmen  wir  an,  die  schneidende  Ebene  1 
(Z,  Z')  den  Abstand   b  =  a  —  r. 
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Die  Schnittebene  berührt  also  den  Kehlkreis  des  Kiuges 
und  folglich  auch  den  Ring  selbst  in  einem  Punkte  (G,  C')  dieses 
Keblkreises. 

Setzen  wir  überdies  voraus,  dass  r  =  |tt  sei,  wodurch  eine  be- 
sondere Ringfläehe  entsteht,  so  nimmt  die  obige  Gleichung  die 
naehsteheade  Form  an: 

(ä'  -\-  x"^  -\-  a''f  —  ia^x''  —  a* 
oder 

[s"  +  («  +  a)-']  [2*  ■+-  (iK  —  a)*]  =  <**' 
oder  auch 

Die  beiden  Eaetoren  links  repräsentieren  wieder  die  Entfer- 
nungen eines  Cu rvenpunkt es  ß  von  den  Berührungspunkten 
/■,  and  /j  derjenigen  Kugeln  aus  der  umhüllten  Schar,  welche 
die  schneidende  Ebene  tangieren.     Es  ist  mithin 

f,P  ■  ÜP  =  «' 
and 

Die  Schnitteurve  ist  demnach  eine  „Bernoulli'sche  Lemnis- 
kate",  deren  Brennpunkte  /,  und  f^  sind,  und  deren  Foc  al- 
distanz gleich  2a  ist. 

Der  Mittelpunkt  C  der  Curve  ist  sonach  einerseits  ein  Punkt 
der  Curve,  und  andererseits  auch  der  Berührungspunkt  der  schnei- 
denden Ebene  mit  der  ßingfläche.  Der  besagte  Punkt  ist  daher 
(Band  II,  §.  178)  nothwendlg  ein  Doppelpunkt  der  Schnitt- 
eurve, und  die  Tangenten  der  letzteren  in  demselben  repräsentieren 
zwei  flaupttangenteii  der  Eingfläche. 

Nachdem  aber  die  beiden  Tangenten  einer  Lemniskate  in 
ihrem  Doppelpunkte  (Mittelpunkt)  aufeinander  senkrecht  stehen, 
und  gleichaeitig  mit  den  Achsen  der  Curve  die  Winkel  von  45**  ein- 
schließen, so  folgt,  dass  die  Haupttangenten  der  in  Bede  stehenden 
Bingfläehe  in  allen  Punkten  ihres  Kehlkreises  auf  einander  senkrecht 
seien  und  mit  der  Ebene  des  Kehlkreises  die  "Winkel  von  45® 
einschließen.     Wir  erhalten  somit  die  Sätze: 

198.  „Ist  ein  Hing  so  'beschaffen,  dass  der  Madius  der  von  ihm 
umhüllten  Kugeln  halb  so  groß  als  der  des  Leithreises  ist ,  und  berührt 
eine  Ebene  diesen  Sing  in  einem  Punlde  seines  KehXkreises ,  so 
schneidet  sie  denselben  außerdem  in  einer  Bernoulli'schen  Lemnislcate, 
deren  Mittelpunkt  der  vorgenannte  Beriihrwngspunht  ist  und  deren 
Brennpunkte  sich  als  die  Berührungspunkte  der  schneidenden  Ebene 
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mit  zwei  Kugeln  aus  der  umhüllten  Schar  ergeben.  Die  Focaldistam 
der  Lemniskate  ist  gleich  dem  Durehmesser  des  Leifkreises." 

Vni  weitei': 

199.  y^Die  Haupttangenten  (Inflexionstangenten)  der  vorgenannten 
besonderen  Singfläche  in  allen  Punkten  des  Kehlhreises  stehen  auf 
einander  senkrecht  und  scMießen  mit  der  Ebene  des  Kehlhreises  {auch 
Ebene  des  Leitkreises)  Winkel  von  45"  ein." 

§.  267. 

35.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  Rlngfläclie  mit  einer  zur 
Aelise  derselben  geneigten  Ebene  zu  eonstmieren  und  bezüglieli 
seiner  Singularitäten  zu  discutierea. 

Als  horizontale  ProjectiOBSebene  nehmen  wir  wieder  eine  zur 
Eingachse  senkrechte  Ebene,  als  verticale  Projeotionsebene  dagegea 
eine  auf  der  schneidenden  Ebene  senkrecht  stehende  Ebene  an. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  der  Bing  durch  seine  horiaontal- 
projicierende  Achse  {Z,  Z')  (Taf.  XV,  Fig.  79),  den  hoi'izontaleQ  Leit- 
kreis (K,  K')  und  die  beiden  Hanptmeridiankreise  M  gegeben;  die 
schneidende  Ebene  stellt  sich  demnach  als  eine  vertieal-projicierende 
Ebene  E^E/,  dar. 

Der  Schnitt  der  letzteren  mit  der  Kingfiäehe  ist  eine  Curve, 
deren  Verticalprojeetion  mit  der  Trace  E^  zusammenfällt.  Die  hori- 
zontale Projection  der  Schnittcurve  bestimmen  wir  auf  die  nämliche 
Art  wie  es  bei  den  Rotationsflächen  überhaupt  üblich  ist. 

Nehmen  wir  also  eine  beliebige,  zur  horizontalen  Projeetions- 
ebene  parallele  Hilfsebene  e„  an,  so  schneidet  diese  die  King- 
fläche in  zwei  Parallelkreisen  (aii,  ro'^)  und  (jIj,  %'^,  während  die  Ebene 
EfE^  von  derselben  Ebene  e  in  einer  yertical-projicierenden  Geraden 
{s,  s')  geschnitten  wird.  Die  Schnittpunkte  {p^,  p\) ,  {Pi,p'^  und 
(all  5'i)j  (ffii  S'ii)  dieser  Geraden  (s,  s')  mit  den  beiden  Parallelkreisen 
(jEi,  x'^)  uud  (ttj,  31'g)  sind  bereits  vier  Punkte  der  verlangten 
Schnittcurve.  Durch  Parallelverschiebung  der  Hilfsebene  e,, 
kann  man  auf  die  eben  angedeutete  "Weise  rasch  eine  hinreichende 
Zahl  von  Punkten  der  Schnittcurve  eonstmieren,  die  miteinander  ent- 
sprechend verbunden,  die  letatere  bestimmen. 


Betrachten  wir  nun  besondere  Lagen  der  Hilfsebene  e„ 
sowie  auch  jene  Punkte,  welche  durch  dieselben  auf  der  Schnittcurve 
bestimmt  werden. 
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Fällt  die  Ebene  e,  mit  der  Äquatorialebene  e^  zusammen, 
so  übergehen  die  beiden  vorgenannten  Parallelkreise  (re,,  »',)  und 
(jCj,  sr'a),  beziehuDgsweise  in  den  Äquatorialkreis  (K„  K\)  und  in  den 
Kehlkreia  (£"„,  IL',^).  Die  in  den  genannten  Kreisen  liegenden  Punkte 
(«,,  a'j),  («(j,  o'j),  (&,,  &',)  und  (6g,  6'„)  (welche  wieder  auf  einer  und 
derselben  vertieal-projicierenden  Geraden  liegen) ,  repräsentieren  be- 
kanntlich jene  Punkte  der  Sehnitteurve,  in  welchen  die  Hori- 
zontalprojeetion  der  Sehnitteurve  die  Horizontaleon- 
touren  der  Eingfläche  berührt. 

Eine  weitere  apecielle  Lage  der  Ebene  e„  ist  durch  die  Ebene  e\ 
repräsentiert,  welche  die  sämmtlichen  Kugeln,  also  auch  die 
Ring  fläche  selbst,  längs  eines  bestimmten  Parailel- 
kreises  (j'i,  y',)  berührt.  Diese  Ebene  schneidet  die  Ebene  E^Eh 
in  der  vertieal  -  projicierenden  Geraden  ((, ,  t'^ ,  und  diese  trifft  dea 
vorgenannten  Kreis  (y,,  y\)  in  den  beiden  Punkten  (w,,  w\)  uad 
{w^,  w'^),  welche  selbstverständlich  ebenfalls  der  Sehnitteurve  an- 
gehören. 

Berücksichtigt  man  jedoch,  dass  die  Ebene  *'i,  die  Tangential- 
ebene der  Eingfläche  in  allen  Punkten  des  Kreises  (j',,j''i),  also 
auch  in  den  Punkten  (w,,  w',)  und  {w„,  w\)  ist,  so  folgt,  dass  ihr 
Schnitt  {t^,  t\)  mit  der  Ebene  E  die  Sehnitteurve  der  letzteren  in  den 
beiden  Funkten  (w,,  to\)  und  {w^,  W^)  berührt,  oder  mit  anderen 
Worten,  dass  die  Gerade  (^,,if',)  eine  Doppeltangente  der  Sehnitt- 
eurve darstellt,  und  dass  (w,,  w\)  und  {Wj,  w'g)  deren  Berflhrungs- 
punkte  sind. 

In  gleicher  Weise  ergibt  sich  noch  eine  aweite  Doppeltan- 
gente der  Sehnitteurve,  d.  i.  die  Schnittgerade  {t^,  t'^)  mit  der 
zweiten  singulärea  Hilfsebene  s\,  welche  die  Eingfläche  längs 
eines  Kreises  (y^,  y'j)  berührt. 

Die  Schnittpunkte  derselben  mit  dem  letztgenannten  Kreise 
sind  wieder  die  Berührungspunkte  mit  der  vorerwähaten  Sehnitt- 
eurve. In  Fig.  79,  Taf.  XV,  sind  jedoch  diese  Berührungspunkte 
imaginär,  da  die  Gerade  (^(,^'2)  den  Kreis  (yg,  y'a)  i^  nicht  reel- 
len Punkten  schneidet;  die  Doppeitangente  (t^,  t'^)  ist  mithin  eine 
bloße  ideelle  Doppeitangente  der  Sehnitteurve. 

Besondere  Beachtung  verdient  außh  der  Eall,  in  welchem  die 
Ebene  j5,-Eä  einen  der  beiden  Kreise  {y„y\)  und  (^'j, /a) 
berührt. 

Dies  vorausgesetzt,  berührt  auch  die  Gerade  (i[,  t\)  den  Kreis 
frii/i)»  ^-  ^'  d^^  beiden  Berührungspunkte  {w^,w\)  und  {Wj,  mj',) 
fallen  in  einen  und  denselben  Punkt  zusammen.  Wir  erhalten  somit 
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in  diesem  Falle   eine   Doppeltangente   der   Selinittcurve  mit 
Zusammen  fallenden  Berührungspunkten. 

In  jenem  Punkte,  in  welchem  dieses  Zusammenfallen  der  Be- 
rührungspunkte stattfindet,  hat  daher  die  Gerade  {*,,(',)  mit  der 
Schnittcurve  eine  vierpunktige  Berührung.  Ein  derartiger  Punkt 
heißt  ein  „Undnlationspunkt"  und  die  Tangente  {t,i']  in  einem 
solchen  Punkte  eine  „ündulationstangen te". 

Wenn  die  Gerade  (#,,  t\),  wie  in  Taf.  XV,  Fig.  79,  eine  wirk- 
liehe (reelle)  Doppeltangente  mit  getrennten  Berührungs- 
punkten (w,,  w',)  und  (w^,  «c'j)  ist,  so  muss  die  Schnittcurve  auf 
jenem  Theiie  derselben,  welcher  zwischen  diesen  Berührungspunkten 
liegt,  iiothwendig  awei  Inflesionspunkt e  besitzen. 

Hat  die  sehneidende  Ebene  E^E^  eine  solche  Lage,  dass  sie 
weder  den  Kreis  (i',,y'i)  noch  den  Kreis  (y^,  y\)  in  reellen 
Punkten  sehneidet,  so  zerfällt,  wie  man  sich  durch  Construetion 
leicht  die  "Überzeugung  verschaffen  kann,  die  Schnittcurve  in  zwei 
getrennte  Äste,  deren  jeder  für  sich  einen  geschlossenen  Cur- 
ventheil  repräsentiert  und  von  welchen  der  eine  den  andern  voll- 
ständig umsehließt,  denselben  jedoch  nicht  sehneidet. 

Schneidet  dagegen  die  Ebene  E^Eh  beide  Kreise  (j-,,)'',) 
nnd  (y^,  y'^)  in  reellen  Punkten,  so  zerfällt  die  Schnittcurve  zwar 
ebenfalls  in  zwei  geschlossene  Curventheile ,  welche  aber,  im  Gegen- 
satze zu  dem  vorhergehenden  Falle,  außerhalb  einander  liegen. 

Unter  diesen  Verhältnissen  hat  die  Schnittcurve  auüer  den  beiden 
Doppeltangenten  {,  und  t^  noch  zwei  weitere  Doppeltangenten, 
welche  durch  die  gemeinschaftiichen  inneren  Tangenten  der 
beiden  Curventheile  repräsentiert  erscheinen. 

Wir  wissen  bereits,  dass  jede  Berührebene  einer  krurcmen 
Fläche  diese  in  einer  Curve  schneidet,  für  weiche  der  Berührungspunkt 
ein  isolierter,  oder  aber  ein  wirklicher  Doppelpunkt  ist, 
je  nachdem  er  auf  der  Fläche  einen  elliptischen  oder  einen 
hyperbolischen  Punkt  darstellt. 

Hiernach  wird  (mit  Bezug  auf  Satz  167,  Band  II)  jede  Ebene, 
welche  die  innere  Ringfläche  in  einem  Punkte  berührt,  den  King 
in  einer  Curve  schneiden,  welche  in  dem  Berührungspunkte 
einen  Doppelpunkt  mit  zwei  reellen  Tangenten  besitzt. 

§.  269. 
Combiniert  man  die  bisher  gefundenen  Resultate,    durch  weiche 
dargethan    wurde ,    dass    die    verschiedenen    Singularitäten,    als 
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„DoppeltaDgenten,  UndulationstangeDten,  Doppelpunkte,  Inflosions- 
puakte  etc",  einBein  oder  in  Verbiniiiing  miteinander  auftreten  können 
und  berücksichtigt  man,  dass  diese  Ergebnisse  einfach  dadurch  zu 
erzielen  sind,  dass  man  der  schneidenden  Ebene  verschiedene 
besondere  Lagen  gibt,  so  erhält  man,  mit  Einschluss  der  Parallel- 
kreisschnitte,  der  Meridianschnitte  und  der  bereits  früher  diseutierten, 
zur  Ringaohse  parallelen  Schnitte,  fünfzig  verschiedene  Formen 
der  Schnitte  11  rve. 

Unter  diesen  yersebiedeaen  Scbnittcurven  gibt  es  eine  Gattung, 
die  wir  diesfalls  besonders  hervorheben  wollen;  es  sind  dies  jene, 
welche  zwei  wirkliche  Doppelpunkte  besitzen.  Dieser  Fall 
kann  nur  dann  eintreten ,  wenn  die  sehneidende  Ebene  den 
Ring  in  zwei  Punkten  seiner  inneren  (hjperbolischen)  Fläche 
berührt. 

Untersuchen  wir  vorerst,  ob  eine  derartig  doppelt  berüh- 
rende Ebene  existiert, 

Soll  besa^ite  Ebene  die  Ringfläche  in  zwei  Punkten  d,  und  d^ 
(Taf.  XV,  Fig.  80)  berühren,  so  muss  sie  auch  mit  den  beiden  durch 
diese  Punkte  gehenden  umhallten  Kugeln  in  diesen  Punkten  eine 
Berührung  eingehen. 

Es  ist  unschwer  einzusehen,  dass  es  nicht  zwei  beliebige 
umhüllte  Kugeln  sein  können,  welche  mit  der  fragliehen  Ebene 
eine  Berührung  eingehen,  da  im  allgemeinen  die  Berührungspunkte 
mit  der  Ebene  nicht  gleichzeitig  auch  Punkte  der  Kingfläehe  sein 
werden. 

Ebenso  leicht  ist  aber  aucb  zu  erkennen,  dass  eine  diesbezüglich 
Dothweiidige  Bedingung  die  sei,  dass  die  beiden  Kugelmittei- 
piinkte  in  einer  und  derselben  Meridianebene  liegen  oder  mit 
anderen  Worten,  dass  die  zur  fragliehen  Ebene  senkrechte  Meridian- 
ebene  diese  in  einer  Geraden  schneiden  mnss,  welche  sich  als  eine 
innere  gemeinschaftliche  Tangente  der  beiden  in  der  ge- 
nannten Meridianebene  liegenden  Meridiankreise  ergibt. 

Nehmen  wir,  wegen  der  Einfachheit  in  der  Darstellung,  au,  die 
doppelt  berührende  Ebene  solle  vertical-projicierend  sein. 
Seien  also  beispielsweise  {Z,  Z')  (Taf.  XV,  Fig.  80)  die  borizontai- 
projicierende  Ringacbse,  {K,  K')  der  Leitkreis  und  {M^,M\),  {M^,M'„) 
die  beiden  Hauptmeridiankreise. 

Führen  wir  an  diese  beiden  Kreise  die  innere  gemeinschaft- 
liche Tangente  j?»,  welche  die  besagten  Kreise  in  den  beiden 
Punkten  d^  und  d^  berühren  mag,  und  betrachten  wir  diese  Tan- 
gente als  die  Vertieältrace    einer  vertical-projicierenden  Ebene  E^'Eu, 
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so  berührt  diese  offenbar  die  Ringfläche  iE  jenen  beiden  Punkten  der 
Hauptmeiidianebene  rj,  deren  Yerticalprojectionen  die  beiden  vor- 
genannten Punkte  c\  und  d^  sind.  Die  Ebene  E„Ei,  ist  somit  eine 
Ebene  von  der  gesuchten  Eigenschaft. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  dieselbe  auch  durch  den  Mittelpunkt 
(0,  0')  der  ßingfiäche  geht. 

Da  diese  Ebene  die  innere  Eingfläehe  in  den  beiden  Punkten 
((Z,,  d\)  und  (d^,  d\)  berührt,  so  ist  an  und  für  sieh  klar,  dass  ihre 
Sehnittcurve  mit  dem  Ringe  die  vorgenannten  Punkte  id,,d\)  und 
(d^,  d'a)  zu  wirklichen  Doppelpunkten  haben  müsse. 

untersuchen  wir  die  Natur  dieser  Schnittcurpe  und  nehmen  wir 
zu  diesem  Behufe  an,  es  sei  P^Ph  eine  beliebige  Meridianebene.  Diese 
schneidet  den  KiHg  in  zwei  Meridiankreisen,  und  die  Ebene  EtEi,  in 
einer  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  des  Ringes  gehenden  Geraden 
{s,  s').  Die  Punkte,  in  welchen  diese  Gerade  (s,  s')  die  beiden  Meridian- 
kreise schneidet,  gehören  offenbar  der  zu  suchenden  Curve  an. 

Um  die  letztere  zu  construieren ,  drehen  wir  die  Meridianebene 
P,  Fk  mit  den  in  ihr  liegenden  Meridiankreisen  und  der  Geraden  (s,  s') 
um  {Z,  Z')  in  die  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage. 
Hierbei  gelangen  die  beiden  Meridiankreise  zur  Deckung  mit  den 
beiden  Hauptmeridiankreisen  M^  und  M^,  während  die  Gerade  (s,  s') 
in  die  Lage  Sg  übergeht.  Es  wird  diesfalls  geniigen,  die  Schnittpunkte 
«",,  J",,  ffl%  und  &"„  um  {Z,  Z')  in  die  Ebene  PvPh  zurüekaudrehen, 
um  daselbst  die  verlangten  Puükte  (ß,,  «'J,  (b^,'b\),  {a^,  a'^  und 
{fcj,  6'j)  der  Schnittearve  ku  erhalten. 

Die  Eutfernungen  der  Punkte  {a^,a'^),  (Ö,,&',),  («j,  a'j)  und 
(&j,  &'j)  von  dem  Mittelpunkte  (0,  <)')  des  Ringes  erscheinen  in  der 
gedrehten  Lage  in  wahrer  Größe  und  sind  dieselben  beziehungs- 
weise gleich  Oa"^,  Ob°^,  Oa%  und  Ob%.     Nun  ist  aber; 

0<  .  Oh\  =  Ö^^, 
und  ebenso: 

0<  .0'b\  =  Ö^',. 

Diese  Beziehung  gilt  natürlich  auch  von  den  Punkten  in  ihrer 
eigentlichen  Lage  in  der  Ebene  F^Pi,-  Dasselbe  wird  weiters 
auch  seine  Geltung  in  Bezug  auf  jede  andere  Ebene  P«P/,  beibehalten 
und  daher  in  gleicher  Weise  von  jeder  beliebigen  durch  (0,  0')  ia 
der  Ebene  E^Ei,  gezogenen  Geraden  {s,  s')  gelten. 

Wir  gelangen  mitbin  zu  dem  Resultate,  dass  jede  beliebige, 
durch  den  Mittelpunkt  {0,0')  des  Ringes  in  der  Ebene  ^„Eä  gezogene 
Oerade  (s,  s'}  die  Sehnittcurve  dieser  Ebene  mit  dem  Ringe  in  vier 
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Punkten  «,,  &„  %  und  K  derart  schneidet,  dass  je  zwei  Paaren  der 
Entfernungen  dieser  Puniite  von  dem  Mittelpunkte  (0,  0')  ein  con- 
stantes  Product  entspricht.     Es  ist  nämlich  stets: 

Oa,  .  Oh,  =  Öd\;     Oa^  .  0\  =  ()d'\ 
und  nebsfcbei  auch: 

Od,  =  OÄj!     Oa,  =  Oa^    und     Ob,  =  Ofr,. 

Man  kann  daher,  wenn  man  auf  einer  solchen  Geraden  (s,  s'} 
die  vier  Punkte  a,,  h,,  «j  und  ö,  der  Sctnitteur ve  bestimmt,  ver- 
möge der  Eeiation: 

Oa,  .  06,  =  Od\  ^  Od,  .  Od^ 
durch   die   vier    Punkte  a^b^jd,  und  d^  einen  Ereis  K^,  uud,   aus 
gleichem  Grunde,  durch  die  vier  Punkte  a^,h,,di  und  dj  einen  Kreis 
^3  legen, 

JEs  unterliegt  nunmehr  auch  keinerlei  Schwierigkeit,  nachzu- 
weisen, dass  diese  beiden  Kreise  K,  und  K^  den  Schnitt  der 
Ebene  EgEi,  mit  dem  Einge  repräsentieren. 

Einerseits  werden  die  genannten  Kreise  von  jeder  durch  0 
gehenden   Geraden    in    vier    Punkten    von   der   vorher  angeführten 


Nimmt  man  andererseits,  behufs  Richtigstellung,  resp.  Recht- 
fertigung der  aufgestellten  Behauptung,  an,  dass  die  Punkte,  in 
welchen  eiu  durch  (0,  0')  gehender  Strahl  (s,  s')  die  Schnittcurve 
trifft,  von  jenen,  in  welchen  er  die  beiden  Kreise  schneidet,  ver- 
schieden seien,  so  müsste  nothwendig  die  Curve  aus  zwei  gegen  die 
Gerade  {d,  d^,  d',  d'^)  symmetrisch  liegenden  Curven  von  höherer 
als  der  zweiten  Ordnung  bestehen;  der  Gesammtschnitt  würde 
daher  von  einer  höheren  als  der  vierten  Ordnung  sein,  welche  Annahme 
diesfalls,  früheren  Erörterungen  zufolge,  nicht  zulässig  ist. 

Berücksichtigt  mao  weiters,  dass  (nach  Satz  176)  die  Schnitt- 
curve gegen  die  Gerade  (£^,(7^'  d\d\)  symmetrisch  sein  müsse, 
so  folgt,  dass  die  beiden  Kreise  -fiT,  und  K'^,  durch  welche  die  Schnitt- 
curve dargestellt  wird,  nothwendig  gleich  groß,  d.  i.  von  gleichem 
Radius  sein  müssen.    Daher  gilt  der  Satz: 

200.  „Jede  die  Mmgfläche  doppelt  berührende  Ebene  schneidet 
dieselbe  in  swei  gleich  großen  Kreisen,  welche  durch  die  beiden  Be- 
rührungspunkte der  Bmgßäche  mit  der  Ebene  gehen. 

Solch  doppelt  berührender  und  die  Ringf lache  in  Kreis- 
paaren schneidender  Ebenen  gibt  es  unendlich  viele.  Dieselben 
berühren  allesammt  einen  geraden  Kreiskegel,  welcher  den  Mittel- 
punkt des  Ringes  zum  Scheitel  uud  die  Achse  des  Ringes  zur  Kegel- 
achse hat. 
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Hieraus  ist  au  erselien,  dass  es  auf  der  ßiDgftäehe,  außer  den 
Meridian-  und  Parallelkreisen  uoch  ein  drittes  System  you 
Kreisen  gibt,  deren  Ebenen  eine  eoustante  Neigung  gegeu  die 
Kingaehse  liesitzen. 

§.  270. 

Was  die  Berührnngsaufgaben  für  die  ßiugfläehe  an- 
belangt, so  dürfte  es  nicht  nothwendig,  ja  überflüssig  erscheinen,  an 
dieser  Stelle  besonders  auf  dieselben  einzugehen,  da  die  hierbei  zur 
Verwendung  kommenden  Constructionen  iu  voller  Übereinstimmung 
mit  jenen  sind,  welche  wir  bereits  bei  den  Eerührungsproblemen 
besüglich  der  allgemeinen  Rotationsflächen  kennen  lernten. 

Uass  sieh  übrigens  liei  der  Eingfläche  gewisse  constructive  Ver- 
einfachuagen  ergeben,  ist  selbstverständlich,  wenn  man  berücksichtigt, 
dass  der  Meridian  aus  awei  gleich  großen,  gegen  die  Eotations- 
achse  symmetrisch  liegenden  Kreisen  besteht. 

In  einem  Falle  jedoeb,  den  wir  nachstehend  besprechen  wollen, 
ist  es  vortbeilhaft,  die  Eingfläche  nicht  als  Rotationsfläche  aufzufassen, 
sondern  als  ümhüllungsfläelie  zu  betrachten. 

§.  271, 

36.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Geraden  ist  der 
Eingääclie  ein  Cylinder  zu  umschreiben. 

Behufs  Vereinfachung  der  Construction  wählen  wir  überdies  die 
verticale  Projeetionsebene  parallel  zu  der  gegebenen  Geraden 
.(ff,  g')  (Taf.  XV,  Fig.  81). 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  sodann  der  ßingfläche  (welche 
die  aus  den  vorhergegangenen  Erörterungen  bekannte  Lage  gegen  die 
Projeetionsebeneu  besitzt)  parallel  zu  einer  zur  verticalen  Projeetions- 
ebene parallelen  Geraden  (ff,  g')  eine  Cylinderfläche  zu  um- 
schreiben. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  eine  beliebige  Meridianebene 
F^Fh  an.  Besagte  Ebene  schneidet  die  Eiugfläcbe  in  zwei  Meridian- 
kreisen {c^,  c\)  und  (Cj,  c'j).  Denken  wir  uns  weiters  der  Kingfläche 
längs  eines  der  eben  genannten  Ereise,  beispielsweise  längs  (Cj,  c\), 
die  berührende  Kugel  (u,  e',)   eingeschrieben. 

Der  der  Kugel  (ff,  a\)  parallel  zur  Geraden  (g,y')  umschrie- 
bene Cylinder  berührt  dieselbe  längs  eines  größten  Kreises  in 
jener  Ebene  h^hh,  welche  durch  den  Kugelmittelpunkt  (ö,  o')  senk- 
recht zu  [_g,  g')  gelegt  wird.  Dieser  Berührungskreis  des  Cylinders 
schneidet    die  Charakteristik  {c^,  c\)  in   zwei    Punkten   {a^,  a\)   und 
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(&,,ö',),  welche  sieh  offenbar  als  die  Durehstoßpunkte  dei' Kugel  (ö,e',) 
mit  der  Sehnittgeraden  (s,  s')  der  beiden  Ebenen  F^  Fi.  und  K  h, 
ergeben. 

Die  bezeichneten  Punkte  repräsentieren  jene  zwei  Punkte,  in 
welchen  die  Bertihrebenen  der  Kugel,  also  auch  der  Ringfläehe 
zur  Geraden  (^,5')  parallel  sind;  dieselben  sind  somit  zwei  Punkte 
der  gesuchten  Berührungscurve. 

In  gleicher  Weise  kann  man,  vermittelst  verschiedener  Lagen 
der  umhüllten  Kugel  auf  beliebig  vielen  Charakteristiken  die  der 
Berühr ungscurve  angehörenden  Punkte  mit  Leichtigkeit  construieren. 

Berücksichtigt  man,  dass  alle  umhüllten  Kugeln  gleich 
groß  sind,  und  beachtet  man  ferner,  dass  auch  die  Steiluüg  der 
Ebene  h^ht  für  alle  die  nämliche  ist,  so  wird  es  offenbar  auch  von 
nicht  geringem  Vortheile  seia,  eine  Kugel  (27,  Z',)  von  einem  der 
umhüllten  Kugeln  gleichen  Eadius  seitwärts  anzunehmen,  für 
dieselbe  eine  Ebene  HcHa,  als  Ebene  der  Berührungscurve  des  zu 
(g,  g')  parallelen  Cylinders  zu  bestimmen,  hierauf  durch  Übertragung 
(Parallelverschiebung)  der  Ebenen  TtF,,  nach  Tl^Uh  die  Punkte  («,,«',) 
und  ((3,,  j5'i)  seitwärts  an  dieser  Kugel  au  construieren  und  diese 
sodann   in  die  betrelFende  Meridianebene  F^Fk  zu  überfuhren. 

Der  angedeutete  Vortheil  besteht  hauptsächlich  darin,  dass  man 
die  Schaitte  der  Ebene  II^Hii  mit  einer  größeren  Zahl  von  Ebenen 
n^IIh  bestimmt  und  hierauf,  durch  Umlegung  von  HcH/,,  mit  einem- 
male  gleichzeitig  eine  bedeutendere  Anzahl  von  Punkten  («,  a'}  und 
(ß,ß')  erhält. 

Theoretisches  Interesse    bietet  endlich  auch  folgendes  Problem: 

§.  272. 

37.  Aufgabe.  Es  ist  die  Horizontaleontour  einer  Ringfläehe 
unter  der  Voraussetzung  zu  bestimmen,  dass  die  Riagaehse  gegen 
die  horizontale  Projectionsehene  geneigt  ist. 

Denken  wir  uns  die  Ringachse  (Z,  Z')  (Taf.  XVI,  Fig.  82)  in 
Bezug  auf  die  Projeetionsebenen  in  eine  solche  Lage  gebracht,  dass 
sie  sich  einerseits  als  eine  zur  verticalen  Projectionsebene  parallele 
und  andererseits,  der  Forderung  gemäß,  als  eine  zur  horizontalen  Pro- 
jectionsebene geneigte  Gerade  darstelle. 

Die  Horizontalprojeetion  des  Leitkreises  wird,  infolge  der  ge- 
troffenen Anordnung ,  als  eine  Ellipse  K'  erscheinen ,  deren  kleine 
Achse  A'B'  mit  der  Horizontalprojection  Z'  der  Ringachse  zusammen- 
ßllt.  Die  Vertiealprojectioü  des  besagten  Kreises  können  wir  zur 
der  verlangten  Horizontalcontour  vollständig  entbehren. 
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Denken  wir  uns  nun  mit  dem  Kadius  r  der  umhüllten  Kugeln 
aus  einem  belieliigen  Punkte  o'  der  Ellipse  K'  als  Mittelpunkt  einen 
Kreis  e',  beschrieben ,  so  stellt  dieser  die  Horizontaleontour 
einer  Lage  der  umhüllten  Kugeln  dar.  Gleiehaeitig  repräsentiert  dieser 
Kreis  u',  aber  auch  die  Horizontalprojeetion  jenes  horizontalen 
größten  Kugelkreises,  längs  welchen  die  Kugel  vOn  dem  hori- 
Bontal-projicierenden  Cylinder  berührt  wird. 

Ziehen  wir  ferner  zur  Tangente  ('  von  K'  im  Punkte  o'  die 
Senkrechte  p\o'p'^,  so  repräsentiert  die  letztere  die  Trace  der  dieser 
Kugel  entsprechenden  Charakteristiken-Ebene  auf  der  Ebene 
jenes  größten  Kreises,  Die  Punkte  p\  und  p'^,  in  welchen  die  besagte 
Trace  den  Kreis  ö',  trifft,  sind  daher  zwei  Punkte  dieser  Charakte- 
ristik, in  welchen  die  Berührebeuen  der  Kugel,  also  auch  des 
Ringes  horizontal-projicierend  sind.  Es  werden  demnach  p\ 
und  ^'b  bereits  zwei  Punkte  der  verlangten  Contour  darstellea. 

Um  somit  die  Contour  der  Fläche  zu  erhalten,  hat  man,  diesen 
einfachen  Erörterungen  zufolge,  nichts  weiter  zu  thun,  als  auf  jeder 
Normale  der  Ellipse  K'  die  Strecken  o'p\^o'p'^=r  aufzutragen. 
"Wie  unschwer  zu  erkennen ,  besteht  sonach  die  zu  bestimmende 
Horizontaleontour  aus  zwei  Curven,  welche  in  allen  Punkten 
von  der  Ellipse  K'  den  nämlichen  Abstand  r  (Radius  der  um- 
hüllten Kugeln)  besitzen.  Derartige  Curyen  pflegt  man  „Parallel- 
curven"  der  Ellipse  oder  auch  infolge  ihrer  Beziehung  zur  King- 
fläche oder  dem  Torus,  „Toroiden"  zu  nennen. 
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Vierter  Abschnitt. 
Die  Schraubenlinie  und  die  Schraubenfläclien. 

XIY.  Capitel. 

Die  Schraubenlinie  und  deren  Eigenschaften. 

§.  273. 

Untec  einer  „Schraubenlinie"  Tersteht  man  jede  Curve  auf 
einem  geraden  Kreiscylinder  (Rotationsejlinder),  welche  die  sämmi- 
liohen  Erzeugenden  des  letzteren  unter  einem  constanten,  sonst 
aber  beliebig  großen  Winkel  schneidet. 

Aus  dieser  Definition  iässt  sieh  eine  Reihe  fundamentaler 
Eigenschaften  der  Schraubenlinie  ableiten. 

Denken  wir  uns  zu  diesem  Zwecke  zunächst  eine  Schrauben- 
linie 2  auf  einem  Rotationscylinder.  Dieselbe  möge  die  sämmtlieheu 
Erzeugenden  unter  dem  constanten  Winkel  c.  schneiden. 

Stellen  beispielsweise  ff,,  g^,  93,  fff  ■  unendlich  nahe  aneinander 
liegende  Cylindererzengenden  und  Pt,  Pq,  p^,  p^. .  ■  jene  Punkte  dar, 
in  welchen  dieselbea  uoii  der  Schraubenlinie  2;  geschnitten  werden,  so 
repräsentieren  2),j55,  JI2JJ3,  jSg ^4. . .  Elemente  der  Schraubenlinie  und 
es  sind  die  Winkel : 

iai'P.Pi)^  (fa- ftP,-.)  =  (93>P3Pd  =  ...  =-^«- 

Denken  wir  uns  ferner  die  Cylinderfläche  sammt  der  auf 
derselben  sich  vorfindenden  Schraubenlinie -£  in  eine  Ebene 
entwickelt,  so  erhalten  wir,  als  abgewickelte  Erzeugenden,  eine 
Reihe  unendlich  naher,  untereinander  paralleler  Geraden  g",,  g%,  9%, 
g°^...,  auf  welchen  die  abgewickelten  Punkte  p\,  p\,  p^^,  p\.  ■ . 
liegen.  Der  geometrische  Ort  dieser  Punkte  ist  sodann  die  ab- 
gewickelte Schraubenlinie  2. 

Da  aber  bei  der  Abwickelung  die  relative  Lage  der  Elemente 
der  Curve  ungeandert  bleibt,   diese  also  ihre  Lage  gegen  die  sie  be- 

Posohlia,  Daretdleiiüe  a,  projeotiva  GeomBliie.lIV.  22 
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grenzenden  Erzeugenden    beibehalten,   so    wird   auch   nach  der  Ab- 
wickelung : 

sein. 

Die  abgewickelte  Schraubenlinie  2J,  hat  sonach  die 
Eigenschaft,  dass  sie  alle  abgewickelten  Cylindererzeugenden  wieder 
unter  dem  aämlicben  constanten  Winkel  a  achaeidet.  Eine 
Linie  aber,  welche  eine  Reibe  uatereinander  paralleler  und  stetig  auf- 
einander folgender  Geraden  unter  constantem  Winkel  sehneidet,  kann 
selbst  wieder  nur  eine  gerade  Linie  sein. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  sich  die  Schraubenlinie  durch  Ab- 
wickelung ihres  Cylinders  in  eine  Gerade  verwandelt,  welche  mit 
den  abgewickelten  Cylindererzeugenden  denselben  constanten 
Winkel  wie  vor  der  Abwickelung  einschließt.  Es  besteht  daher 
der  Satz: 

SOI.  ^Eine  beliebige  Schraubenlinie,  welche  mit  den  öylinder- 
ereeugenden  den  WinJcd  «  hildet,  übergeht  bei  Ähmckelung  des  Oy- 
linders  in  eine  Gerade,  welche  mit  den  ahgewiekelten  Erseugenden 
den  nämlichen  Winkel  i 


%.  274. 

Aus  dem  vorstehenden  Satze  lassen  sich  leicht  zwei  weitere 
Sätze  folgern.  Sind  nämlicli  Ä  und  B  zwei  beliebige  Punkte  auf 
einem  Rotationscylinder,  so  kann  die  Frage  aufgeworfen  werden,  wie 
viele  Schraubenlinien  auf  der  Cyliuderf lache  durch 
diese  beiden  Punkte  gelegt  werden  können. 

Denken  wir  uns  den  Cylinder  in  eine  Ebene  abgewickelt,  wobei 
gleichzeitig  die  beiden  Punkte  Ä  und  B  nach  A^,  und  B„  gelangen, 
so  muss  jede  durch  Ä  und  B  gehende  Sohraubenlinie  nach  der  Ab- 
wickelung eine  durch  A^  und  B^  gehende  Gerade  repräsentieren. 
Nachdem  aber  durch  Ä^  und  B^,  nur  eine  einzige  Gerade 
gezogen  werden  kann,  so  existiert  auch  nur  eine  einzige  Schrau- 
benlinie, welche  durch  die  Punkte  Ä  und  B  geführt  werden  kann. 
Dies  gibt  den  Satz: 

202,  „Durch  ewei  beliebige  Punkte  eines  Botationscylinders 
Icaim  stets  nur  eine  eineige  Schraubenlinie  gelegt  werden.'^ 

Der  eben  angeführte  Satz  gilt  jedoch  nur  dann,  wenn  mau 
voraussetzt,  dass  die  beiden  Punkte  A  und  B  auf  einer  und  derselben 
Mantelfläche  des  Cylinders  liegen,  das  ist  nur  inso lange,  als  voraus- 
gesetzt wird,  dass,  wenn  beispielsweise  die  Abwickelung  des  Cylinders 
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von  der  durch  Ä  geheadeo  CylLadererzeugeadeii  beginnt,  es  üiclit 
etwa  noth wendig  sei,  eine  oder  mehrere  volle  Cylinderabwickelnugen 
vorzunehmen,  bevor  auch  der  Puakt  JB  zur  Abwickelung  gelangt. 

Lässt  mau  diese  Eeschräökmig  weg,  d.  h.  nimmt  man  an,  dass 
bevor  die  beiden  genannten  Punkte  zur  Abwickelung  gelangen,  mehr 
als  eine  volle  Cylinderabwiekelung  zulässig  wäre,  so  er- 
geben sich  unendlich  viele  Schraubenlinien,  welche  durch  die 
Punkte  A  und  B  gehen. 

Die  erste  der  durch  A  und  B  gehenden  Schraubenlinien  (d.  i. 
die  ia  dem  vorigen  Satze  gedachte)  schneidet  die  sämmtliclien  Cyliu- 
dererzeugenden ,  welche  zwischen  den  durch  A  und  B  gehenden  Er- 
zeugenden liegen,  in  je  einem  Puakte,  die  zweite  Schraubenliuie 
dagegen  schneidet  jede  dieser  Erzeugenden  in  je  zwei,  die  dritte  in  je 
drei  u.  s,  w.  Punkten. 

Fißdea  wir,  dass  der  Cyliuder  durch  die  beiden  durch  A  und 
B  gehenden  Erzeugeaden  in  zwei  Theile  zeriegt  wird,  so  kann  mau, 
was  bisher  von  dem  einen  Theile  gesagt  wurde,  natürlich  auch  un- 
mittelbar auf  den  zweiten,  den  Cylinder  ergänzenden  Theil  beziehen. 
Nennen  wir  diese  beiden  Theile  „complemäatere"  Cylinder- 
partien,  so  kann  man  dem  früheren  Satze  den  folgenden  präciseren 
substituieren: 

303.  „Sind  auf  einem  Botationscylmäer  swei  Punkie  gegeben, 
so  hönnen  durch  dieselben  unendUch  viele  Baare  von  Schraubenlinien 
gelegt  werden;  das  erste  Paar  schneidet  die  Ergeugenden  des  einen, 
hemehungsweise  des  ihm  complementä/ren  Cylindertkeiles  {welche  Theile 
durch  die  gegebenen  Blinkte  bestimmt  werden)  in  je  einem  Bunkte, 
Die  Schraubenlinien  des  zweiten  Paares  schneiden  die  Erzeugenden 
des   einen   resp.   des  anderen   Cylindertheiles   in  je  swei   Blinkten 

§.  275. 

Die  Erzeugenden  gA  und  ge  der  beiden  Punkte  A  und  B  theilen 
die  Cyliiiderfläehe  in  zwei  complementäre  Theile,  von  welchen 
wir  den  kleineren  mit  ^, ,   den  größeren  mit  F^  bezeichnen  wollen. 

Denken  wir  uns  den  Theil  F^  abgewickelt,  wobei  die  Punkte  A 
und  B  nach  A^,  und  B^  gelangen,  so  repräsentiert  die  geradlinige 
Strecke  AgBg  den  abgewickelten,  zwischen  A  und  B  liegenden 
Theil  der  Schraubenliuie. 

Nachdem  einerseits  eine  Curve  auf  dem  Cylinder  bei  der  Ab- 
wickelung des  letzteren  ihre  Länge  nicht  ändert  und  andererseits 
die  Gerade  A^iBg  die  kürzeste  der  zwischen  Ag  und  B^  mSgliehen 
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Linien  ist,  so  folgt,  dass  aueli  die  Soliraiiheulinie  AB  die  kür- 
zeste, auf  dem  Cylinder  mögliehe  Curve  zwischen  den 
beiden  Punkten  A  und  S  sei. 

Unter  all  den  Curveii,  welche  durch  zwei  Punkte  A  und  S  auf 
einer  Fläche  gezogen  werdeE  können,  nennt  man  die  kürzeste  der- 
selben, wie  bereits  bekannt,  die  „geodätische  Linie"  dieser  beiden 
Punkte.     Hieraus  folgt  der  Satz: 

204.  „SämmtUche  geodätische  Linien  auf  einem  Eotations- 
cylinder  sind  Schrauhenlimen."' 


Aus  der  Defiuitiou  der  Schraubenlinie  folgt  weiters,  dasa  jedes 
Element  derselben  gegen  die,  das  besagte  Element  begrenaenden  Er- 
zeugenden des  Cylinders  die  gleiche  relative  Lage  besitze.  Ferner 
geht  aus  dem  Umstände,  dass  nach  der  Abwickelung  des  Cylinders 
die  Schraubenlinie  in  eine  Gerade,  d.  i.  in  eine  Linie  übergeht,  welche 
in  alien  ihren  Theüen  congruent  ist,  oder  wie  man  zu  sagen  pfiegt, 
in  sich  selbst  verschiebbar  ist,  hervor,  dass  auch  die  Schrau- 
benlinie in  allen  ihren  Theilen  congruent,  also  in  sich 
selbst  verschiebbar  sei.    Daher  der  Satz: 

305.  „Jede  Schraubenlinie  ist  in  allen  ihren  Theilen  congruent, 
oder  mit  anderen  Worten,  sie  ist  in  sich  selbst  verschiebbar." 

§.  277. 

Zu  weiteren  Eigenschaften  der  Schraubenlinie  gelangen  wir  durch 
folgende  Betrachtungen.  Sei  Z  (Xaf.  XVI,  Fig.  83)  die  Achse  eines 
Eotationseylinders ,  K  ein  senkrechter  Querschnitt  (Kreisschnitt)  des- 
selben und  £  eine  auf  diesem  Cylinder  liegende  Schranbeulinie.  Die 
letztere  möge  den  Kreis  K  in  dem  Punkte  a  sehneiden. 

Denken  wir  uns  ferner  den  Cylinder  sammt  der  Schraubenlinie 
27  und  dem  Kreise  K  abgewickelt.  Hierbei  wollen  wir  voraussetzen, 
dass  die  Abwickelung  bei  der  durch  a  gehenden  Cylindererzeugenden 
ffa  beginne. 

Gesetzt,  die  Abwickelung  wäre  bis  zu  der  Cylindererzeugenden  gp 
vollzogen  worden.  Der  abgewickelte  Cylindertheil  (gagp)  stellt  sich 
sodann  als  ein  in  der  Tangentialebene  des  Cylinders,  längs 
der  Erzeugenden  gp,  liegendes  Rechteck  P7ta^,Af,  dar,  in  welchem  die 
Seite  itttg  die  wahre  Länge  des  zwischen  den  Erzeugenden  ga  und 
und  gp,  beziehungsweise  zwischen  deren  Fußpunkten  a  und  jc  liegenden 
[  K  darstellt. 
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Der  Punit  a  wird  während  der  Abwickelung  in  der  Ebene  des 
Kreises  K  eine  Curve  T  beschreiben,  welch  letztere  nichts  anderes 
als  die  von  dem  Punkte  a  ausgehende  Evolvente  dieses  Kreises 
K  repräsentiert. 

Ist  endlich  p  der  Schnittpunkt  der  Schraubenlinie  2;  mit  der 
Cjlindererzeugenden  gp,  so  stellt  die  Verbindungsgerade  a^p  den  ab- 
gewickelten Theil  ap  der  Schraubenlinie  H  dar. 

Diese  Gerade  %p  sehließt  mit  der  Cylindererzeugenden  g^  den 
nämlichen  Winkel  a  ein ,  unter  welchem  die  Schraubenlinie  S  diese 
Erzeugende  schneidet.  Da  nun  a^p  in  der  längs  der  Erzeugenden  g^, 
gefühlten  T mg ential ebene  des  Cylinders  liegt,  so  ist  a^p  selbstver- 
btandliLh  eme  Tingente  des  Cylinders  im  Punkte  p.  Besagte 
Tangente  nat  m  diesem  Punkte  dieselbe  Richtung  wie  das  Element 
der  Schnubenlinie  und  enthält  somit  das  letztere,  d.  b.  die  Gerade 
«oj)  lepräsentiert  gleichaeitig  die  Tangente  der  Schraubenlinie 
in  dem  Punkte  p. 

Aus  dem  rechtwiakligen  Dreiecke  a^pa  folgt,  wenn  wir  den 
dem  Winkel  a^a^pn  complementärea  Winkel  pa^jc  ein-  für 
allemal  mit  ß  bezeichnen,  dass: 

pit  =  a^^.tgß, 
oder,  weil  %ji  die  wahre  Größe  des  Kreisbogens  an  vorstellt, 

^  ='a^.igß 
sei.   Man  sieht  hieraus,    da  der  Winkel  a,  folglieh  auch  der  Winkel 
ß  =  90"  —  K,  constant  ist,  dass  die  Strecke  pn  und  der  Bogen  an 
stets   proportional  sind.    Hiernach  ergibt  sieb  für  die  Schrauben- 
linie das  Erzeugungsgesefcz : 

206.  y^Sewegt  sich  auf  einem  RotationsGylinäer  ein  PunM  derart, 
dass  dessen  Entfernung  von  einem  heli^gen  Querschnitte  dieses  Cy- 
linders jenem  Kreisbogen  proportional  ist,  welchen  der  FußpunM  der 
durch  den  Funkt  gehenden  Cylindererzeugenden  beschreibt,  so  erzeugt 
dieser  Funkt  bei  seiner  Bewegung  eine  Schraubenlinie." 

Oder: 

207.  „Beschreibt  die  Orthogonalprojection  eines  Punktes  auf 
einer  Ebene  einen  Kreis  und  wächst  die  Entfernung  des  Punktes  von 
dieser  Ebene  proportional  dem  von  seiner  Frojection  zurückgelegten 
Kreisbogen,  so  beschreibt  dieser  Funkt  bei  seiner  Bewegung  auf  jener 
Cylinderf lache,  deren  senkrechter  Querschnitt  der  besagte  Kreis  ist, 
eine  Schraubenlinie.'' 

§.  278. 
Den    angestellten    Betrachtungen    und    den    daraus    gefolgerten 
Sätzen  gemäßj  ist  es  nunmehr  auch  leiebt,  beliebig  viele  Punkte  einer 
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Schraubenlinie  zu  construieren,  wenn  zwei  Punkte  A  und  B  derselben 
auf  dem  Cylinder  gegeben  sind. 

Man  hat  nämlich  nichts  anderes  zu  thuu,  als  den  Bogen  Ah, 
welchen  die  Erzeugende  gi,  des  Punktes  B  auf  dem  durch  A  gehenden 
Kreisschnitt  K^  des  Cjlinders  bestimmt,  in  n  gleiche  Theile  zu 
theilen  (n  beliebig  groß)  und  ebenso  auch  die  Theilung  des  Abstandea 
Bb  des  Punktes  B  von  dem  Fußpunkte  b  seiner  Erzeugenden  g^  auf 
dem  Kreise  K,  in  dieselbe  Anzahl  n  gleicher  Theile  zu  vollziehen 
und  sodann,  wenn  1,  2,  3...  die  Theilpunkte  auf  dem  Kreisbogen 
Ab  sind,  anf  den  durch  1,  2,  3...  gehenden  Cylindererzeugenden  g,, 
g-ii  93- •■  ™ii  den  erwähnten  Theilpunkten  die  Strecken  lI  =  -2Jfe; 
2  11  =  --Bb;  3III  =  |--B&...  aufzutragen,  um  in  I,  II,  III... 
Punkte  der  gesuchten  Schraubenlinie   zu  erhalten. 

Die  ConstructioE  der  vorbezeichneteu  Curve  wird  selbstverständ- 
lich um  so  genauer,  je  mehr  Punkte  man  in  dieser  Weise  bestimmt, 
d.  i.  je  größer  man  n  annimmt.  Diese  Andeutungen  durften  genügen, 
um  einerseits  die  Schraubenlinie  zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  A 
und  B  zu  construieren,  und  andererseits  auch  Punkte  der  Schrauben- 
linie außerhalb  des  Theiles  AB  zu  bestimmen. 

Den  constanten  Winkel  ß,  welchen  die  Schraubenlinie  (resp. 
ihre  Tangenten)  mit  den  zu  den  Cvlindererzeugenden  senkrechten 
Ebenen  einschließen,  nennt  man  kurz  die  „Neigung"  der  Schrau- 
benlinie. 

Der  Kreis  auf  dem  Cylinder,  in  dessen  einem  Punkte  a  {Taf.  XVI, 
Fig.  83)  die  Schraubenlinie  beginnt,  wird  der  „Basis-"  oder  der 
Grundkreis"  der  Schraubenlinie  genannt. 

Den  Cylinder  selbst  pflegt  man  den  „Schraubencylinder" 
und  dessen  Äebsc  Z   die    „Achse    der   Schraubenlinie"  zu 


Denken  wir  uns  die  Schraubenlinie  U  vom  Punkte  a  ausgehend, 
soweit  fortgesetzt,  bis  dieselbe  die  durch  den  Punkt  a  gehende 
Cylindererzeugende  g,,  wieder  in  einem  Punkte  a^  trifft,  bis  also  der 
die  Curve  erzeugende  Punkt  in  dieselbe  Erzeugende  zurückkehrt,  von 
der  er  bei  Beginn  seiner  Bewegung  ausgegangen,  so  heißt  das  zwischen 
den  beiden  Punkten  a  und  a,  liegende  Stück  der  Schraubenlinie  ein 
„Schraubengang"  und  die  Strecke  aa,  auf  der  Erzeugenden  g^  die 
„Ganghöhe"  oder  die  „Steigung"  der  Schraubenlinie. 

Der  früher  aufgestellten  Gleichung  gemäß,  sind  die  Ganghöhe 
II,  die  Neigung  ß  und  der  Radius  r  des  Grundkreises  durch  die 
Kelation : 
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77=  27tr.tgß, 
oder 

verbunden . 

Den  Wert  —  pflegt  man  die  redueiei'te  öanghölie  au 
heißeu.  Bezeichnen  wir  die  Länge  des  Sehraiilienganges  aa^ 
mit  l,  so  ergibt  sieh  dieselbe  aus  der  Gleichung: 


Bezeichnet  mau  ferner  die  reducierte  Ganghöhe  ,—  mit  A, 
so  nehmen  die  vorher  aufgestellten  Gleichungen  die  nachstehenden 
Formen  an: 

h  =  r  tg  ß-     r  =  h  ctgß     und 
l  sinß  =  2zh. 
Die  Strecke  h,  welche   die    reducierte  Ganghöhe  repräsentiert, 
lässt  sich  anstandslos  construieren,    wenn  die  Ganghöhe  H  und  der 


Radius  r  des  Grundkreises  gegeben  ist.  Es  folgt  nämlieii  aus  ?»  =  ^; 

unmittelbar: 

7),  _    H 

r  ~  ''27tr' 
d.  h.  die   reducierte  Ganghöhe  h   verhält  sieh  zum  Radius 
r   des    Grundkreises    ebenso,    wie    die    Ganghöhe   H   zur 
Peripherie    desselben    und  kann  daher  auf  bekannte  Weise  aus 
zwei  ähnlichen  Dreiecken  leicht  gefunden  werdeo. 


Eigenschaften  der  Projectlon  einer  Scliranljenlinie. 

Übergehen  wir  nun  darauf,  die  Eigenschaften  zu  untersuchen, 
welche  der  Projectlon  einer  Schraubenlinie  aukommen  und 
nehmen  wir,  der  Einfachheit  wegen,  unmittelbar  die  horizontale  Pro- 
jeetionsebene  als  die  Ebene  des  Grundkreises  (K,  K')  (Taf.  XVI, 
Fig.  84)  an.  Die  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  dieses  Kreises 
gehende  horizontal-projicierende  Gerade  (Z,  Z')  ist  die  Achse  der 
Sehrauhenlinie.  Als  Ursprung  der  Schraubenlinie  betrachten  wir  den 
einen  Endpunkt  {a,  a')  des  zur  Grundlinie  senkrechten  Kreisdurch- 
messers (Offl,  O'a'). 

Iheilen  wir  den  Grundkreis  K'  in  eine  beliebig  große  Anzahl 
n  gleicher  Theile  und  treffen  wir  die  Anordnung  derart,   dass   der 
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PTinkt  «'  selbst  einen  solchen  Theilpunkt  repräsentiert,  während  die 
folgenden  Theilpunkte  der  Reihe  nach  durch  6',  c',  d'  ....  darge- 
stellt seien. 

Ist  die  Ganghöhe  oder  die  Steigung  aa,  =  fi"  gegeben,  so  wird 
auf  Grund  der  vorausgeschickten  Betrachtungen  diese  Höhe  in  e 
ebenso  große  Anzahl  gleicher  Theile  au  theilen  sein,  als  in  wie  v 
gleiche  Theile  die  Peripherie  des  Gruadkreises  K'  getheilt  wurde,  und, 
da  der  die  Schraubenlinie  erzeugende  Punkt  (a,  a') ,  während  er  mit 
constanter  Winkelgeschwindigkeit  um  die  Achse  {Z,  Z')  auf  der 
Mantelfläche  des  Cylinders  sich  bewegt,  gleichförmig  von  der  Ebene 
des  Grundkreises  in  der  Kichtung  der  Cylindererzeugenden  sich  ent- 
fernt, werden  die  Lagen  der  einzelnen  zusammengehörigen  Punkte 
der  Schraubenlinie  im  gegenseitigen  Schnitte  der  jeweiligen,  durch  a', 
h',  c'  ...  geführten  Cyündererzeugeaden  mit  den  durch  die  einzelnen 
in  gleicher  Ordnung  aufeinander  folgenden  Theilpunkte  der  Ganghöhe 
(la,  zur  Ebene  des  Grundkreises  parallel  gelegten  Ebenen  gefunden 
werden.  ■ 

Nach  einem  vollen  Umlaufe  des  Punktes  {a,a')  kehrt  der  beschrei- 
bende Punkt  in  dieselbe  Erzeugende  zurück  von  der  er  ausgangen, 
und  der  diesfalls  in  verticaler  Richtung  durchlaufene  Weg  aa,  ist  die 
Schraubenganghöhe.  Wäre  der  in  horizontaler  Richtung  zurück- 
gelegte Weg  bloß  — .2je»*,  so  wird,  auf  Grund  dieses  Bewegungs- 
gesetzes, selbstverständlich  auch  nur  —  .  J?  in  verticaler  Richtung 
durchlaufen  worden  sein. 

Ist  die  Ganghöhe  nicht  von  vornherein  bestimmt,  ist  dieselbe 
also  unserer  Willkür  atiheimgestellt,  so  wird  man  einfach  auf  der 
durch  h'  gehenden  CyÜndererzeugenden  gt,  über  der  Grundkreisebene 
eine  beliebige  Strecke  ßb=:~  =  s  aufzutiagen  haben,  um  unmittelbar 
die  VerticalprojectioQ  des  Endpunktes  diesei  Strecke  m  i  dargestellt 
zu  erhalten.  Ebenso  wird  auf  der  durch  [c',  j)  gehenden  Erzeugenden 
gc  die  Strecke  cy  =:  —  H ^  2s;  auf  dei  durch  d'  gehenden  Erzeu- 
genden ga  die  Strecke  dö  =  —  S'=  3s  u.  s  w.  abzusehneiden  sein, 
um  der  Ordnung  nach  in  den  Punkten  a,  b,  c,  d...,  den  voraus- 
geschickten Erörterungen  zufolge,  die  Verticalprojeetionon  von  Punkten 
einer  zu  construiereuden  Schraubenlinie  zu  finden. 

Die  Horizontalp rojection  dieser  Schraubenlinie  fällt,  da  (Z,  Z') 
zur  horizontalen  Projectionsebene  senkrecht  steht,  mit  der  Horizontal- 
projection  K'  des  Grundkreises  zusammen. 
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Gelangt  man  endlicli  bei  fortgesetztem  Auftragen  der  Strecke 
x.E  wieder  zur  Erzeugenden  ga  des  Ursprungs  zurück,  wobei  sich  in 
der  Verticalprojeetion  ein  Punkt  a^  ergibt,  so  ist  --.H  =  n.£  =  aa^ 
die  walire  Größe  der  Gaughölie. 


Es  wird  nun  aueb  lieinen  Schwierigkeiten  unterworfen  sein,  die 
Gleichung  der  Verticalprojeetion  der  Schraubenlinie  auf- 
zustellen. 

Wir  nehmen  hierbei  die  Grundlinie  XX  und  die  Terticalprojeetioa 
Z  der  Cyliaderachse  als  Coordinatenaehsen  an.  Ist  also  {p,  p'j  ein 
Punkt  der  Sehrauhenachse  und  ir  jener  Punkt,  in  welchem  pp'  die 
Grundlinie  trifft,  so  wird  durch  Ji;a=:«  die  Abscisse  und  durch 
pn  =  ß  die  Ordinate  des  betreffenden  Punktes  (p,p')  dargestellt. 

Für  den  Kreisbogen  a'p',  die  Höhe  p:j:  =  e,  den  Radius  r  des 
Grundkreises  und  die  Ganghöhe  H  ergibt  sich  die  Gleichung: 

s  =  u'p'  .tgß  =  a-p'.  2~-  T=  a'p' .  —  , 

und: 

s>'  =  "x  • 

oder,  auf  den  Bogen  für  den  Kreisradius  gleich  der  Maßeiniieit  reduciert: 


Hieraus  folgt: 


;^  rsin^ 


h 
als  Gleichung  der  Verticalprojeetion  der  Schraubenlinie. 

Die  durch  diese  Gleichung  repräsentierte  Curve  ist  eine  sogenannte 
„Sinuslinie"  oder  „Sinusoide".  Dieselbe  besitzt,  wie  leicht  nach- 
gewiesen werden  kann,  in  jedem  Punkte  der  Geraden  Z  einen  In- 
flexionspunkt. 

Um  die  Tangente  {t,t')  der  Curve  in  einem  Punkte  (p,  p')  zu 
finden,  haben  wir,  früheren  Betrachtungen  gemäß  (§.  277)  nur  jenes 
Stück  ap'„  der  Evolvente  T'  des  Kreises  K',  welches  durch  Ab- 
wickelung des  Eogens  a'p'  erhalten  wird,  zu  bestimmen,  um  in  dem 
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Endpunkte  (p'^^  p„)  desselben  bereits  den  Horizontal -Durchstoßpunkt 
der  verlangten  Tangente   zu  bekommen. 

Suchen  wir  weiters  die  Tangente  {t,  P)  der  Schraubenlinie  in 
irgend  einem  Punlste,  dessen  yerticsle  Projeetion  in  die  Verticalprojee- 
tion  Z  der  Achse  fällt,  etwa  die  Tangente  des  Punktes  (a,,  a'^. 

Die  Horizontalprojeetion  t\  derselben  fällt  mit  der  Tangente  des 
Kreises  K'  im  Punkte  a',  =  a'  zusammen.  Der  Horizontal  -  Durch- 
stoßpunkt (a'd,  tto)  der  besagten  Tangente  ist  der  Schnittpunkt  von 
t\  mit  der  Kreisevolvente  T',  woraus  sich  unmittelbar  die  Vertical- 
projection  t^  =  «„a,  ergibt. 

Die  Tangente  T,.  der  Evolvente  T'  im  Punkte  a'„  ist  senkrecht 
zu  (',,  also  auch  senkrecht  zur  Grundlinie.  Betrachten  wir  dieselbe 
als  horizontale  Trace  einer  vertical-projioierenden,  durch  die  Tan- 
gente ((,,  t\)  gehenden  Ebene  TeT/,,  so  repräsentiert  diese  Ebene  be- 
kanntlich die  Sehmiegnngsabene  der  Schraubenlinie  im 
Punkte  (fflj,  ß'i).  Dieselbe  ist  senkrecht  zu  der  Tangentialebene  des 
Cylinders  in  der  dem  Punkte  (a„  a\)  entsprechenden  Cylinder- 
erzeugenden.     Wir  erhalten  mithin  den  Satz: 

208.  „Die  Schmiegungsebene  einer  Schraubenlinie  in  einem 
PunJde  derselben  ist  immer  senlcrecht  0u  der  Tangentialebene  des 
Schraubencylinders  längs  jener  Erzeugenden,  welche  durch  den  betref- 
fenden PunM  geht." 

In  Pig,  84,  Taf.  XIV,  ist  die  S  e  h  m  i  e  g  u  n  g  s  e  b  e  n  e  des  Punktes 
(«,,  a'i)  insbesondere  vertieal-projicierend.  Nachdem  die- 
selbe aber,  wie  bekannt,  mit  der  Schraubenlinie  drei  im  Punkte  (a,,ß',) 
vereinigte  Punkte  gemein  hat,  so  hat  ihre  Verticaltrace  T„  (welche 
mit  der  Tangente  t,  derVerticalprojection  der  Schraubenlinie  zusammen- 
fällt) mit  dieser  Verticalprojeetion  drei  in  a,  zusammenfallende  Punkte 
gemein,  oder  mit  anderen  Worten:  der  Punkt  «i  ist  ein  Inflesions- 
punkt  der  Verticalprojeetion  der  Schraubenlinie  und  t^  ist 
die   diesem  Punkte   entsprechende   Inflexionstangente. 

Da  dasselbe  von  jedem  anderen  Punkte  der  Curve  gilt,  dessen 
Verticalprojeetion  in  die  Verticalprojeetion  der  Schraubenaehse  (Z,  Z') 
fällt,  so  erbalten  wir  den  Satz: 

209.  „  Wird  eine  Schraubenlinie  auf  eine  su  ihrer  Achse  parallele 
Ebene  orthogonal  proßciert,  so  hat  diese  Orthogonalprojection  in  allen 
Punklen,  die  gleichzeitig  der  Projeetion  der  Schraubenaehse  angehören, 
Inflemonen.^' 
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§.  281. 

Bemerkenswert  ist  auch  eine  beliebige  seliiefe  Projection 
einer  Schraulieulinie  auf  die  Ebene  ihres  GrundijreiHes 
oder  auf  eine  zu  dieser  parallele  Ebene. 

Setzen  wir  ku  diesem  Zwecke  fest,  dass  die  Ebene  des  Grand- 
kreiaes  gleichzeitig  auch  die  horizoütale  Projeetionseliene  Torstelle. 
Die  verticale  Projectionsehene  wählen  wir  parallel  zum  schief- 
projicierenden  Strahle, 

Unter  dieser  Voraussetzung  ist  die  Schraubenaehso  {Z,  Z') 
(Taf.  XVI,  Fig.  85)  eine  horizontal -projicierende  Gerade,  ferner  sind 
(27,  Z'),  (U'  =  K')  die  orthogonalen  Projectionen  der  Schraubenlinie 
und  {g,  g')  die  Richtung  des  zur  Terticalen  Projectionsebene  parallelen, 
schief-projicierenden  Strahles,  yon  welchem  wir  vorläufig  voraussetzen 
wollen,  d^s  er  gegen  die  horizontale  Projectionsebene  die- 
selbe Neigung  wie  die  Tangenten  der  Schraubenlinie  be- 
sitzen möge. 

Denken  wir  uns  nun  durch  irgend  einen  beliebigen  Punkt  (ji,p') 
der  Schraubenlinie  eine  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallele 
Ebene  gelegt,  so  sehneidet  dieselbe  den  Schraubeiicjlinder  in  einem 
Kreise  (y,  y'),  auf  welchem  selbstverständlich  der  Punkt  (p,  p')  liegt, 
und  dessen  horizontale  Projection  /  mit  dem  Grnndkreise  K'  zu- 
sammenfällt. 

Bestimmen  wir  die  s^chiefe  Projection /j  dieses  Kreises  und 
die  schiefe  Projection  p'^  des  Punktes  {p,^')  auf  die  horizontale  Pro- 
jectionsebene. 

Der  Kreis  y\  berührt  die  Tangente  z  im  Punkte  «'  des  Grundkreises 
in  einem  Punkte  k»;  hierbei  muss  offenbar  der  Bogen  p'scc,  dem 
Bogen  p'a'  gleich  sein.  IWit  Zugrundelegung  der  Erzeugungsweise  der 
Schraubenlinie  ist  aber: 

pa  =  a'p-.tgß. 

Ferner  ist  der  Voraussetzung  gemäß: 

P7t  =p,^.tg  ß  ~p\p'.tgß  =  asü'  .tg  ß. 

Hieraus  folgt  unmittelbar: 

a'p'  =:  «5«'. 

Man  erhält  hiernach  die  schiefe  Projection  j)'s  eines 
Punktes  der  Schraubenlinie  immer  als  die  jeweilige  Lage  des 
Ursprungs  a'  auf  dem  Grundkreise  K',  sobald  dieser  auf  der  Tangente 
r  rollt. 

Dieses  Ergebnis  sagt  aber  nichts  anderes  aus ,  als  dass  die 
schiefe  Projection    der    Schraubenlinie    auf  die    Ebene  des 
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Grnndkreises  bezogen,  jene  gemeine  Cycloide  ist,  welche  der  Punkt 
a'  des  Gnindkreises  K'  beschreibt,  sobald  letzterei-  {K')  auf  der  Tan- 
gente T  rollt.     Daher  der  Satz: 

310.  „Proßciert  man  eine  Schraubenlinie  auf  eine  $u  ihrer 
Achse  senkrechte  Ebene  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  JProjections- 
strahlen  mit  dieser  Ebene  denselben  WinJce}  wie  die  Tangenten  der 
Schraubenlinie  einschließen,  so  ist  die  schiefe  Projection  der  letzteren 
eine  gemeine  Cycloide,'* 

%.  282. 

Setzen  wir  weiters  voraus,  der  Neigungswiakel  des  schief- 
projicierenden  Strahles  (3,  j»')  (Taf.  XVI,  Fig.  86)  gegen  die 
horizontale  Projeetionsebene  sei  größer,  als  jener  der  Tangenten 
der  Schraubenlinie. 

Denken  wir  uns  wieder  durch  einen  beliebigen  Punkt  (^,j)')  der 
Sobraubenlinie  eine  zur  horizontalen  Projeetionsebene  parallele  Ebene 
gelegt.  Diese  schneidet  den  Sehraubeneylinder  in  einem  mit  dem 
Grundkreise  (K,  K')  coagruenten,  durch  den  Punkt  (p,  2»')  j 
Kreis  (y,  y'). 

Bestimmen  wir  die  schiefe  Projection  y's  dieses  ] 
auf  dieser  Projection  die  schiefe  Projection  ji',  des  Punktes  ip,p')  und 
denken  wir  uns  ferner  einen  mit  dem  Kreise  (y,  y')  coneentrischea 
Kreis  {ö,  ö')  construierb,  dessen  Peripherie  jener  Strecke  gleich 
ist,  welche  die  schiefe  Projection  der  Ganghöhe  H  darstellt. 
Die  schiefe  Projection  d'^  dieses  Kreises  {ö,  6')  ist  selbstverständlich 
mit  y's  concentrisch. 

Ziehen  wir  weiters  an  3'  und  iJ'a  die  zu  g'  parallele  gemein- 
schaftliche Tangente  t,  sowie  auch  die  Eadiea^'sO',  und  p'o', 
so  werdeil  diese  die  Kreise  d\  und  d'  beziehungsweise  in  r'j  und  r' 
schneiden.  Nachdem  die  Tangente  r  die  beiden  Kreise  ä's  und  d'  in 
ß's  und  <x'  berührt,  ist: 

a'a's  =  p'p's  —  r'r's. 

Wie  im  vorhergebenden  Ealle  findet  man  auch  hier,  dass  der 
Bogen  a'sr's  gleich  dem  Bogen  a'r'  und  jeder  derselben  gleich  der 
Strecke  c/s«'  sei,  dass  also  der  Punkt  r's  jener  Cycloide  angehört, 
welche  der  Kreis  S'  beim  Rollen  auf  t  erzeugt. 

Dies  zugrunde  gelegt,  wird  aber  der  mit  r',  in  starrer  Verbin- 
dung stehende  Punkt  p's  eine  verkürzte  Cycloide  besehreiben, 
welche  gleichzeitig  die  schiefe  Projection  derSshrauhenlinie 
darstellt. 
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In  ähnlicher  Weise  findet  man,  dass  die  schiefe  Projectioii 
der  Schraubenlinie  auf  die  Ebene  des  Grucdkreises  eine  ver- 
längerte Cycloide  ist,  wenn  der  Neigungswinkel  der  schief- 
projicierenden  Strahlen  gegen  diese  Ebene  kleiner,  als  jeuer 
der  Tangenten  der  Schraubenlinie  ist.    Es  gilt  daher  der  Satz: 

211.  „Die  schiefe  Projection  PÄner  Schraubenlinie  auf  eine  gur 
Achse  derselben  senkreehte  Ebene  ist  eine  gemeine,  verhOrete  oder  ver- 
längerte Cycloide,  je  nachdem  der  Neigungswinkel  der  schief  pro- 
jicierenden  Strahlen  gegen  diese  Ebene  gleich,  größer  oder  kleiner  als 
jener  der  Tangenten  der  Schraubenlinie  ist.'^ 

Schließlich  sei  noch  erwähnt,  dass  sich  auch  ohne  jedwede 
Schwierigkeit  nachweisen  iässt ,  dass  jede  Parallelprojeetion 
einer  Schraubenlinie  auf  irgend  eine  Ebene  stets  eine  mit 
einer  Cycloide  affin  verwandte  Curve  sein  naösse. 


XV.    Capitel. 
Schraubenflächen  im  allgemeinen  und  Schraubenregelflächen. 

§.  283. 

Unter  einer  Schrauben  fläche  im  allgemeinen  versteht  man 
jene  Eläche,  welche  sich  als  geometrischer  Ort  einer  unend- 
lichen Schar  von  Schraubenlinien  mit  gemeinsehaftlieher 
Achse  und  gemeinschaftlicher  Ganghöhe  unter  der  Bedin- 
gung ergibt,  dass  jede  Schraubenlinie  dieser  Schar  eineri  Punkt 
mit  einer  festen  gegebenen  Leitcm^ve  gemein  hat. 

Dieser  Definition  gemäß  und  mit  ßüeksichtnahme  auf  die  im 
Satze  206)  angegebene  Erzeugungaweise  der  Schraubenlinie  kann  man 
sieh  eine  Schraubenfläche  auch  durch  eine  Drehung  und  eine 
gleichzeitige,  zu  dieser  Drehung  proportionale  Verschie- 
bung der  Leitcurve  längs  der  Drehungsachse  erzeugt  denken. 

Eine  derartige  Bewegung  um  eine  feste  Achse,  wobei  jeder  Punkt 
des  bewegten  Gebildes  eine  Drehung  um  eine  Achse  und  gleichzeitig 
eine  zu  dem  Drehungsbogen  proportionale  Verschiebung  in  der  Rich- 
tung der  Drehachse  erfährt ,  wird  eine  „Schraubenbewegung" 
genannt. 

Die  gemeinschaftliche  Achse  aller  auf  der  Schraub enfläohe  lie- 
genden Scbraubeniimen  heißt  die  „Achse  der  Schraubenfläche" 
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und  die  gemeinschaftliche  Ganghöhe  sämirtliGhcr  Sehraubenlinieit  die 
„Gang-  oder  Steighöhe"  der  Schraubenfläche. 

Ist  die  Leitlinie  einer  Scliraiibenfläelie  insbesondere  eine 
gerade  Linie  (D,  Z>')  (Taf.  XVII,  Fig.  87),  so  enthSllt  die  Schrau- 
benfläche, da  sie  durch  eine  Schraiibenbewegung  dieser  Leitgeraden 
{D,  D')  erzeugt  werden  kann,  unendlich  viele  gerade  Linien, 
ist  daher   eine  Eegelfläehe,    Hiernach  besteht  der  Satz: 

M3.  „Jede  Schraubenßäcke,  deren  Leitlinie  eine  Gerade  ist,  isi 


§.  284. 

Jede  solche  Sehraubenfläche,  welche  gleichzeitig  eine  Rogelfläche 
iät,  pflegt  man  eine  „Schraubenregelfläehe"  zu  nennen. 

Alle  Punkte  der  Leitgeraden  (Z),  D')  beschreiben  Schrauben- 
linien von  gleicher  Ganghöhe.  Unter  allen  diesen  Sehrauhenliaien 
ist  diejenige  besonders  hervorauheben ,  weiche  Ton  dem  Fußpunkte 
{m,  m')  des  kürzesten  Abstandes  der  Leitgeraden  (D,  Z)') 
und  der  Schraubenachse  beschrieben  wird.  Da  diese  Schrauben- 
linie unter  all  den  von  der  Leitgeraden  (D,  D')  beschriebenen  den 
kleinsten  Urundkreis  besitzt,  wird  dieselbe  die  „Kehlschrau- 
benlinie" der  S  oh  rauh  enregel  fläche  genannt. 

Nachdem  die  sämmtlichen  Schraubenlinien  auf  der  Fläche  die 
nämliche  Ganghöhe  H  besitzen,  so  folgt  aus  der  Beziehung: 

oder ; 

""'  -  ^' 

dass  die  Tangenten  der  Kehlschraubenlinie,  oder  was  das- 
selbe ist,  diese  letztere  selbst,  unter  all  den  verschiedenen,  von  den 
einzelnen  Punkten  der  Geraden  {ß,  D')  erzeugten  Schraubenlinien  die 
größte  Neigung  gegen  die  Ebene  der  Grandkreise 
besitzen. 

Durch  die  vorhergegangenen  Betrachtungen  haben  wir  einsehen 
gelernt,  dass  eine  Scbraubenregolfläche  durch  die  Sohrauben- 
bewegting  einer  Geraden  (D,  D')  entstehe.  Seien  beispielsweise  D^, 
Z>3 . . .  beliebige  Lagen  dieser  erzeugenden  Geraden. 

Zieht  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  S  zu  D,  J)^,  Bq.... 
die  parallelen  Geraden  ß,,  g^,  g^...,  so  sehließen  diese  offenbar  mit 
jener  Geraden  s,  welche  durch  S  parallel  zur  Schraubenachse  Z  ge- 


y  Google 


351 

zogen  wird,  gleiche  Winkel  eiD,  gehören  somit  einem  Rotations- 
kegel {S,  s)  an.  Das  Gleiche  gilt  auch  von  den  Parallelen  dui-ch 
S  zu  jeder  anderen  auf  der  Schraubenfl'äehe  liegenden  Geraden,  w  odni  eh 
wir  zu  dem  Satze  gelangen: 

213.  „Der  BicMungskegel  jeder  SckraubenfläcM  ist  ein  llota- 
tionskegel,  dessen  Achse  gur  Aclise  der  Schrimbenfläehe parallel  Imtft."' 


Die  horizontale  Projektion  Z,'  (Taf.  XVII,  Fig.  87)  der  Kehl- 


schrauhenlinie 
D'  der  Leitgeraden 
punkt  m'  ist  gleichzei 


ein  Kreis ,  welcher  die  horizontale  Projection 
in  einem  Punkte  m'  berührt.  Dieser  Berührungs- 
eitig  die  Horizontalprojeetion  jenes  Punktes  {m,iw), 
welchen  die  Kehlsehraubenlinie  mit  der  Leitgeraden  (D,  D')  gemein 
hat.  Die  durch  die  Gferade  (D,  D')  gehende  horiaontal-projieierende 
Ebene  berührt  die  Kehlsehraubenlinie  in  dem  Punkte  {m,  m'),  da  die 
horizontale  Trace  D'  derselben  die  Horizontalprojeetion  Z.'  dieser 
Schraubenlinie  in  m'  tangiert. 

Nachdem  aber  die  besagte  Ebene  auch  die  durch  {m,m')  gehende 
geradlinige  Erzeugende  (D,  J)')  der  Sehraubenfläehe  enthält,  so  wird 
dieselbe  gleichzeitig  auch  mit  der  Fläche  in  dem  Punkte  (m,m')  eine 
Berührung  eingehen  müssen.  Dasselbe  gilt,  da  man  jede  Erzeu- 
gende der  Schraubenfläehe  als  Leitgerade  annehmen  kann, 
offenbar  für  jede  andere  Lage  der  Geraden  (D,  J)'). 

Wir.sehen  hiernach,  dass  die  durch  die  einzelnen  Erzeugenden 
der  Sehraubenregelfläche  parallel  zur  Achse  geführten  Ebenen,  diese 
Fläche  in  den  Punkten  der  Kehlsehraubenlinie  sowohl,  als 
auch  den  dieser  Kehlsehraubenlinie  entsprechenden  Schrauben- 
cylinder  berühren.     Mithin  gilt  der  Satz: 

214.  ^Ebenen,  welche  dm-ch  die  Erzeugenden  einer  Schraii- 
henregelfläche  pmaUel  zur  Achse  dieser  Fläche  gelegt  werden,  berühren 
die  letztere  in  jenen  FunMen,  in  welchen  die  betreffenden  Erzeu- 
genden die  Kehlschra/ubenlinie  schneiden.  Diese  FerOhreienen  um- 
hüllen hierbei  jenen  Cylinder,  auf  welchem  die  Kehlsehraubenlinie 
liegt. "^ 

Der  letztere  Theil  des  eben  angeführten  Satzes  kann  auch  in 
der  nachstehenden  Form  ausgesprochen  werden : 

315.  „Die  Orthogonalcontour  einer  Sehraubenregelfläche  auf 
einer  svjr  Achse  der  letsteren  senkrechten  Ebene  ist  die  Projection 
des  Qrundkreises  der  Kehlsehraubenlinie,  d.  i.  ein  mit  diesem  Kreise 
gleich  großer  Kreis ,  dessen  Mittelpunkt  die  Projection  der  Achse 
darstellt." 
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Denken  wir  uns  wieder  eiue  Seiiraubenregelfläche  durch  die  Achse 
{Z,  Z'),  (Taf.  XVII,  Fig.  87),  durch  die  Leitgerade,  d.  i.  eine  gerad- 
linige Erzeugende  (D,  B')  und  durch  die  Kehlschraubenlinie  (2,  I?) 
gegeben.  Die  letztere  habe  mit  (D,  B')  den  Punkt  (»»,  jm')  gemein. 
Die  horizontale  Projection  D'  berührt  somit  den  Kreis  2^  in  m'. 

Da,  wie  früher  (Satz 213)  nachgewiesen  wurde,  der  Kiohtnngs- 
kegel  der  Fläche  ein  ßotationskegel  ist,  dessen  Achse  zur  Achse 
(Z,  Z')  der  Fläche  parallel  läuft,  sind  wir  auch  berechtigt,  die  Achse 
{Z,Z'')  selbst  als  Achse  des  ßiehtungskegels,  und  den  Grund- 
kreis U  der  Kehlsehraubenlinie ,  als  dessen  Basis  anzunehmen.  Der 
Scheitel  {8,  S')  hat  sodann  seine  Horizontalprojection  in  Z'.  Die  der 
Erzeugenden  {I),D')  parallele  Erzeugende  {ä,  d')  =  {So,  S'ö')  des 
Richtungskegela  liefert  demnach  unmittelbar  die  Verticalprojection  S 
des  Kegelscbeitels. 

Aus  der  Theorie  der  windschiefen  Flächen  wissen  wir  unter 
anderem  auch,  dass  die  Centralebene  einer  Erzeugenden  zur 
asymptotischen  Ebene  dieser  Erzeugenden  senkrecht 
stehe,  und  dass  die  asymptotische  Ebene  einer  Erzeugen- 
den parallel  sei  zu  der  Berührebene  des  Kichtnngskegels 
längs   der  parallelen  Erzeugenden. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  daher  die  der  Erzeugenden  (Z>,  J)') 
entsprechende  asymptotische  Ebene  der  Schraubenregelfläche 
parallel  zur  Berührebene  des  Kichtungskegels  (S,  S')  längs  der  Er- 
zeugenden {d,  d').  Die  durch  {d,  d')  geführte  horlzontal-projicierende 
Ebene,  also  auch  die  durch  {JD,  B')  gehende  (zur  letzteren  Ebene 
parallele)  horizontal-proj  leieren  de  Ebene  ist  zu  dieser  Kegelberühr- 
ebene und  mithin  auch  zur  asymptotischen  Ebene  der  Erzeugenden 
(D,  J)')  senkrecht. 

Hieraus  folgt  aber  unmittelbar,  dass  die  der  Erzeugeaden  {B,B') 
entsprechende  Centralebene  jene  durch  {B,B')  g^i^xt&'hQnj.oü.i'äX- 
projicierende  Ebene  sei. 

Der  Centralpunkt  der  Erzeugenden  (D,  B'),  d.  i.  der  Berüh- 
rungspunkt der  besagten  Centralebene,  ist  (dem  YOrhergehenden Satze 214) 
gemäß,  jener  Punkt  (m,  m'),  in  welchem  {B,  B')  die  Kehlschrauben- 
linie trifft.  Nachdem  ein  Gleiches  ¥0n  allen  anderen  Erzeugenden 
gilt,  so  ist  die  Kehlschraubenlinie  der  Ort  der  Central- 
punkte  aller  Erzeugenden  der  Schraubenfläche,  d.  h.  die 
Strictionslinie   derselben.     Folglich  gilt  der  Satz; 
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^16.  „Die  KehlsohraubenUnie  einer  Schraubenregelfläche  ist 
gleichseitig  die  StrictionsUnie  dieser  Fläche." 

§.  287. 
Die  developpable  Scliraiibenfläclie. 

Im  YOrhergehenden  wurde  dargethan ,  dass  jeder  Punkt  einer 
Geraden,  welclie  eine  Scliraubeiiregelf  1  ä  e  h  e  erzeugt,  eine 
Schraubenlinie    beseiireibe. 

Die  TOti  den  einzelnen  Panktea  der  Geraden  beschriebenen 
Schraubenlinien  haben  die  nämliche  Achse  und  die  gieißhe  Ganghöhe, 
Unter  diesen  Schraubenlinien  haben  wir  bisher  bloß  diejenige,  welche 
dea  kleinsteil  Grundkreis  besitzt ,  nämlich  die  Kehl- 
sohraubenUnie,  faesonders   heryorgebobeii. 

Setzen  wir  Dun  voraus,  dass  die  Leitgerade  mit  irgend 
einer  Sehranbeiilinie  zwei  nnendiieh  nahe  Punkte  ge- 
mein habe,  dieselbe  also  iDerühre. 

Dies  augrunde  gelegt,  wird  auch  jede  Lage  der  besagten  Ge- 
raden die  Schraubenlinie  berühren  und  die  von  der  Geraden  erzeugte 
Schraubenregelfläehe  wird  »als  Ort  aller  Tangenten  der  ge- 
nannten Schraubenlinie"  eine  developpable  Schrauben- 
fläche darstellen ,  deren  Ciispidalcurve  diese  Schrauben- 
linie ist. 

Da  die  Strictionslinie  einer  aufwickelbaren  E egel- 
fläche durch  deren  Ouspidalcurve  dargestellt  ist,  so  folgt  aus 
dem  letztangeführten  Satze ,  dass  die  Eüekkehrschranbenlinie 
der  deveioppablen  Schraubenfläehe  gleichzeitig  auch  als  Kehl- 
Ecbraubenlinie  derselben  au  betrachten  sei, 

§.  288. 

Nachdem  eine  aufwickelbare  Fläche,  wie  wir  wissen,  gegeben  ist, 
wenn  ihre  Ouspidalcurve  als  bekannt  vorliegt,  so  wird  auch  im  vor- 
liegenden falle  die  developpable  Schraubenfiäche  durch  An- 
gabe ihrer  Cuspidalschraubenlinie  vollständig  bestimmt  sein, 
und  können  somit  deren  Erzeugenden  anstandslos  construiert  werden. 

Sei  also  {Z,Z')  (Taf.  XVI,  Pig.  88)  die  horizontal-projicierende 
Achse  einer  Schraubenlinie,  (-£', /^O  <ier  Grundkreis  derselben  in  der 
horizontalen  Projeetionsebene  und  {a,  a')  der  auf  diesem  Grundkreise 
liegende  Ursprung  der  Schraubenlinie,  Diese  letztere  selbst  sei  auf 
Grund  vorausgeschickter  Erörterungen  construiert  worden. 
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Nehmen  wir  diese  Schraubenlinie  als  Cuapidalcurve  einer  deve- 
löppablen  Schraubenfläche  an.  Die  Erzeugenden  dieser 
Fläche  sind  die  Taugenten  der  Schraubenlinie.  Es  wird  sieh 
daher  bloß  um  die  Construcfcion  der  genannten  Tangenten  handeln. 

Ein  beliebiger  Punkt  der  Schraubenlinie  (— ,-V}  werde  durch 
(p,p')  dargestellt.  Die  horizontale  PiojectiOH  <?'  der  Tangente  der 
Schraubenlinie  ina  Punkte  (p,p')  ist  die  Tangente  des  Grunditreises  K' 
im  Punkte  p'.  Die  Tangente  (g,  g')  selbst  kann  als  das  abgewickelte 
Stück  der  Schraubenlinie  angesehen  werden,  wenn  die  Abwickelung  des 
Cylinders  Yom  Ursprünge  {a,  a')  bis  zu  der  durch  {p,  p')  gehenden 
Cyliadererzeugenden  thatsäfihlich  erfolgt  ist.  Hierbei  beschreibt  offenbar 
der  Punkt  a'  die  Evolvente  2"  des  Grundkreises, 

Den  horizontalen  Durchstoßpunkt  a'  der  gesuchten  Tangente  {g,  g') 
erhält  man  demnach  als  Schnittpunkt  der  Evolvente  T'  mit  der  Hori- 
zontalprojectiou  g'.  Hieraus  ergibt  sich  unmittelbar  die  Verticalprojec- 
tion  g  als  Verbindnögsgerade  der  Punkte  p  und  a. 

Die  Richtigkeit  dieser  Construction  kann  auch  folgendermaßen 
nachgewiesen  werden.  Wir  wissen,  dass  die  Tangenten  der  Schraubeii- 
fiäehe  mit  der  Ebene  des  Grundkreises  den  Winkel  ß  einschließen,  und 
dass  dieser  Winkel  die  »Neigung«  der  Schraubenfläche  angibt. 

Ist  nun  pit  die  Höhe  des  Punlctes  (p,p')  über  der  Ebene  des 
Grundkreises,   so  ist 

pn  =:  arc  a'p'  ,tgß  =  a',p'  tang  ß. 

Da  aber  dem  Erzeugungsgesetze  der  Evolvente  T'  aufolge, 
arc  a'p'  ■=.  p'  k'   ist, 
so  folgt: 

d.  h.  die  Gerade  ig^g')  berührt  den  Cylinder  in  {p,p')  und  schließt 
mit  der  Ebene  des  Grundkreises  den  Winkel  (5  ein,  ist  daher  die 
Tangente  der  Schraubenlinie  {_£,Ii')  im  Punkte  (p,?)')- 

Diesem  Ergebnisse  ist  zu  entnehmen,  dass  die  Horiaoatal-Dureh- 
stoßpunkte  («,«*)  sämmtlicher  Erzeugenden  der  developpablen  Schrau- 
benfläche, d.  i.  der  Tangenten  der  Schraubenlinie,  in  der  Evolvente  T 
liegen,  dass  also  die  bezeichnete  Evolvente  den  Schnitt  der 
Schraubenfläche  mit  der  horizontalen  Projectiousebene 
(Ebene  des  Grundkreises)  repräsentiere.    Mithin  gilt  der  Satz: 

317.  „I>er  Sehnitt  einer  developpablen  Schraubenfläche  mit  einer 
etir  Achse  der  Mücklcehrschrauhenlinie  senkrechten  Ebene  ist  jene  Evol- 
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vetite  des  in  dieser  Ebene  liegenden  Grundhreises,  welclie  im  Sclmitte 
des  lefgteren  mit  der  Schraubenlinie  ihren  Ausgangspunkt  hat. " 


Der  Eichtuügskegel  der  developpablen  Schrauben- 
flache  ist,  da  dieselbe  uur  einen  besonderen  Fall  der  allgemeinen 
Schraubenregelfiäche  repräsentiert  (mit  Zugrundelegung  des  Satzes  213), 
eia  Rotationskegel,  dessen  Achse  mit  der  Achse  der  Cuspidal- 
schraubenlinie    parallel    ist. 

Bringen  wir  hierbei  in  Erinnerung ,  dass  die  Tangentialebenen 
einer  developpablen  Fläche  zu  den  Tangentialebenen  des  zugehörigen 
Kichtungskegels  parallel  sind,  so  werden,  da  im  vorliegenden  Falle  die 
Erzeugeaden,  also  auch  die  Tangentialebenen  des  Richtungskegels,  mit 
der  horizontalen  Projeetionsebeae  {Ebene  des  Grundkreises)  den  näm- 
lichen "Winkel  ß  einschließen,  welcher  durch  die  Neigung  der  Sehrauben- 
liaie  bestimmt  wird,  den  gleichen  Winkel  ß  auch  alle  Tan- 
gentialebenen der  Schraubenfläche  mit  der  Grundkreis- 
ebene bilden.    Es  besteht  daher  der  Sata: 

318a.  „Die  sämmtHchen  Tangential^enen  einer  developpablen 
Schraubenfläche  schließen  mit  einer  Ebene,  welche  auf  de-r  Achse  der 
Cttspidalschrauhenlinie  senkrecht  steht,  einen  Winkel  ein,  welcher  mit 
jenem  iS?ereinstimmt ,   der  die  Neigung  der  genannten  Schraubenlinie 


Die  developpable  Schrauhenfläche  ist  demnach  eine  von  jenen 
Flächen,  welche  als  „Flächen  constanter  Neigung"  oder  als 
„Flächen  constanten  Falles"  bezeichnet  werden. 

Gemäß  der  Entstehungsweise  einer  Schraubenfläche  im  allgemeinen 
beschreiben  sämmtliebe  Punkte  der  Leitgeraden,  welche  diesfalls  eine 
Tangente  der  Cuspidal-  (Kehl-)  Schraubenlinie  {^,2:')  darstellt, 
Schraubenlioien,  welche  die  nämliche  Achse  und  die  gleiche 
Ganghöhe  wie  (2,  ^J  besitzen. 

Die  orthogonale  Projection  ^  dieser  Schraubenlinien  auf  die 
Ebene  des  Grundkreises  K'  der  Cuspidalschraubenlinie  sind  daher 
Kreise,  weiche  mit  diesem  Grundkreise   coneentrisch  sind. 

Es  kann  daher  auch  umgekehrt  jeder  mit  dem  Gruadkreise  2^  =  Ä' 
eoneentriscbe  Kreis  als  Horizontalprojection  einer  solchen  auf  der  Fläche 
liegenden  Schrauhenlinie  betrachtet  werden,  oder  mit  anderen  Worten : 

U18b.  „Eine  developpable  Schraubenfläehe  wird  von  einem  Bota- 
tionscylvnder ,  welcher  mit  dem  Oylinder  der  Cuspiäalsehraubenlinie 
coachsial  ist,  in  einer  Schraubenlinie  geschnitten,  welche  dieselbe  Gan<j- 
höhe  wie  die  Cuspidalschraubenlinie  besitzt.'^ 
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Als  eise  Folge  des  oben  augeführteu  Sataes  ergibt  sieb  un- 
mittelbar der  nachstebeade: 

219.  „Trägt  man  auf  allen  Ersengenden  einer  developpablen 
Schrauhenfläehe ,  von  den  Berührungspunkten  mit  der  Cuspidal- 
Schraubenlinie  aus,  gleiche  Stiiclce  (von  beliebiger  Länge)  auf,  so 
liegen  die  Endpunkte  dieser  Strecken  auf  einer  Schraubenlinie,  welcher 
dieselbe  Achse  uiid  Ganghöhe ,  wie  der  Ouspidal  -  Schrauhenlinie  zu- 
kömmt." 

§.  290. 

Sei  wieder  (i",  X')  (Taf.  XVII,  Kg.  89)  die  Cuspidal-Scbranben- 
linie  einer  developpablen  Sehraubenfläehe.  Führen  wir  an 
beliebiger  Stelle  auf  die  Äcbse  (Z,  Z')  der  Schraubenlinie  (^,2^)  eine 
senkrecbte  Ebene  e,  so  wird  dieselbe  den  Seh  rauben  ey  lind  er  in  einem 
Kreise  iK,K'),  die  Sebraubenlinie  [2,  S')  in  einem  diesem  Kreise  {K,  K') 
angebörenden  Punkte  {a,  a'),  und  endlich  die  Sebraubenfläcbe  (naeb 
Satz  217)  in  zwei  von  dem  Punkte  («,«')  ausgebenden  gegen  den 
Durcbmesser  (Ots,  O'öi')  symmetrischen  Evolventen  {T^,TJ^)  uni 
(2\,T'^)  des  Kreises  (K,K')  scbueldea. 

Infolge  der  Symmetrie  gegen  den  Durehmesser  {Oa,0'a')  schnei- 
den sieb  diese  beiden  Evolventen  bei  fortgesetzter  Abwicklung  in  einer 
Reibe  von  Punkten  auf  diesem  Durcbmesser.  Einer  dieser  Schnittpunkte 
und  zwar  der  dem  Kreismittelpunkte  (0,  0')  zuiiäcbstliegende  sei  {h,h'). 
Durch  denselben  gehen  zwei  von  einander  verschiedene  Erseu- 
gQjidBii  {g,,g\)\mi{g^,g'fi)  der  Scbraubenfläxibe,  deren  Berührungs- 
punkte mit  der  Cuspidal-Schraubenlinie  zu  versebiodenen  Seiten 
der  Ebene  e  liegen. 

Der  Punkt  (h,h')  ist  demnach  ein  Punkt,  welcher  zwei  verschie- 
denen Mänteln  der  Scbraubenfläehe  angehört,  also  ein  Punkt  einer 
Doppelcnrve  dieser  Fläche. 

Denken  wir  uns  die  Erzeugenden  {g„g',)  und  (g.ifg\)  in  starrer 
Verbindung,  und  lassen  wir  eine  derselben  durch  eine  Schrauben- 
bewegung ,  welche  vermöge  der  Cuspidaleurve  {S,  2')  vollkommen 
bestimmt  ist,  die  Scbraubenfläcbo  erzeugen,  so  wird  auch  die  aweite 
Eraeögende  (g^,  g'^)  eine  mit  der  ersteren  übereinstimmende  Schrauben- 
bewegung  vollführen,  und,  da  dieselbe  in  der  Lage  (g^tg'^)  der  Scbrauben- 
fläehe angehört,  wird  sie  auch  in  allen  anderen  Lagen  der  nämlichen 
Scbraubenfläehe  angehören  müssen,  oder  mit  anderen  Worten;  Erzeugt 
die  Gerade  (^,,^',)  eine  developpable  Scbraubenfläehe,  so 
wird  auch  die  mit  (g,.ff\)  starr  verbundene  Gerade  (g^-g'^) 
dieselbe  Fläche  hervorbringen. 
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Hierbei  wird  der  Punkt  {/i,  h')  eine  Schraubenlinie  beschreiben, 
welche,  der  fundamentalen  Erzeugungs weise  der  Schraubenlläeliea  gemäß, 
dieselbe  Achse  und  die  nämliche  Ganghöhe  wie  die  Guspi- 
dalschraubenlinie  [S,  S')  besitat. 

Die  besagte  Schraubenlinie  ist,  als  Orti  der  Schnittpunkte 
verschiedener  J'lächenerzeugenden,  eine  Doppelcurve  der 
Schraubenfläche.  Ein  Gleiches  gilt  selbstverständlich  auch  von 
jedem  weiteren  Schnittpunkte  lh,,h\)    Q^  V)  Iti  beiden  Ki ei-, 

evolventea.     Wir  erhalten  demzufolge  den  Satz 

2ä0.  „Eine  äeveloppable  Schraubenflaehe  besitzt  uneiulhüi  tele 
Do^elcurven.  Alle  äiese  Doppelcurven  sind  Sckratibenlmten  welche 
die  nämliche  Achse  und  die  gleiche  Ga  ghohe  hesifsen  wie  die  Ouspi 
dalschrauienlinie  selbst.  Eine  heliehige  ßui  Achse  senkrechte  Ebene 
schneidet  diese  DqppelschraiibenUnien  die  Ciispidalscht auhenimie 
und  die  Achse  in  Punkten ,  welche  sammthch  auf  einet  un  l  dei 
selben  Geraden  liegen.'^ 

Diese  Doppelcurven  pflegt  mau  auch  die  „Seibstdurch- 
driagungen  der  developpablen  Schrauben  fläche"  zu  nennen. 

§.  291. 

Unter  dem  Krümmungskreise  einer  Raumcurve  in  einem 
Punkte  derselben  versteht  man  denjenigen  Kreis,  welcher  durch  den 
betreffenden  Punkt  und  die  heiden  ihm  unendlich  naheliegenden 
Punkte  geht. 

Da  drei  unmittelbar  aufeinander  folgende,  d.  i.  in  einem  Punkte 
m  vereinigte  Punkte,  stets  eine  Schmiegungsebene  der  Raum- 
curve bestimmen,  so  liegt  in  dieser  Schmiegungsebene  der  KrQm- 
mungskreis  des  betreffenden  Punktes  m.  Die  sämmtlichen  Schmie- 
gungsebenen  der  Raumcnrven  umhüllen  die  developpable 
Tangentenfläehe  der  letzteren. 

Untersuch eu  wir  nun ,  welche  Eigenschaften  der  Raum- 
curve nach  Abwickelung  ihrer  developpablen  Tangenten- 
fl&ohe  zukommen. 

Nehmen  wir  zu  diesem  Zwecke  an,  es  seien  a,  i,  c,  d,  e,,... 
unmittelbar  aufeinander  folgende  Punkte  der  Kaumciirve  und  ah,  hc, 
cd,  de,...  die  entsprechenden  Tangenten  der ■  Raumcurve  und  gleich- 
zeitig Erzeugende  der  developpablen  Fläche.  Die  durch  je  drei 
direct  aufeinander  folgende  Punkte  gehenden  Ebenen  abc, 
bcd,cde,...  sind  Schmiegungsebenen  der  Raumcurve  und 
Tangentialebenen  der  Developpablen. 
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Die  Taugeiiten  ah  nnd  hc  iDestimmeii  oineu  unendüeli  schmalen 
FlächenstreifeD,  welcher  die  drei  Punkte  a,  h,  c  euthält,  die  TaDgentea  bc 
und  ed  einen  eben  solchen  Fläehenstreifea,  welcher  die  Punkte  i,e,d 
enthält  n.  s.  w.  Denkt  man  sich  jeden  dieser  Pläehenstreifen  um 
jene  Tangente,  welche  derselbe  mit  dem  unmittelbar  folgenden  Flächen- 
Streifen,  gemein  hat,  in  die  Ebene  des  letzteren  gedreht,  so  wird,  wie 
bereits  bekannt,  durch  suceessive  Fortsetzung  dieser  angedeuteten 
Drehungen  die  Abwickelung  der  Developpablen  bewerkstelligt. 

Da  je  drei  unmittelbar  aufeinander  folgende  Punkte  bei  der  Ab- 
wickelung ihre  gegenseitige  tage  nicht  ändern,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  die  abgewickelte  Baumcurre  in  allen  Punkten 
dieselben  Kriimmungskreise  wie  die  Raumcnrye  selbst  in 
den  entsprechenden  Punkten  besitzen  werde. 

§.  292. 

Wenden  wir  die  eben  geptiogenen  Erörterungen  und  die  erzielten 
Ergebnisse  nun  insbesondere  anf  die  aiifwickelbare  Schrauben- 
flache  an,  so  lässt  sich,  wie  früher  nachgewiesen  wurde,  behaupten, 
dass  die  Schraubenlinie  eine  Kaumcurve  sei,  welche  in  sich 
selbst  versehiebbaT  ist  und  mithin  in  allen  ihren  Punkten  gleiche 
Krümmungskreise  besitzt. 

Wickeln  wir  dieselbe  mit  ihrer  Tangentenfläche,  d.  i,  mit 
der  entsprechenden  developpablen  Schraubenfläche,  in  eine  Ebene  ab, 
so  wird  die  abgewickelte  Curve,  da  sie  die  nämlichen  Krümmungs- 
kveise  besitüt,  wie  die  BaumcurTe  (Schraubenlinie)  selbst,  eine  ebene 
Curve  darstellen,  welcher  in  allen  Punkten  gleiche  Krüm- 
mungskreise  entsprechen,  oder  mit  anderen  Worten:  die  abge- 
wickelte Schraubenlinie  wird  ein  Kreis  sein.  Wir  erhalten 
somit  den  Satz: 

221.  „  Wird  eine  developpahle  Schraubenfläche  in  eine  Ebene 
abgewickelt,  so  verwandelt  sich  bei  dieser  Ahmckehmg  die  Cuspidal- 
Schraubenlinie  in  einen  Kreis." 

§.  293. 

Nachstehende  Betrachtungen  werden  es  auf  eine  höchst  einfache 
Weise  ermöglichen,  den  Radius  dieses  Kreises  zu  finden. 

Die  Cnspidalscbraubealinie  einer  developpablen  Schrauben ftäche 
sei  (£,  r)  {Taf.  XVI,  Fig.  90). 

Bestimmen  wir  vorerst  die  Neigung  ß  der  besagten  Curve  als 
denjenigen    Winkel,    welchen    eine    zur    vertiealea    Projeetionsebene 
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parallele  Tangente  (t,  P)  dieser  Schraubenlinie  mit  der  Ebene  des 
GroEdkreises  (horizontalen  Projectionsebene)  einschließt.  Beaeicbnen 
wir  ferner  die  Länge  eines  Sehraubenganges  mit  l  und  den  Kadius 
des  Grundpreises  I^  mit  r,  so  ist  bekanntlich: 
2nr  =  l  cos  ß. 
Wird  nun  die  Sebraubenfläche  sammt  der  Sohraubonlinie  in  eine 
Ebene  abgewickelt,  so  verwandelt  sich  dabei  die  Schraubenlinie  in 
einen  Kreis  I^„  tou  bisher  noch  unbekanntem  Eadius  p.  Auf  diesem 
Kreise  entspricht  einem  Gange  der  Schraubenlinie  ein  Bogen 
von  der  absoluten  Länge: 

cos  ß 

Im   Bogenmaße  vom   Badius  1    wird    daher    der  Centriwinkel  a 
dieses  Bogens  ausgedrückt  erseheinen  durch: 
_   2rjr 
pcos/5  ' 

Dieser  Centriwinkel  k  wird  aber  auch  jener  Winkel  sein,  welchen 
die  den  Endpunkten  eines  Schranbenganges  entsprechenden  Erzeugenden 
einschließen,  weil  dieselben  nach  der  Abwickelung  als  Tangenten  des 
Kreises  p  in  jenen  Punkten  des  letzteren  erscheinen,  welche  die  Ab- 
wickelungen der  genannten  Endpunkte  repräsentieren. 

Wir  wissen  ferner,  dass  der  Eichtungskegel  der  developpablen 
Schraubenfläche  ein  ßotationskegel  ist.  Je  zwei  unmittelbar  aufein- 
ander folgende  Erzeugenden  dieses  Kegels  schließen  sodann  offenbar 
dieselben  Winkel  ein,  wie  die  ihnen  parallelen  Erzeugenden  der  Schrau- 
benfläehe. 

Sind  daher  beispielsweise  i,  und  t„  die  Tangenten  der  Schrauben- 
linie in  den  Endpunkten  eines  Ganges,  und  ist  z  die  zu  diesen  beiden 
Tangenten  parallele  Erzeugende  des  Bichtungskegels ,  so  wird ,  wenn 
man  sich  von  r  angefangen  den  vollen  Kiehtungskegel  abgewickelt 
denkt,  der  Winkel  k,  welchen  die  Grenzstrahlen  %  dieser  ÄbwiekeluDg 
einschließen,  demjenigen  Winkel  c.  gleich  sein,  welchen  die  Erzeu- 
genden ti  und  fg  nach  Abwickelung  der  Schraubenfläche  miteinander 
bilden,  das  ist  mit  jenem  Winkel  a  übereinstimmen,  den  wir  vorher, 
im  Bogenmaße  vom  Radius  1  gemessen,  als: 
_   2^r 

gefunden  haben. 

Die  Größe  dieses  Winkels  «  kann  aber  auch  an  dem  ab- 
gewickelten Eichtungskegel  gemessen  werden. 
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Nehmen  wir  zu  diesem  Beliufe  als  Basis  des  Eiciituugskegels 
den  Grundkreia  ^  an,  so  erlialten  wir  die  zur  vertiealen  Projactions- 
ebene  parallele  Erzeugende  {S(/.,S'n,')  als  Parallele  zu  {t,  t').  Besagte 
Erzeugende  schließt  mit  der  Ebene  des  Gruiidkreises  gleichfalls  den 
Winkel  ß  ein,  und  die  Länge  der  Kegelerzeugenden  Sii  ergibt  sieh 
somit  als: 

Sl^  =  -^  - 
'^        cos  ß 

Wickelt  man  diesen  Kegel  Tollständig  auf,  so  verwandelt  sich 
derselbe  in  einen  Kreissector  vom  Eadius  8{i  :=  — ^,  dessen  Bogen 
in  absoluter  Länge  gleich  der  Peripherie  2r?t  des  Gruadkreiaes  ist. 
Eedueiert  auf  den  Radius  1  erhält  man  demnach  den  Centriwinkel  « 
des  Sectors  im  Bogenmaße  ausgedrückt  durch: 
tz  =  29[.cosß. 

Wir  liennen  nun  zwei  Werte  für  den  Winkel  a,  nämlich : 

a  =  ■ und      ß  =  2fr, cos  ß. 

ß  cos  p  "^ 

Durch  Gleichsetaung  dieser  Werte  ergibt  sieh  der  Eadius  y  des 
gesuchten  Kreises; 

r 

^  "  cos  ß^  ' 

Die  Cönstruction  von  q  nach  dieser  Formel  ist  einfacli  folgende. 
Man  errichtet  in  S  anf  S[i.  die  Senkrechte  8v,  welche  die  Grundlinie 
in  V  sehneidet.     Es  ist  sodann  iiv  =  q;  denn  es  ist: 

_   S/i    r 

cosß  ~~  cos  ß'''  ' 

Beschreibt  man  nnn  mit  dem  Eadius  q  —  (iv  einen  Kreis  2^,, 
so  repräsentiert  derselbe  die  mit  der  Schraubeniläche  abgewickelte 
Schraubenlinie. 

Sind  {ab,  a'h'),  (bc,  b'c'),  (cd,  c'd'), . .  gleiche  Stücke  von  hin- 
reichender Kleinheit  auf  der  Sehrauhenlinie,  so  wird  man  deren  Ab- 
wickelungen %,h,,,c„,...  auf  Sf,  durch  fortgesetzte  Auftragung  der 
wahren  Größe  des  Stückes  ab  =  ic  =  cd  =  . .  ,  =  äi'^,  erhalten. 

Die  Krei Stangen teu  in  t^a,  b^,,  c^, . . .  repräsentieren  sodann  die 
abgewickelten,  den  Punkten  (a,  «0-  i^^^'h  ((^i  ^0 entspre- 
chenden Erzeugenden  der  Schraubenfläche. 

Nach  dieser  Vorbereitung  wird  es  keine  weiteren  Schwierigkeiten 
bieten,  die  Abwickelung  irgend  einer  auf  der  Schraubeufläcbe 
liegenden  Curve  {G,  C)  zu  construieren. 
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Ist  nämlich  beispielsweise  (x,-x')  der  Punkt,  in  welchem  diese 
Curve  die  Erzeugende,  welche  dem  Punkt  (a,  a')  entspncht,  sehneidet, 
so  wird  man,  um  die  Ahwiclcelnng  x,,  dieses  Punktes  zu  erhalten, 
nichts  anderes  zu  thun  haben ,  als  die  wahre  Größe  der  Strecke 
(ax,  a'x')  auf  der  Tangente  f^  dea  Kreises  2^^  von  a^  nach  x^  (in 
welchem  Sinne,  ist  stets  leicht  zu  ermitteln)  aufzutragen. 

Auf  diese  Methode  der  Abwickelung  stützt  sich  der  Beweis  eines 
interessanten  Satzes, 

Mit  Zugrundelegung  des  Sataes  219)  ist  bekannt,  dass  die  End- 
punkte aller  untereinander  gleichen  Strecken,  welche  von  den  Punkten 
der  Schraubenlinie  (2,  Z')  auf  den  entsprechenden  Tangenten  (Erzeu- 
genden der  Schraubenfläehe)  aufgetragen  werden,  wieder  eine  Schrauben- 
linie (U,  2/i)  bilden.  Diese  Schraubenlinie  {£„  Z\)  wird,  dem  Vor- 
hergehenden zufolge,  abgewickelt,  wenn  man  die  gleiche  Strecke  auf 
allen  Tangenten  des  Kreises  Hg,  von  den  Berührungspunkten  ans  auf- 
trägt. Hieraus  entnimmt  man  aber  unmittelbar,  dass  die  abge- 
wickelte Schraubenlinie  S'o  ein  mit  ^„  eoncentrischer 
Kreis   sein  müsse.     Daher  der  Satz: 

553.  „Sämmiliche  Schraubenlinien  auf  einer  devdoppablen 
Schraubenfläehe ,  mit  Einschluss  der  OitspidalschraubenUnie ,  ver- 
wandeln sich  bei  der  Abwickelung  der  Fläche  in  concentrische  Kreise." 


XVI.    Gapitel. 

Constructionen   und  Aufgaben  in  Bezug  auf  die  develeppable 
Schraubenfläehe. 

§.  294. 

38.  Aufgabe.  Die  Horizontalprojection  eines  Punktes  auf  der 
Schrauheüääelie  ist  gegeben;  es  soll  seine  Yerticalprojection  be- 
stimmt werden. 

Bei  den  folgenden  Problemen  wollen  wir  die  Achse  (Z,  Z') 
(Taf.  XVII,  Fig.  91)  der  Cuspidalsehraubenlinie,  die  wir,  der  Kürze 
halber,  sets  mit  (.2:,X")  bezeichnen  werden,  als  horizontal- projicierende 
Gerade  voraussetzen. 

Die  Schraubenfläehe  sei  durchwegs  durch  die  Schraubenliaie 
(Z",  S)  und  durch  die  Trace  der  Fläche  auf  der  horizontalen  Projee- 
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tioiiseliene ,  d,  i.  durch  die  Evolventü  (T,  T')  des  Grundltreisos  S", 
von  dem  horizontalen  Durchstoßpunkte  {a,  a')  der  Schraubenlinie  an- 
gefäBgen,  gegeben.  Beide  Curven  [2^,  2^)  und  {T,  T')  mögen  gezeichnet 


Die  Horizontalprojectioti  des  zu  hestimmendea  Punktes 
{p,  p')  sei  j)'.  Ziehen  wir  durch  p'  die  Tangente  g'  an  die  Horizontal- 
projeetion  2;'  der  SchraubenÜDie,  so  repräsentiert  g'  die  Hori/,ontalpro- 
jectoii  der  durch  den  au  construtereudeii  Punkt  {p,  p')  gehenden  Kr- 
zeugeiiden  {g,  g')  der  Schraubenfläche. 

Der  Berührungspunkt  n'  mit  dem  Kreise  E'  ist  sodann  die 
HoriKontalprojeetion  desjenigen  Punktes  (t,  %')  der  Schraubenlinie,  in 
welchem  dieselbe  von  [g,  g')  berührt  wird.  Die  VertiealprojectiOn  n 
lässt  sich  aus  tv'  direct  ableiten.  Ferner  trifft  g'  die  Evolvente  T' 
in  einem  Punkte  8',  welcher  den  Horizontal-Durchstoßpunkt  der  Erzeu- 
genden {g,  g')  darstellt.  Die  Verticalprojecfcion  ä  des  letztheaeich- 
neten  Punktes  (S,  d')  liegt  in  der  Grundlinie.  Die  Verticalprojection 
g  der  Erzeugenden  erhält  man  somit  als  Verbindungsgerade  der  bei- 
den Punkte  n  und  d.  Auf  der  so  bestimmten  Verticalprojection  g 
kann  nun  aus  p'  unmittelbar  die  Verticalprojection  p  des  gesuchten 
Punktes  {p,  p')  abgeleitet  werden. 

Nebenhei  sei  hier  noch  bemerkt,  dass,  da  einerseits  der  Hori- 
zontalprojection  n'  anf  der  Schraubenlinie  unendlich  viele  Punkte 
{it,  dl'),  (ff,,  ■n'),  (Wg,  n'). ..  entsprechen,  von  welchen  je  awei  aufein- 
ander folgende  um  je  eine  Ganghöhe  von  emiuder  abstehen,  und 
andererseits  auch  die  Gerade  g'  die  Evolvente  2'  m  unendlich  vielen 
Punkten  S',  d\,  d\...  trifft,  es  unendlich  viele  zu  emander  parallele 
Erzeugenden  der  Schraubenfläche  gebe,  welche  die  Hoiizontalprojeetion 
g'  besitzen,  und  dass  folglieh  auch  unendlich  viele  Punkte  der  Schrau- 
benfläche existieren,  deren  gemeinschaftliche  Horizontalprojectiou  p'  ist. 
Je  zwei  aufeinander  folgende  Punkte  haben  einen  der  Ganghöhe 
der  Schraubenlinie  gleichen  Höhenunterschied. 

§.  2Ü5. 

39.  Aufgabe.  Die  Verticalprojection  eines  Punktes  auf  einer 
developpablen  Sehrauhenlinie  ist  gegeben;  die  HorizontalprojeetioQ 
derselben  ist  zu  construieren. 

Die  gegebene  Verticalprojection  sei  p  (Taf,  XVII,  JFig.  91). 
Legen  wir  zunächst  durch  p  (mit  möglichster  Genauigkeit)  eine  Tan- 
gente g  an  die  Verticalprojection  27  der  Schraubenlinie.  Diese  Tan- 
gente repräsentiert  die  Verticalprojection  der  durch  den  Punkt  [p,  p') 


y  Google 


363 

gehenden  Erzeugenden  der  Schraube nfläclie  und  der  Punkt  re,  in 
welchem  g  mit  S  eine  Berührung  eingeht,  liefert  bereits  die  Vertical- 
projeetion  des  Berührungspunktes  {n,  «')  der  Erzeugenden  {g,  g')  mit 
der  Schraabenlinie  {H,  S').  Aus  dem  so  gefundeuen  Punkte  n  kann 
sofort  die  Horizontalprojeetion  n',  welche  auf  dem  Grundkreise  S'  liegt, 
. abgeleitet  werden. 

Zieht  man  in  %'  an  den  Kreis  S'  die  Tangente  g',  so  stellt 
diese  die  HoriMutalprojection  der  gesuchten  Erzeugenden  {g,  g')  dar. 

Gleichzeitig  findet  man  übrigens  noch  einen  zweiten  Punkt  dieser 
Erzeugenden  {g,  g'),  welcher  zur  Controls  der  Richtigkeit  der  Con- 
struetion  des  Punktes  (jr,j['),  also  auch  der  Geraden  3' dienen  kann.  Die 
Gerade  g  trifft  nämlich  die  Grundlinie  XX  in  einem  Punkte  S,  welcher 
die  Vertiealprojeetion  des  Horizontal-Durchstoßpiinktes  {8,  S')  der  Er- 
zengenden {g,  g')  darstellt.  Die  Horizontalprojeetion  d'  dieses  Punktes 
muss  offenbar  sowohl  aaf  der  Horizontalprojeetion  g',  als  auch  auf  der 
Evolvente  V  liegen.  Man  kann  daher  g'  auch  erhalten ,  indem  man 
S'  auf  T'  bestimmt  und  von  S'  die  Tangente  g'  au  den  Kreis  2^ 
zieht.  Hiedurch  ergibt  sieh,  so  wie  vorher,  der  Berührungspunkt 
(ff,  n')  und  zwar  mit  größerer  Genanigkeit.  Ist  hiernach  g'  fest- 
gestellt, so  kann  anstandslos  aus  p  die  gesuchte  Horizontalprojeetion 
p'  abgeleitet  werden. 

Führt  man  durch  p  irgend  eine  andere  Tangente  an  die  Verti- 
ealprojeetion S  der  Schraubenlinie,  so  wird  sieh  vermittelst  der  näm- 
lichen Constrnction ,  wie  die  eben  durchgeführte,  auch  ein  anderer 
Punkt  {p,  p\)  der  Fläche  ergeben. 

Nachdem  die  Zahl  dieser  Tangenten  unendlich  groß  ist,  wird 
selbstverständlich  auch  das  Gleiche  in  Bezug  auf  die  Z  a  h  i  der 
Flächenpunkte  gelten,  welche  als  gemeinsame  Vertiealprojeetion 
den  Punkt  p  besitzen. 

§.  296. 

4.0.  Aufgabe.  Die  za  einer  gegebenen  Ebene  E,Ei,  paralleleu 
Erzeugenden  einer  developpablen  Sehraub enfläehe  sind  zu  oon- 
strnieren. 

Behufs  Ermittelung  dei'  zu  E.Ej,  (Taf.  XVll,  Fig.  91)  parallelen 
Erzeugenden  wird  man  zweckmäßigerweise  von  dem  der  Fläche  ent- 
sprechenden Bichtungskegel  Gebrauch  machen.  Dieser  letztere  kann 
einfach,  wie  folgt,  construiert  werden. 

Ermitteln  wir  vorerst  eine  Erzeugende  (^j;,  g'x)  der  Schrauben- 
fläche, welche  zur  verticalen  Projeetionsebene  parallel  ist,  deren  Hori- 
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xontalprojection  (/'j,  also  durch  eine  zur  Gniudlmie  XX  parallele  Tan- 
gente des  Grundkreises  £'  dargestellt  erscheint. 

Betrachten  wir  weiters  den  Grundkreis  ^'  als  Basis  des  Eich- 
tuDgskegels,  so  repräsentiert  der  Mittelpunkt  S'  dieses  Kreises  gleieh- 
Keitig  die  Horizontalprojection  des  Kegelscheitels  und  die  Parallele  S'ft' 
zu  ff'x  die  Horizontalprojection  der  zu  (g^,  g'x)  parallelen  Kegel- 
erzeugenden.  Mittelst  des  Punktes  ft  findet  man  sodann,  indem  man 
nS  parallel  zu  gj,  führt,  die  Verticalpröjeetion  ySft  dieser  Erzeugenden 
und  gleichzeitig  auch  die  Verticalprojection  S  des  Kegelseheitels. 
Hiemit  ist  der  Kichtungskegel  vollkommen  bestimmt. 

In  den  folgenden  Aufgäben  werden  wir  uns  den  Kichtungs- 
kegel, falls  von  demselben  Gebrauch  gemacht  werden  wird,  immer 
in  der  eben  angedeuteten  Weise  eonstruiert  denken. 

Da  sBrnrntliche  Erzeugenden  des  Riehtungskegels  zu  jenen 
der  Schraubenfläehe  parallel  sind,  so  werden  sich  die  Richtungen 
der  KU  bestimmenden  Erzeugenden  der  Scbraubenfläche  als  jene  beiden 
Geraden  {S^„  S'J\)  und  (Ä^j,  ;S"^a')  ergeben,  in  welchen  der  Rich- 
tungskegel {S,  ^')  von  der  durch  dessen  Scheitel  {8,  S')  parallel  zur 
Ebene  Ee^h  gelegten  Ebene  ejS/,   geschnitten  wird. 

Die  horizontalen  Projectionen  g\  und  g'^  der  verlangten  Erzeu- 
genden sind  sodann  die  z«  S'^\  und  S'J\  parallelen  Tangenten  des 
Grundkreises  H',  während  die  Verticalprojectionen  g,  und  g^  durch 
jene  Tangenten  an  2  dargestellt  werden,  welche  beziehUQgsweise 
parallel  zu  Ä^,  und  Szl^  an  27  geführt  werden  können. 

Da  sieb  parallel  zu  einer  Geraden  stets  zwei  Tangenten  an  einen 
Kreis  ziehen  lassen ,  so  findet  man,  dasa  jedem  Schraubengange 
vier  Braeugenden  von  der  geforderten  Eigenschaft  entsprechen, 
von  welchen  je  zwei  zu  (SJ^,  S'^\)  und  zwei  andere  zu  (SJ^,  S'  J'„) 
parallel  sind. 

Es  gibt  sonach  unendlich  viele  zur  Ebene  E^E,,  parallele 
Erzeugenden.  Hat  man  vier  von  diesen  Erzeugenden,  die  dem 
nämliclien  Schraubengange  entsprechen,  ermittelt,  und  sind  deren 
Berührungspunkte  mit  der  Sehrauhenlinie  (U,  2^')  coustruiert,  so  er- 
geben sich  die  Berührungspunkte  aller  übrigen  im  Schnitte  der 
vier  durch  die  betreffenden  Punkte  gehenden  horiaontal-projicierenden 
Geraden  mit  der  Schraubenlinie  (2J,  S'). 

§.  297. 
il.  Aufgabe.   In  einem  Punkte  einer  developpablen  Schrauben- 
fläoiie  ist  die  Berührebene  dieser  Fläche  zu  construieren. 
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Der  auf  der  Fläche  gegebene  Punkt,  welcher  mittelst  der  durch 
denselben  gehenden  Erzeugenden  (g,  g')  (Taf.  XVII,  Fig.  91)  der 
Fläche,  mit  Zugrundelegung  der  diesbezüglich  vorausgeschickten  Auf- 
gaben construiert  worden  ist,  sei  (p,  p'). 

Da  die  Fläche  eine  Developpable  ist,  so  wird  die  verlangte  Ebene 
die  genannte  Fläche  bekanntlich  nicht  nur  in  dem  Punkte  {p,  p'\ 
sondern  in  allen  Punkten  der  durch  {p,  p')  gehenden  Erzeugenden 
{g,  g')  beruhrea, 

Es  wird  demnach  das  gestellte  Problem  auch  folgerichtig  gelöst 
sein,  wenn  man  die  Tangentialebene  der  Scbraubenfläehe  nicht  un- 
mittelbar im  Punkte  (p,  p'),  sondern  in  irgend  einem  anderen  belie- 
bigen Punkte  der  Erzeugenden  (3,  g')  consl;ruiert. 

Nachdem  somit  die  Wahl  des  Punktes,  wenn  man  denselben 
überhaupt  nur  auf  der  entsprechenden,  durch  den  Punkt  {p,  p') 
gehenden  Erzeugenden  wählt,  frei  steht,  so  wird  man  denjenigen  auf 
der  betreffenden  Erzeugenden  {g,  g')  annehmen,  mit  Zuhilfenahme 
dessen  man  am  bequemsten  zum  Ziele  gelangt.  Hiezii  eignet  sich 
am  vortheilhaftesten  der  Punkt  {ö,  d'),  in  welchem  die  besagte  Er- 
zeugende (g,  g')  die  horizontale  Projectionsebeae,  also  auch  die  Kreis- 
evolvente  T'  trifft. 

Führt  man  nämlich  durch  ä'  die  Tangente  Bh  an  die  Evolvente  T, 
d.  i.  die  Senkrechte  zu  g',  so  muss  die  Tangentialebene  der  Fläche 
in  dem  Funkte  (d,  ä')  diese  Tangente  -Bj,  enthalten,  da  die  Evolvente 
eine  Curve  auf  der  Schraubenfläche  vorstellt.  Nachdem  aber  B^  in 
der  horizontalen  Projectionsebene  liegt,  so  stellt  die  genannte  Gerade 
gleichzeitig  die  Horizontaltraoe  der  Tangentialebene  im  Punkte  [S,  S')  dar. 

Die  Ebene  B„Ba  ist  somit,  da  dieselbe  auch  die  dm*eh  den 
Punkt  {d,  d'}  gehende  Erzeugende  {</,  g')  der  Fläche  {{g,  g')  repräsen- 
tiert ihre  eigene  durch  {p,  p')  an  die  Fiäßhe  geführte  Tangente]  ent- 
liält,  vollkommen  bestimmt.  Dieselbe  berührt  selbstverständlich  die 
Schraubenfläehe  nicht  nur  in  dem  Punkte  [S,  3'),  sondern  in  allen 
Punkten  der  Erzeugenden  ig,g'),  ist  somit  die  gesuchte  Beruhr- 
ebena 

Die  Ebene  BsBh  ist  überdies,  als  Tangentialebene  der  develop- 
pablen  Schraubenfläehe  längs  der  Erzeugenden  (,g,g'),  gleichzeitig  auch 
die  Schmiegungsebeue  der  Cuspidalcurve  —  d.  i.  der  Schrau- 
benlinie {S,  2J'')  —  in  dem  Punkte  (w,  re'),  in  welchem  die  letztere 
von  der  Erzeugenden  (g,g)  getroffen  wird. 
§.  298. 

42.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schnitt  einer  Ebene  JE^Ei,  mit  einer 
developpahlen  Sehraubenääehe  zu  bestimmen. 
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Dfcr  Schnitt  der  gegebenen  Ebeue  E  mit  der  SehraubenSäclie  ist 
der  geometrische  Ort  ihrer  Schnittpunkte  mit  allen  Er- 
zeugenden der  Plache. 

Ist  demnach  (g,  g')  {Taf.  XVII,  Fig,  92)  eine  beliebige  Erzeu- 
gende der  Schraubeiifläche ,  so  werden  wir  durch  dieselbe  eine  hori- 
zontal-projieiereude  Ebene  P^Pt  legen,  die  Schnittgerade  (s,  s')  der- 
selben mit  der  Ebene  £/(Ea  bestimmen,  und  erhalten  in  jenem  Punkte 
{^■,p'),  ia  welchem  sieh  {ß,g')  und  (s,  s')  treffen,  den  Durchstoßpunkt 
der  Eri^eügenden  {g,g')  mit  der  Ebene  E„Eh,  also  einen  Punkt 
(p,p')  der  gesachten  Schnit tcurve. 

Setzt  mau  das  gleiche  Verfahren  bezüglich  anderer  Erzeugenden 
der  Schraub enflä che  fort,  so  kann  man  successiye  beliebig  viele  Punkte 
der  Schnittcurve  bestimmen.  Zu  bemerken  ist  hier  noch,  dass  die 
eine  Hilfsebene  P,  Fi,  bereits  eine  Reihe  solcher  Punkte  liefert, 
indem  dieselbe  nicht  Eur  die  Erzeugende  {g,g'),  sondern  uaeadlich  viele 
Erzeugenden  enthält,  deren  Berührungspunkte  mit  der  Schraubenlinie 
(22,Z')  um  je  eine  Ganghöhe  (§.  294)  von  einander  abstehen. 

um  die  Tangente  {t,t')  der  Schuittcurve  in  einem  ihrer 
Punkte,  beispielsweise  in  {p,p'),  zu  construiereu ,  haben  wir  nur  die 
bekannte  Eigenschaft  anzuwenden,  dass  sich  dieselbe  als  Schnittlinie 
der  Ebene  E„J5ft  mit 'der  Tangentialebene  jBb-Ba  im  Punkte  ip,p')  er- 
gibt, welch  letztere,  wie  dem  vorhergehenden  Probleme  zu  eutnehmeu, 
leicht  construiert  werden  kann. 

Nachdem  aber  der  Punkt  {p,p')  bereits  selbst  ein  Punkt  dieser 
Tangente  ist,  so  kürzt  sich  das  eben  angedeutete  Verfahren  überdies 
noch  dabin  ab,  dass  bloß  noch  ein  zweiter  Punkt  zu  ünden  sein  wird, 
welcher  der  Ebene  EcEi,  und  der  Tangentialebene  B^Bt,  gemeinsam 
ist.  Als  solcher  ergibt  sieh  unmittelbar  der  Schnittpunkt  (h,  h')  der 
beiden  Horizontaltraeeu  E/,  und  B/,,  d.  i.  der  Schnittpunkt  von  Ei,  mit 
der  durch  den  Horizontal-Durchstoßpunkt  ^'  von  (g,  g')  senkrecht  zu 
g'  gezogenen  Geraden  Eh.  Die  Verbindungsgerade  der  Punkte  {p,p') 
und  (h,h-)    repräsentiert  daher  die  verlangte  Tangente  ((,*')■ 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  singulären  Punkte  der 
Schnittcurve. 

Aus  der  allgemeinen  Theorie  der  developpablen  Flächen 
ist  bekannt,  dass  jene  Punkte,  in  welchen  eine  Ebene  die  Bück- 
kehrcurve  trifft,  ßüekkehrpunkte  für  die  mit  dieser  Ebene  resul- 
tierende Schnittcurve  der  Developpablen  sind.  Im  vorliegenden  Falle 
werden  daher  die  Eückkehrpunkte  des  ebenen  Schnittes  die 
gemeinschaftliehen  Punkte  der  Ebene  Ep-Ej  und  der  Schrauben- 
linie i^,^)  sein. 
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Hat  man  nach  der  voräiigegebenen  Methode  mehrere  Punkte  der 
Sehnifctcurve  bereits  bestimmt,  so  sind  die  besagten  Büekkehrpuiilite 
leicht  zu  construieren. 

Die  Ebene  EcEii  schneidet  nämlich  den  Sehraubeiicylinder  in 
einer  Ellipse  (i?,  6')'  deren  Horizontalprojection  mit  dem  Grundkreise  Z^ 
zusammenfällt.  Die  Verticalprojection  e  dieser  Ellipse  ist  die  Enveioppe 
aller  vorgenannten  Geraden  s.  Denn  die  horlaontal-projicierende  Ebene 
JPsPft,  welche  durch  die  Erzeugende  (g,g')  der  Schraubenfläche  geht, 
ist  gleichzeitig  eine  Tangentialebene  des  SchraubencyÜnders ;  ihr 
Schnitt  (s,  s')  mit  der  Ebene  E„  Ek  wird  demnach  eine  Tangente 
der  Torgenannten  Schnittellipse  sein  müssen. 

Sind  die  Geraden  s  in  hinreichender  Anzahl  vorhanden  oder  be- 
ziehungsweise ermittelt  worden,  so  kann  die  Verticalprojection  a  der 
Ellipse  direct  als  deren  Enveloppe  eingezeichnet  werden. 

Die  Verticalpi^ojectionen  S  und  ff  schneiden  sich  auu  in  einer 
gewissen,  von  der  Lage  der  Ebene  E^Ei,  abhängigen  Anzahl  von 
Punkten  {r,  r'),  (r,,  r',)  .  .  . ,  welche  offenbar  die  Verticalprojectionen 
der  der  Ellipse  (ff,  ff'}  und  der  Schraubenlinie  {2,  S)  gemeinschaft- 
lichen Punkte,  d.  i.  die  verticalen  Projectioneii  der  gesuchten 
ßiickkehrpunkte  des  Schnittes  darstellen  werden.  Nebenbei  sei 
bemerkt,  dass  die  Anzahl  dieser  ßückkehrpunkte  um  so  größer  sei,  je 
kleiner  der  Winkel  ist,  welchen  die  Ebene  E„Ek  mit  der  Achse  {Z,Z') 
der  Schraubenlinie  (27,2^)  einschließt. 

Doppelpunkte  der  Schnittcurve  ergeben  sich  als  die 
Schnittpunkte  der  Ebene  Et  Ei,  mit  den  Doppelschraubenlinien 
der  Schraub  enfläche. 

Weiters  sind  noch  die  asymptotischen  Punkte  des 
Schnittes,  d.  h.  die  unendlich  fernen  Punkte  des  Schnittes  und 
4ie  zugehörigen  Asymptoten,  hervorzuheben. 

Ist  nämlich  der  Neigungswinkel  der  schneidenden  Ebene  gegen 
die  Ebene  des  Grundkreises  größer  als  die  Neigung  der  Schrauben- 
linie {U,2y),  so  schneidet  eine  durch  den  Scheitel  (S,S')  des  Rich- 
tungskegels  parallel  zur  Ebene  E^E;^  gelegte  Ebene  ecC/,  den  Eich- 
tungskegel  in  zwei  reellen  Erzeugenden  (j'j,/',)  und  (j'a.3''ü)- 

Auf  der  Schraubenfläche  selbst  gibt  es  aber  unendlich  viele  zur 
Ebene  E^E^  parallele  Erzeugenden.  Der  unendlich  ferne  Punkt  jeder 
solchen  Erzeugenden  ist  gleichzeitig  auch  ein  unendlich  ferner 
Punkt  des  zu  eonstruierenden  ebenea  Schnittes,  während 
sich  die  zugehörige  Asymptote  als  die  Sehnittgerade  der  'Ebene  E, Eh 
mit  der  Tangentialebene  der  Schraubenfläche  längs  der  entsprechenden 
Erzeugenden  ergibt. 
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A8.  Aufgabe.  Dureli  eineaPunkt  (P,  P')  aofserlialb  der  Sc]iraubeii- 
fläehe  sind  an  dieselbe  die  möglicLen  Tangentialebenen  zu  legen. 

Zufolge  des  Satzes  2l8)  scMießen  die  Tangentialebenen  der  deve- 
löppablen  Schraub enfläche  mii.  der  Ebene  des  Grundkreiaes  einen  eon- 
stanten  Winkel  eiu,  welcher  jenem  gleicli  ist,  der  die  Neigung  der 
Cuapidaischraubeplinie  (S,  ü')  bestimmt.  Den  nämliciieii  Wiakel  bilden 
selbstverstäüdlich  auch  die  Erzeugenden  und  Tangentialebenen  des  Kich- 
tiingakegeis  («S,  2')  mit  der  Ebene  des  Grundkreiaes  (der  horizontalen 
Projectionsebene). 

Soll  die  gesuchte  Tangentialebene  durch  den  Punkt  {P,I") 
(Taf.  XVn,  Fig.  93)  gehen,  so  wird  dieselbe  nothwendig  auch  eine 
Tangentialebene  jenes  Kegels  [(P,  P'),  {K,,K\)]  sein,  dessen  Scheitel 
der  angenommene  Punkt  (P,  P*)  ist  und  dessen  Erzeugenden  zu  jenen 
des  Kiehtungskegels  parallel  sind. 

Die  Horizontaltraee  der  verlangten  Ebene  wird  daher  den 
Ereia  K\,  welcher  die  Horizontalspnr  dieses  Kegels  darstellt,  berühren. 
Ferner  wissen  wir  (§.  297),  dass  die  Horizontaltraee  jeder  Berührebene 
an  die  Sehraubenfläche  eine  Tangente  der  E?ol¥ente  T'  ist. 

Hieraus  folgt  unmittelbar ,  dasa  die  Horizontaltracen  P*  der  zu 
bestimmenden  Tangentialebenen  gemeinschaftliche  Tangenten 
des  Kreises  K\  und  der  Evolvente  T  häa  v.  Issen 

Umgekehrt  ist  aber  ni  ht  jele  t,em  n  haftl  he  Tingente  von 
K\  «nd  T'  auch  schon  die  Trace  P*  e  er  solcl  en  Ebene  Hiezu  ist 
nämlich  überdies  noch  die  nothwend  ge  Bed  n^  g  z  erf  llen,  dass 
einer  solchen  Trace  Bi,  auch  ]  a  illele  Berul  e  z  ugenden 
{■y,y')  und  {g,g')  des  Kegels  (P,/^,)  und  der  developpablen  Schrauben- 
fläche entsprechen,  welche  Bedingung,  wie  leicht  einzusehen,  mit  der- 
jenigen gleichwertig  ist,  dass  die  beiden  Kreise  K\  und  2'  auf  einer 
und  derselben  Seite  von  B/,  liegen.  Besagte  Ebenen  sind,  da  die- 
selben durch  {P,P')  gehen  solieu,  aus  den  Tracen  Pi,,P';, ...  leicht 
zu  bestimmen. 

Eine  je  größere  Zahl  gemeinschaftlicher  Tangenten  an  K\  und  'f 
gezogen  werden,  d.  i.  je  weiter  der  Punkt  {F,P')  von  der  Achse  {/j^Z') 
entfernt  ist,  desto  größer  wird  auch  die  Anzahl  der  Tangentialebenen 
sein,  welche  durch  den  betreffenden  Punkt  an  die  Schraubenfläche  ge- 
legt werden  können. 

§.  300. 

Ai.  Aufgabe.  Parallel  zu  einer  GEeraden  (g,  g')  sind  an  eine 
developpable  Sehraubenfläche    die    möglichen   Tangentialebenen    zu 
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Da  sämmtliche  Tangentialebenen  einer  developpableii 
Schrauben  fläche  zu  den  Tangentialebenen  des  Ricbtungskegels 
(S,2?)  (Taf.  XVII,  Fig.  94)  parallel  sinci,  so  werden  diesfalls,  bloß 
parallel  zu  der  Geraden  (g,g''),  an  den  KichtuDgakegel  die  möglichen 
Berührebeneu  öV^'a  und  b\h\  zu  legen  sein,  um  in  diesen  sogleich 
die  Stellung  der  gesuchten  Ebenen  ku  erhalten. 

Legen  wir  nun  an  die  Evolvente  T' ,  parallel  zu  h\  oder  h'^, 
eine  Tangente  S'k  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt d'  mit  2"  gehende  Erzeugende  ß,  ?.')  parallel  zu  der 
Berührungserzeugeuden  {y^tT's)  der  Ebene  h\b\  mit  dem  Richtungs- 
kegel ist,  und  betrachten  wir  diese  Tangente  B'^  als  Horizontal- 
traee  einer  zur  Ebene  h^„h'h  parallelen  Ebene  B\B'h,  so  reprä- 
sentiert diese  eine  zu  der  gegebenen  Geraden  ig,  g')  parallele  Tan- 
genttalebene der  Schraubenfläche,  während  {l,X')  die  zuge- 
hörige Berührerzeugende  darstellt, 

Da  es  unendlich  viele  zu  ?>'ä  oder  &\  parallele  Tangenten  von  T" 
gibt,  so  existieren  auch  unendlich  viele  Berührebenen  der  ge- 
forderten Art. 


XVn.   Capitel. 
Die  windschiefe  Sctiraubenfläche. 

§.  301. 

Wir  haben  vordem  gezeigt,  dass  jede  Schraubenfläche,  welche 
durch  die  Schraubeubewegung  einer  Geraden  entsteht,  eine  wind- 
schiefe Fläche  sei,  und  haben  dieselbe  allgemein  als  nSchrauben- 
regelfläehe"  bezeichnet. 

Unter  einer  „windschiefen  Schrauben  fläche"  soll  nun 
insbesondere  jene  Schraubenregel  fläche  verstanden 
werden,  welche  durch  die  Schraubenbewegung  einer  Ge- 
raden fj  um  eine  dieselbe  schneidende  Achse  Z  entsteht. 

Alle  Punkte  dieser  Geraden  beschreiben  Schranbenlinien,  welche 
die  Gerade  Z  zur  gemeinschaftliciien  Achse  haben,  und  gleiche  Gang- 
höhe besitzen.  Der  Radius  des  Grundkreises  jeder  solchen  Schrauben- 
linie ist  sodann  dem  Abstände  des  dieselbe  erzeugenden  Punktes  der 
Geraden  g  von  der  Achse  Z  gleich. 

?eäclika,  Darstellonäo  u.  pmjäCÜTe  öeomelrie.  IV,  g^ 
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Da  die  Gerade  g,  der  Voraussetzung  nacli,  die  Achse  Z  iß  einem 
Fuflkte  s  schneidet,  so  beschreibt  dieser  Punkt  eine  Schraubenlinie 
vom  Gfrundkreisradius  0  (Null).  Diese  Schraubenlinie  reduciert 
sich  demnach  auf  die  Achse  Z  selbst. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  der  Satz : 

223.  „Die  ivindschiefe  Schraubenfläche  besitzt  eine  gerade  Leit- 
linie, d.  i.  die  getneinsckaftUche  Achse  aller  auf  der  Fläche  liegenden 
Schrmibenlinien. " 

§.  302. 
Hachdem  die  windschiefe  Schraubenfläche  durch  die  Schrauben- 
bewegung einer  Geraden  g  um  eine  sie  schneidende  Achse  Z  ent- 
steht und  hei  dieser  Sehraubenbewegung,  welche  sich  in  eine  Drehung 
um  Z  und  in  eine  Parallelverschiebung  zerlegen  lässt,  der 
Winkel,  den  die  Gerade  g  und  die  Achse  Z  einschließen,  unverändert 
bleibt,  so  kann,  wenn  man  die  von  irgend  einem  Punkte  p  der  Ge- 
raden g  beschriebene  Schraubenlinie  als  Leitcurve  annimmt,  fol- 
gendes Erzeugungsgesetz  für  die  windschiefe  Sehr  au  ben- 
fläche  aufgestellt  werden: 

224.  ^Bewegt  sich  eine  Gerade  so,  dass  sie  in  jeder  ihrer  Lagen 
einen  Punkt  mit  einer  gegebenen  Schraubenlinie  gemein  hat  und 
außerdem  die  Achse  der  leideren  unter  einem  constanten  Winkel 
schneidet,  so  ergeugt  dieselbe  eine  windschiefe  Schraubenßäche ,  deren 
Achse  mit  jener  der  genannten  Schraubenlinie  susammenfaUt." 


Ist  der  in  dem  vorstehenden  Satze  genannte  constante  Winkel 
iasbesondere  gleich  90",  stehen  also  die  Erzeugenden  auf  der 
Achse  der  Schraubenlinie  senkrecht,  so  sind  dieselben  gleieh- 
Kuitig  zu  irgend  einer  auf  dieser  Achse  senkrechten  Ebene  parallel, 

Die  so  entstehende  Fläche  ist  diesfalls  insbesondere  ein  „Conoid", 
welches  auf  Grund  seiner  Erzeugungsweise  den  Namen  „Sehraubeu- 
conoid"  trägt. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  alle  von  der  Größe  jenes  Winkels, 
welchen  die  Erzeugenden  einer  windschiefen  Schraubenfläche  mit  der 
Achse  einschließen ,  unabhängigen  Eigenschaften  der  Schrau- 
benfläche auch  für  das  Schraubenconoid  ihre  volle  Geltung 
beibehalten   worden, 

§.  304. 

Jeder   Punkt    der    Geraden    g   beschreibt    bei    der    Sehrauben- 
um  Z  eine    Schraubenlinie,    deren   Achse   Z  und    deren 
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Grundkreisradius   der   Abstand    dieses    Punktes    von    der    genannten 
Achse  ist. 

Da  die  den  sämmtlichen  Schraubenlinien  der  Pläelie  ■ 
ehenden  Scliraubencylinder  die  gemeinscliaftliche  Achse  Z  I 
und  den  ganzen  unendlichen  Kaum  erfüllen,  so  ist  klar,  dass  um- 
gekehrt jeder  Eotationscjlinder,  dessen  Achse  Z  ist,  die  Schrau- 
benfläehe  in  zwei  SchraubsEliniea ,  welche  die  Schnittpunkte 
der  Geraden  g  mit  dem  vorgenannten  Cylinder  bei  der  Schrauben- 
bewegung erzeugen,  schneiden  wird.     Es  besteht  daher  der  Satz: 

5:85.  „Jeder  Rotationscylinäer,  welcher  die  Achse  der  wmd~ 
schiefen  Schraubenfläche  eur  Rotationsachse  hesitst,  schneidet  diese 
Fläche  in  ewei  Schrauhenlinien." 

§.  305. 
Da  infolge  der    constauteu   Neigung   der  Erzeugenden 
einer  Schraubenfläche  gegen  die  Achse  derselben,  der  besagte  Cylinder 
auf  diesen  Erzeugenden  Stücke  abschneidet,    die,  von  der  Achse  aus 
gerechnet,  sämmtlich  die  uämiiehe  Länge 

sinß 
haben,  wobei  r  den  Radius  des  Kreisquerschnittes  des  CyÜcders  und 
ß  den  Constanten  Neigungswinkel  der  Erzeugenden  g  der  Schrauben- 
flache  gegen  die  Achse  Z  bedeutet,  so  folgt,  dass  man  eine  beliebige 
Schraubenlinie  auf  der  Fläche  auch  durch  Auftragen  gleicher  Stücke 
auf  den  Erzeugenden  erhalten  könne.  Hiernach  gelangt  man  au  dem 
Satze : 

336.  „Trägt  man  auf  allen  Erzeugenden  dner  mndschiefen 
Sehraubenfläche,  von  deren  Schnit^unklen  mit  der  Aehse  der  Fläche 
ausgehend,  gleiche  Stücke  auf,  so  ist  der  geometrische  Ort  ihrer  End- 
punkte eine  Sehraubenlinie.'^ 

Die  beiden  letatangefdhrten  Sätze  sind  unabhängig  von  der 
Größe  des  Winkels,  welchen  die  Erzeugenden  der  Sohraubeufläche 
mit  der  Achse  einschließen,  gelten  daher  auch  für  das  Schrauben- 
conoid. 


In  Früherem  haben  wir  allgemein  den  Satz  bewiesen,  dass  die 
Strictionslinie  einer  Schraubenfläche  die  Kehlschrau- 
bealinie  der  f  Iä,che  sei. 

In  dem  Falle  der  windschiefen  Schraubenfläche  und 
des  Schraubeneonoides  jedoch  redueiert  sich  die  Kehlschraub en- 

24» 
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linie  auf  die  Achse  Z  selbst,  da  der  kürzeste  Atistand  der  Geraden  (j 
von  der  letzteren  gleich  Null  ist.  In  diesen  heideo  Fällen  reprä- 
seutiert  demnach  die  Achse  der  Fläche  gleichzeitig  auch  deren 
Strictionslinie.    Man  erhält  folglich  den  Satz: 

23?'.    „Die    StrictionsUnie    einer    windschiefeit    Schraubenfläche 
oder  eines  ScMäubencomides  fällt   mit  der  Achse  dieser  Fläche  eu- 


X^qil.  Capitel. 

Consfructionen   und  Aufgaben ,    die   windschiefe    Schraubenfläche 
und  das  Schraubenconoid  belrefTend. 

§.  307. 

In  allen  folgenden  Problemen  werden  wir  behufs  Darstellung 
der  windschiefen  Schrauben  fläche  und  des  Schrauben- 
conoid es  von  der  im  Satz  224)  erwähnten  Erzeugungsweise  Gebrauch 
machen, 

Die  Achse  {Z,  Z')  {Taf.  XVIII,  Fig.  95)  der  Fläche  und  der  auf 
der  letzteren  liegenden  Schraubenlinien  wollen  wir  in  der  Folge  durch- 
wegs borizontal-projicierend  voraussetzen.  Die  gegebene  Leitschraub  en- 
linie  sei  mZ'),  der  Anfangspunkt  {»,«')  derselben  liege  auf  dem 
zur  Grundlinie  XX  parallelen  Durchmesser  des  Grundkreises  I^'  =  K'. 
Ferner  sei  (aS,  a'S')  die  durch  den  Punkt  {a,a')  gehende  Erzeugende 
der  Fläche.  Die  letztere  ist,  wie  sofort  klar  gelegt  werden  soll,  durch 
diese  Angaben  vollständig  bestimmt. 

Vor  allem  ist  zu  bemerket),  dass,  wenn  wir  mit  e  den  Pußpunkt 
der  Achse  Z  auf  der  Grundlinie  XX  bezeichnen,  die  wahre  Größed  es 
W  i  n  k  el  8 ,  welchen  die  Erzeugenden  mit  der  Achse  (Z,  Z')  ein- 
schließen, durch  den  Winkel  aSa  gegeben  ist. 

Ferner  besitzen  (Satz  226)  die  sämmtlichen  Erzeugenden  der 
Fläche  zwischen  der  Achse  (2,  Z')  und  der  Schraubenlinie  {2, 27)  die 
gleiche  Länge  aS. 

Da  weiters  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  aSs  die  Hypotenuse 
aS,  die  Kathete  aß  und  der  Winkel  aS&  constant  sind,  so  ist  es 
auch  die  Kathete  Sff,  d.  h.  die  orthogonale  Projection  p  eines 
Punktes  ff,  in  welchem  eiue  beliebige  Erzeugende  g  der  Fläche  die 
Schraubenlinie  {2,  2^    trifft,    auf  die  Achse  (2,  Z'),   hat   von  dem 
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Schnittpunkte  s  dieser  Erzeugenden  g  mit  der  Achsel  stets 
die  nämliche  EntferEua'g  Se. 

Hieraus  folgt  unmittelbai'  die  folgende  einfache  Construetion 
einer  beliebigen  Erzeugenden  der  Fläche. 

Die  Horizoßtalprojeetioü  g'  der  durch  den  beliebig  auf  der 
Schraubenlinie  (Z',  2^)  angenommenen  Punkt  (ro,  re')  gehenden  Erzeu- 
genden ist  die  VerbinduQgsgerade  der  Punkte  n'  und  Z'.  Zieht  man 
ferner  von  jt  aus  eine  Parallele  zur  Grundlinie  X.X,  so  trifft  diese  die 
Verticalprojection  Z  der  Achse  in  einem  Punkte  p,  welcher  die  ortho- 
gonale Projection  des  Punktes  sr  auf  die  Achse  Z  darstellt.  Schneidet 
man  nun  auf  Z  von  q  aus  eine  Strecke  41s  =■  aS  ab,  so  ist,  den 
vorangestellten  Betrachtungen  gemäß,  s  der  Schnittpunkt  der  gesuchten 
Erzeugenden  mit  der  Achsel,  und  daher  die  Verticalprojection  g  der 
verlangten  Erzeugenden  durch  sir  bestimmt. 

lu  gleicher  Weise  kann  man  durch  die  freie  Wahl  anderer  auf 
(27,  I^)  gelegener  Punkte  (n:,  a')  beliebig  viele  Erzeugenden  eon- 
struieren. 

§.  308. 

45.  Anfgale.  Die  Horizontalprojeetion  p'  eines  auf  der  wind- 
schiefen Schraubenfläche  liegenden  Pnaktes  ist  gegeben;  es  ist  die 
Verticalprojection  dieses  Paattes  zu  finden. 

Verbinden  wir  den  gegebenen  Punkt  p'  mit  Z'  (Taf.  SVIII, 
Fig.  95),  so  erhalten  wir  ofl'enbar  die  Horiaontalprojection  (f  der  durch 
den  fraglichen  Puntt  {p,  p')  gehenden  Erzeugenden  (g,  g').  Dieselbe 
trifft  den  Grundkreis  2^  in  einem  Punkte  m',  welcher  die  horizontale 
Projection  jenes  Punktes  (ar,  jr')  darstellt ,  in  welchem  diese  Erzeu- 
gende {g,  g')  die  Schraubenlinie  {S,  -S")  schneidet, 

Leitet  man  aus  n'  die  Verticalprojection  tv  dieses  Punktes  auf 
H  ab,  so  kann,  wie  vorher  gezeigt  wurde,  die  Verticalprojection  g 
der  eben  genannten  Erzeugenden  leicht  gefunden  werden.  Auf  g  er- 
hält man  unmittelbar  aus  der  horizontalen  Projection  p'  die  zu- 
gehörige Verticalprojection  p  des  gesuchten  Punktes  {p,  p'). 

Da  dem  Punkte  sr'  unendlich  viele  Punkte  (jr,  jt'),  (jT,,yr'),.. 
auf  der  Schraubenlinie  (27,  Z')  entsprechen,  von  welchen  je  zwei  auf- 
einander folgende  um  eine  Ganghöhe  von  {£,  Z')  abstehen,  so  ent- 
sprechen auch  der  gegebenen  Horizontalprojection  p'  unendlich  viele 
Punkte  {p,p'),  {p,,P').~.  der  Sehraubenfläche,  deren  je  zwei 
aufeinander  folgende  gleichfalls  einen  der  Ganghöhe  der 
Schraubenlinie  (£,  E')  gleichen  Abstand  voneinander  besitzen. 
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§.  309. 

46.  Aufgabe.  Die  Horizontalprojection  eines  Punktes  auf  einem 
Sohrautieaconoide  ist  gegeben;  es  ist  die  Vertiealprojection  dieses 
Punktes  zu  constrnieren. 

Sei  (Z,  7J)  (Taf.  XVII,  Fig.  96)  die  Achse  des  Coaöides,  {^,E') 
die  Leitschraiibenlmie  und  j)'  die  gegebene  Horizontalprojection. 

Nachdem  diesfalls  die  Erzeugenden  der  besagten  Fläche  Geraden 
sind,  welche  die  Achse  iZ,  Z')  sowohl,  als  auch  die  Schraubenlinie 
(£,  Z')  sehneiden  niid  iiebstbei  senkrecht  auf  [Z,  Z')  stehen,  also 
parallel  zur  horizontalen  Projectionsebeiie  sind,  so  führt  folgende  ein- 
fache Constructioa  zum  gewünschten  Ziele. 

Ziehen  wir  die  Gerade  p' Z'  oder  g',  so  erhalten  wir  durch  die- 
selbe sofort  die  Horizontalprojection  der  durch  den  zu  suchenden 
Punkt  ip,p')  gehenden  Erzengenden  (g,  g')  dargestellt.  Besagte  Pro- 
jectioa  g'  trifft  den  Grundkreis  2^  oder  K'  ia  dem  Puukte  «',  welcher 
die  Horizontalprojection  jenes  Punktes  (jt,  jr')  repräsentiert,  den  die 
Sehranbenlinie  (^,^')  mit  der  Erzeugenden  (g,  g')  gemein  hat.  Leitet 
man  aus  ji'  die  Vertiealprojection  %  auf  21  ab,  und  führt  man  durch 
K  die  Parallele  «^i  zur  Grundlinie  XX,  so  stellt  diese  bereits  die  Ver- 
tiealprojection g  der  durch  {p,  p')  gehenden  Erzeugenden  {g,  g')  dar. 
Auf  g  findet  man  nun  unmittelbar  die  Verticaiprojection  p  des  ge- 
suchten Punktes  {p,  p'). 

Da  dem  Punkte  n'  unendlich  viele  Punkte  n  entsprechen,  welche 
um  je  eine  Ganghöhe  von  (.£,  2^)  von  einander  abstehen,  so  ist  auch 
p'  die  Horizontalprojection  unendlich  vieler  Punkte  auf  dem  Conoide, 
welche  um  je  eine  Ganghöhe  von  einander  entfernt  sind. 

§.  310. 

47.  Aufgabe.  Die  Vertiealprojection  eines  Punktes  auf  dem 
Süliraubenconoide  ist  gegeben;  es  soU  dessen  Horizontalprojection 
bestimmt  werden. 

Ist  p  (Taf.  XVII,  Fig.  96)  die  gegebene  Vertiealprojection,  so 
hat  man  bloß  durch  p  eine  Parallele  g  zur  Grundliaie  XX  zu  ziehen, 
um  hiedurch  die  Vertiealprojection  der  durch  den  zu  bestimmenden 
Punkt  {p,p')  gehenden  Erzeugenden  dargestellt  zu  erhalten. 

Die  genannte  Gerade  g  trifft  die  Verticaiprojection  £  der  Leit- 
schraubenlinie in  einem  Punkte  n,  dessen  Horizontalprojection  yr' 
sich  direct  auf  dem  Grundkreise  2'  oder  K'  ergibt.  Verbindet  mau 
7c'  mit  Z',  so  erhält  man  die  Horizontalprojection  g'  jener  Erzeugenden, 
und  auf  derselben  sofort  auch  die  gesuchte  Horizontalprojection  p'. 
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Da  dem  Punkte  n  nnr  ein  Punkt  n'  entspricht,  so  gibt  es 
selbstverständUch  auch  nur  einen  einzigenPunkt  (ß,  i»')  aufdem 
Schraubenconoide,  dem  die  Verticalprojeetion  ^i  zukömmt. 

§.  311. 

4B.  Aufgabe.  Es  sind  die  Erzeugenden  einer  windseliiefefl 
Scliraubenfläolie  zn  bestimmen,  welche  zu  einer  gegebenen  Ebene 
E,Eh  parallel  sind. 

Die  Erzeugenden  einer  Schraubenfläebe  sind,  wie  bekannt,  au 
den  Erzeugenden  ihres  Eiehtungskegels  parailei.  Der  letatere  ist  ein 
Kotationskegel,  dessen  Drehachse  zur  Achse  (Z,  Z')  (Taf.  XVIII,  Fig.  95) 
der  J"iäehe  parallel  läuft. 

Betrachten  wir  den  Grundkreis  S'  der  Leitschraubenlinie  {2J,  2,"') 
als  Basis  des  Kichtungskegels,  so  ist  einleuchtend,  dass  {Z,  Z')  dessen 
Achse,  und  die  Flächener:<eugende  {y,y')^  {Sa,  S'a')  eine  Er- 
zeugende desselben  sei.  Der  Puukt  {S,  S')  repräsentiert  somit  dies- 
falls gleichzeitig  auch  den  Scheitel  des  Richtungskegels. 

Bestimmen  wir  nun,  durch  Zuhilfeuahrae  der  durch  (S,  S') 
parallel  zur  Ebene  E^Eh  gelegten  Ebene  e„ei,  die  7.üE^Ek  parallelen 
Erzeugenden  {y^,  'y\)  und  (y^,  /,)  des  Kichtungskegels,  so  werden  die 
zu  suchenden  Erzeugenden  (3,,  g\)  und  {g^,  g'j)  zu  den  letzteren 
parallel  sein.  Die  Horizontalprojectionen  g\  und  y\,  beziehungsweise 
g'^  und  y\  fallen  zusammen. 

Vermittelst  der  auf  g\  und  g\  liegenden  Punkte  n\  und  it.\ 
bestimmt  man  die  zu  y^  und  y^  parallelen  Verticalprojectionen  g^ 
und  g^  der  geforderten  m  E,Ei,  parallelen  Flächenerzeugeoden  (^„j/',) 
und  {ü<i,  9\)- 

Da  jedem  der  beiden  Punkte  n\  und  7t\  auf  der  Schrauben  Haie 
unendlich  viele  Punkte  jt,  und  ft,^  entsprechen,  von  welchen  je  zwei 
aufeinander  folgende  Punkte  um  eine  Ganghöhe  der  {Z,  E")  von  ein- 
ander abstehen,  so  gibt  es  auch  eine  unendliche  Anzahl  von 
Erzeugenden  der  windschiefen  Scbraubenfläehe,  die  eine 
zur  g^ebenen  Ebene  E^Ej,  pai-allele  Lage  haben.  Dieselben  bilden 
zwei  Scharen  von  Erzeugenden;  alle  zu  der  nämlichen 
Schar  gehörenden  Erzeugenden  sind  untereinander  parallel. 

%.  312. 

i9.  Aufgabe,  Es  sind  die  Erzeugenden  eines  Schraub enconoides 
zu  construleren,  welche  zu  einer  gegebenen  Ebene  parallel  sind. 

Stellt  E,Ek  (Taf.  XVII,  Fig.  96)  die  gegebene  Ebene  vor,  so 
werden  die  zu  suchenden  Erzeugenden  des  Schraubencouoides,    da  sie 


y  Google 


376 

zur  Ehene  des  Grundkreises  (d.  i.  zur  horiBontalen  Projeetionsebene)  pa- 
rallel sein  müssen,  iusbesoudere  zu  der  Horizontaltraee  E;,  parallel  laufen. 
Die  Horizontalprojectionen  derselben  fallen  sämmtlieh  mit  derjenigen 
Geraden  g\  zusammen,  welche  durch  Z'  parallel  zu  Et  gezogen  werden 
kann.  Besagte  Gerade  g\  bestimmt  weiters  auf  dem  Grundkreise  2' 
einen  Punkt  re',  (resp.  jt'^),  durch  dessen  Verticalprojectionen  st,..., 
beziehungsweise  jTj  . , .  (auf  den  beBüglichen  Seliraubengängen)  die 
Verticalprojeetionen  ^i...,  beziehungsweise  g^...  der  gesuchten  Er- 
zeugenden, parallel  zur  Grundlinie  zu  führen  sind. 

Hieraus  ist  gleichzeitig  zu  ersehen,  dass  es  zwei  Scharen  un- 
endlich vieler,  der  gestellten  Aufgabe  entsprechender  Erzeugenden  gibt 
und  dass  die  Erzeugenden  einer  Schar  um  je  eine  Ganghöhe 
der  Leitschraubenliaie  voneinander  abstehen. 

Als  eine  Verallgemeinerung  des  eben  Besprocbenen  ist  das  nach- 
stehende Problem  zu  betrachten. 

g.  313. 

50.  Aufgabe.  Es  sind  jene  Erzeugenden  einer  windscMefen 
Schraubenfläche  zu  oonstrnieren ,  welche  eine  gegebene  Gerade 
sehneiden. 

Denken  wir  uns  durch  Z  die  Achse  der  Schraubenfläehe ,  durch 
2J  die  Leitschraubenlinie,  durch  a  den  Winkel,  welchen  die  Erzeugenden 
mit  der  Achse  einschließen,  und  endlich  durch  l  die  gegebene  Gerade 
repräsentiert,  so  werden  die  zu  bestimmenden  Erzeugenden  den 
nachstehenden  vier  Bedingungen  zu  genügen  haben. 

Dieselben  werden  nämlich:  a)  die  Achse  Z,  i)  die  Schrauben- 
linie I^,  c)  die  Gerade  l  schneiden  und  d)  mit  der  Achse  Z  den 
Winkel  a  einsehließen  müssen. 

Besagte  Erzeugenden  werden  mithin  auch  Erzeugende  jener  Reg  el- 
fläche  vierten  Grades  sein,  welche  die  beiden  Geraden  Z  und  l 
7.U  Leitgeraden,  und  den  Richtungskegel  der  Schrauben- 
fläche  gleichfalls  au  ihrem  Kichtungskegel  hat. 

Bestimmt  man  sodann  vermittelst  einzelner  Erzeugenden  die 
Schnittcurve  G  des  Schraubency linders  mit  dieser  Regelfläche,  so 
wird  dieselbe  die  Schraubenlinie  in  einer  gewissen,  von  der  Lage 
der  Geraden  l  abhängigen  Anzahl  von  Punkten  schneiden, 
deren  jeder  ein  Schnittpunkt  der  Schraubenlinie  2^  mit  der 
genannten  Regel  fläche  ist. 

Die  Erzeugenden  der  letzteren,  welche  durch  diese  Punkte  gehen, 
werden  bereits  (nachdem  dieselben  die  oben  angeführten  vier  Bedin- 
gungen erfüllen)  die  gesuchten  Geraden  bestimmen. 
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Ist  die  gegebene  SehraubeDfläclie  insbesondere  eis  Schrauben- 
conoid,  so  wird  sieh  die  angedeutete  Construction  wesentlich  ver- 
einfachen, da  an  die  Stelle  des  ßichtungskegels  die  zur  Schrau- 
benachse  senkrechte  Riehtebene,  und  mithin  an  die  Stelle  der  tot- 
genannten  Eegelfläche  vierten  Grades  eia  hyperbolisches  Para- 
bel o  i  d  tritt ,  dessen  Le i t g e r a d en  Z  und  (  sind ;  und  dessen 
Eichtebene  auf  Z  senkrecht  steht. 

§,  314. 

61.  Aufgabe.  Es  ist  der  Sclmitt  einer  windschiefen  Schrauben- 
flache  mit  einer  gegebenen  Ebene  E^lEi,  zu  ermitteln. 

Der  zu  suchende  Schnitt  ist  der  geometrische  Ort  der  Schnitt- 
punkte der  Ebene  £',£a  (Taf.  XVIII,  Fig.  97«)  mit  den  Eraeugenden 
der  Schraubenfläche. 

Man  wird  daher,  um  die  Schnittcnrve  zu  bestimmen,  bioU  eine 
hinreichende  Anzahl  von  Erzeugenden  mit  der  schneidenden  Ebene 
SuEh  aum  Schnitte  bringen.  Hierbei  wird  es  vortheilhaft  sein,  das 
folgende  Construetionsverfahren  anzuwenden. 

Wir  bestimmen  aunächst  den  Schnittpunkt  {x,  x')  der  Achse 
(Z,  Z')  mit  der  Ebene  JEtEi,.  Legen  wir  weiters  durch  irgend  eine 
beliebige  Erzeugende  {g,,9\)  der  Fläche  eine  horiaontal-projicierende 
Ebene  P^Pa,  so  schneidet  diese  die  Ebene  E^E^  in  einer  Geraden 
(Si,  s', ),  welche  nothwendig  durch  den  Punkt  (x,  x')  gehen  muss. 

Ein  zweiter  Punkt  der  besagten  Schuittgeraden  ist  der  Schnitt- 
punkt {S^,  d\)  der  Horizontaltracen  Eh  und  P*.  Die  Scbnittgerade 
(Sj,  s',)  trifft  sodann  die  Erzeugende  {g,,  g\)  in  dem  Punkte  (p„p\), 
welcher  bereits  der  verlangten  Schnittcurve  angehört. 

In  gleicher  Weise  können  nunmehr  die  Schnittpunkte  beliebig 
vieler  Erzeugenden  mit  der  Ebene  E^Eh  bestimmt  werden,  wobei  stets 
von  dem  Punkte  (x,  x')  Gebrauch  gemacht  werden  kann. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdienen  auch  die  unendlich 
fernen  Punkte  der  Schnittcurve,  d.  h.  jene  Punkte,  welche 
von  den  zur  schneidenden  Ebene  E.Eu  (Tat  XVIII,  Fig.  97&) 
parallelen  Erzeugenden  herrühren,  und  die  ihnen  entsprechenden 
Asymptoten. 

Sei  (g„  g\)  eine  zur  Ebene  E^  Ek  parallele  Erzeugende,  die  (wie 
in  Aufgabe  48  gezeigt  wurde)  mittelst  des  Eiehtungskegels  {S,  £') 
leicht  gefunden  werden  kann. 

Die  Ebene,  welche  die  Schraubenfläche  in  dem  unendlich 
fernen  Punkte  dieser  Erzeugenden   berührt,    d.  i.  die  asympto- 
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tische  Ebene  A^Ah  dieser  Erzengenden,  ist  bekanntlich  parallel 
7.U  der  Berührungsebene  J.',^!';,  des  Riehtungskegels  (S,  ^)  längs  der 
zu  (g,,  g\)  parallelen  Erzeugenden  (y^,  y%).  Diese  Äsymptotenebene 
sehneidet  die  Ebene  .£'„£;,  in  einer  Geraden  (ff„,  g'„),  welche  die  Tan- 
gente der  Scbnitteurve  in  dem  unendlich  fernen  Schnittpunkte  (E,  g,} 
repräsentiert,   also    eine  Asymptote  der  Schnitteur?e  darstellt. 

Gemäß  der  Sehlusshemerkung  in  Aufgabe  48)  gibt  es  zwei  un- 
endliche Scharen  von  Asymptoten.  Die  Asymptoten  der  einen  Schar 
sowohl,  als  auch  jene  der  anderen  Schar  sind  selbstverständlich  parallel 
zu  der  einen  oder  anderen  Erzeugenden  (y„  /«)  des  Kichtungskegels, 
in  welchen  dieser  von  der  durch  den  Scheitel  {8,  S')  parallel  zu  E^E,,. 
gelegten  Ebene  e^ei,  geschnitten  wird. 

Ist  die  gegebene  Fläche  insbesondere  ein  Schraubencoiioid, 
so  wird  man,  behufs  Bestimmung  einzelner  Punkte  der  Schittcurve, 
entweder  in  der  eben  angegebenen  Weise  vorgehen,  oder  aber  in  gleich 
vortheilhafter  Weise  Hilfsebenen  £„  durch  die  Erzeugenden  {g,  g') 
{Taf.  XIX,  Fig.  98)  legen,  welche  zur  horizontalen  Projectionsebene 
parallel  sind. 

Die  unendlich  vielen,  zur  schneidenden  Ebene  E^Eh  parallelen 
Erzeugenden  l  sind  zur  Horizontaltrace  Ej,,  also  auch  untereinander 
patallel,  und  bestimmen  mithin  nur  einen  einzigen  unendlich 
fernen,  jedoch  unendlich- fachen  Punkt  der  Scbnitteurve  (C,C'). 
Die  Horizoatalprojectionen  aller  dieser  Erzeugenden  l  fallen  in  eine 
und  dieselbe  zu  Sä  parallele  Gerade  X'  zusammen,  während  ihre 
Verticalprojectionen  l^,  \,  l^  .  .  .  aämmtlich  parallel  zur  Grund- 
linie sind. 

Die  Asymptoten  (A^,A\),  {A^,A'^  .  .  .  der  Schöittcurve  sind 
die  Schnitte  von  E„Eit  mit  den  den  Erzeagenden  (J.,,  A'),  ßq,  l') .  .  . 
entsprechenden  horizontalen  asymptotischen  Ebenen.  lufolge  dessen 
fallen  ihre  Verticalprojectionen  A^,  A^ .  .  .  unmittelbar  mit  den  Ver- 
ticalprojectionen J.,,  Xj...   der  entsprechenden  Erzeugenden  zusammen. 

Zum  Schlüsse  mag  noch  eine  in  den  Verticalprojectionen 
auftretende  Eigenthümlichkeit  Erwähnung  finden.  Das  Schrauben- 
conoid  besitat  unendlich  viele  vertical-projicierende  Erzeugenden, 
deren  Verticalprojectionen  sich  sämmtlieh  auf  jene  Punkte  reducieren, 
in  welchen  die  Verticalprojection  2J  der  Schraubenlinie  die  Vertical- 
projection  Z  der  Leitgeraden  (Achse)  triift. 

Diese  Eraeugenden  werden  von  der  Ebene  Es  Eh  in  Punkten 
geschnitten,  deren  Verticalprojectionen  selbstverständlich  wieder  durch 
die  obgenannten  Punkte  repräsentiert  erscheinen. 
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Hieraus  folgt  also,  dass  die  Verticalprojcction  C  eines 
beliebigen  ebenen  Schnittes  des  Schraubenconoides 
durcb  alle  jene  Punkte  gebt,  in  welchen  sieh  die  Verticalpro- 
jection  der  Leitsehraubenlinie  und  die  ihrer  Achse  treffen. 

§.  315. 

52.  Aufgabe.  Es  ist  der  Setnitt  einer  windsetiefen  Selirant)en- 
fläobe  mit  einer  zur  Achse  seakreoiten  Ebene  zu  bestimmen. 

Diejenige  Ebene,  die  zur  Achse  Z  der  Schraubenfläche  senk- 
recht steht  und  durch  den  Schnittpunkt  {a,  a')  der  Sehraubenlime  I^ 
mit  jener  Erzeugenden  (ga,  ff'a)  geht,  welche  die  Achse  in  dem  näm- 
lichen Punkte  (S,  S'),  wie  die  gegebene  schneidende  Ebene  e^  trifft, 
betrachten  wir  in  diesem  Falle  als  horizontale  Projectionaebene,  wäh- 
rend wir  weiters  die  zu  der  Eraeugenden  (^s,  ^'o)  parallele  Ebene  als 
Verticalprojectionsebene  annehmen. 

Ist  demnach  (Z,Z-)  (Taf.  XVIII,  Fig.  99)  die  Achse,  (i;,^')  die  ' 
Leitschraubenlinie,  deren  Anfangspunkt  (a,a')  auf  dem  zur  verticalen 
Projectioneebene  parallelen  Durchmesser  des  Grundkreises  S'  liegt,  ist 
ferner  (ga,  g'a)  die  durch  (ö;,  a')  gehende  Erzeugende  der  Schrauben- 
fläche, welche  die  Achse  {Z,  Z')  im  Punkte  (S,  S')  treffen  mag,  so 
wird  die  schneidende  Ebene  durch  diejenige  aur  horizontalen 
Projeetionsebene  parallele  Ebene  e,  dargestellt,  welche  durch 
den  Punkt  (5',  3')  geht. 

Der  Schnitt  dieser  Ebene  mit  der  Schraubenfläche  ist 
als  geometrischer  Ort  der  Schnittpunkte  aller  Erzeugenden  zu 
construieren. 

Sei  (g,  g')  eine  beliebige  Erzengende,  (s,  s')  ihr  Schnittpunkt  mit 
der  Achse  {Z,Z'),  (sr,  n')  deren  Schnittpunkt  mit  der  Schraubenlinie 
und  endlich  (p,p')  der  Schnittpunkt  von  {g,  g')  mit  der  Ebene  e^  d.  i, 
ein  Punkt  der  zu  bestimmenden  Sohnittcurve. 

Die  Gleichung  der  letzteren,  in  Polarcoordiiiaten  ausgedrückt, 
kann  ohne  jedwede  Schwierigkeit  aufgestellt  werden.  Betrachten  wir 
hierbei  den  Punkt  8'  als  Coordinatenursprung  und  S' a'  als  Achse. 

Der  Eadiusveetor  des  Punktes  j)'  ist: 

p  =  S'p'  =^Ss.tg  a, 
wobei  a  den  Neigungswinkel  der  Erzeugenden  der  Fläche 
gegen  die  Achse  {Z,Z')  repräsentiert;    ferner  ist 

5s  =  3t;r,  +  ps  —  \ 
wenn  wir  unter  h  die  Entfernung  der  Ebene  e,  von  der  horizontalen 
Projeetionsebene  verstehen.  Weitere  ist,  wenn  r  der  Kadius  des  Grund- 
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kreises  £'  und  r  die  Tangente  der  Seigung  der  Schraubeniinio  (2,2') 
bedeutet: 

QS  ^  r.cotga  und  äje,  ^t.arca'n'. 

Hiernach  ist: 

Ss  ■=  r.ctga  —  h  -{-  z.  a/rc  a'a' 
und 

p  =  Ss  .  tg  cc  =  r  —  h.tg  a  -\-  t.tg  a  .  arc a'a' 


Q  :=  z  .  ig  a  .  arc  a'sr'. 
Naclidem  aber  a'it'  den  Amplitudeuwinke!  des  Puaites  ^'  reprä- 
sentiert, welchen  wir  der  Kürze  halber  mit  cp  bezeicbnen,  so  erhalten 
wir    als  Gleichung    der  hoiisontalen  Projeetion   der   Schnitt- 


Die  besagte  Horinontal projeetion  ist  somit  eine  nÄrehimed- 
sche  Spirale«. 

Im  vorliegenden  Falie  repräsentiert  aber  die  Horizontalprojeetion 
gleichzeitig  die  wahre  Gestalt  der  Gurre,  nachdem  die  schneidende 
Ebene  zur  horizontalen  Projectionsebene  parallel  ist.  E*-  gilt  mithin 
der  Satz; 

S28.  „Der  Schnitt  einer  windschiefen  Schi auhen flache  mit  etnet 
SU  ihrer  Achse  senkrechten  Ebene  ist  eine  Ärchimede'sche  Spirale  " 

Es  ist  einleuchtend,  dass  sich  diese  Spirale  im  Falle  des 
Schraubenconoides  auf  eine  Gerade,  und  zwar  auf  die  in  der 
schneidenden  Ebene  liegende  Erzeugeode  redueiero. 

§.  316. 

In  ähnlicher  Weise  ,  wie  für  die  developpable  Sehrauben- 
fläche,  kaan  nachgewiesen  werden,  dass  auch  eine  windschiefe 
S  chraubenfläche  (mit  Ausnahme  des  Schraubenconoides)  eine  un- 
endliche Anzahl  Ton  Doppelschraubenlinien  besitze. 

Denken  wir  uns  diesbezüglich  die  Schranbenfläehe  durch  eine  die 
Achse  Z  enthaltende  Ebene  geschnitten,  so  wird  das  ßesultat  des 
Schnittes  zwei  Scharen  paralleler  Erzeugenden  sein. 

Die  SchraubenÖäche  kann  offenbar  durch  eine  und  dieselbe 
Schraubenbewegiing  von  jeder  dieser  Erzeugenden  hervorgebracht 
werden. 

"Wäre  allenfalls  d  ein  Punkt,  in  welchem  sich  zwei  Erzeugenden, 
die  jedoch, nicht  der  nämlichen  Parallelschar  angehören,  schneiden, 
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und  denken  wir  uns  diese  beiden  Erzeugenden  in  starrer  Verbindung, 
so  werden  dieselben  bei  der  Schraubenbewegung  um  die  Achse  Z  zwei 
verschiedene  Mäntel  der  Schraubenfläehe  erzeugen,  während 
ihr  Schnittpunkt  ä  eine  Schraubenlinie  beschreibt,  welche 
sowohl  auf  dem  einen ,  als  auch  auf  dem  acderen  Mantel  liegt  und 
mithin  eine  Doppelschraubenlinie  der  Fläche  vorstellt. 

Nachdem  aber  die  Erzeugende  der  einen  Parallelsehar  Ton 
sämmtliehen  Erzeugenden  der  anderen  Parallelsehar  in  unendlich  vielen 
Punkten  geschuitten  wird ,  so  gibt  es  eine  unendliche  Anzahl 
solcher  Doppelsehrauhenliuien.    Wir  erhalten  daher    den  Satz: 

229.  „Eine  windschiefe  Schrauhenfläclie  hesitst  unendlich  viele 
Doppelschraubenlinien. " 

Da  ferner  zu  jeder  Erzeugenden  der  Scbraubeufläche  unendlich 
viele  Erzeugende  parallel  sind,  so  folgt  unmittelbar  der  Satz: 

230.  „Der  unendlich  ferne  Kreis  einer  windschiefen  Schrauben- 
fläche (oder  ihres  Biehtungskegels)  ist  für  diese  Fläche  eine  unendlieh- 
fache  Curve. 

Das  Schraubenconold  dagegen  besitzt  keine  Doppel- 
sc  brau  ben  Ulli  en,  da  es  auf  demselben  keine  zwei  m  endlicher 
Entfernung  sich  schneidenden  Erzeugenden  gibt.  Andererseits  sind 
aber  zu  jeder  Erzeugenden  dieser  Fläche  unendlich  viele  Er- 
Keugenden  parallel;  man  erhält  demnach  direcfc  den  Specialfall  des 
vorhergehenden  Satzes: 

231.  „Die  unendlich  f&rne  Gerade  eines  Schraübenconoides 
(unendlich  ferne  Gerade  der  eur  Achse  senkrechten  Ebenen)  ist  für 
die  Fläche  selbst  eine  unendlich-fache  Linie." 

§.  317. 

Der  ebene  Schnitt  einer  windschiefen  Schrauben  fläche 
besteht  hiernach  (mit  Eiicksicht  auf  den  Satz  230)  ans  unendlich 
vielen  Ästen,  welche  durch  dieselben  zwei  in  unendlicher  Entfer- 
nuug  liegenden  Punkte  (Schnittpunkte  der  Ebene  mit  dem  unendlich 
fernen  Kreise  der  Fläche)  gehen,  und  (nach  Satz  22SJ)  unendlich  viele 
reelle  Doppelpunkte  im  Schnitte  mit  den  Doppelsehrau- 
benlinien  aufweisen. 

Ebenso  besteht  auch  der  ebene  Schnitt  eines  Sehrauten- 
conoidea  aus  unendlich  vielen  Ästen,  welche  durch  einen 
und  denselben  unendlich  fernen  Punkt  gehen  (Satz  231) ,  jedoch 
keinen  in  endlicher  Entfernung  liegenden  Doppelpunkt 
besitzen. 
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Da    weder    die  windschiefe    Sehraubenfläche    noch    das    Couoid 

Kö  ckkehrciirvea  besitzt,    ao  hat  auch  der  ebeae  Schnitt  bei 

allgemeiner  Lage  der  schneidenden  Ebene  keine'Küeickehrpunkte 
(Cuspidalpunkte). 

§.  318. 

Im  Falle  einer  windschiefen  Sehr  au  heu  fläche  können 
die  vorgenannten  Äste  reell  oder  imaginär  sein. 

Sehneidet  nämlich  die  durch  den  Seheitel  des  Kichtungskegels 
zur  schneidenden  Ebene  parallel  gelegte  Ebene  den  letzteren  in  nicht 
reellen  Erzeugenden,  so  bestebt  der  ebene  Schnitt  aus  einem 
einzigen  spiralförmigen  Äste,  welcher  sich  ins  ÜneDdliohe 
erstreckt. 

Sehneidet  hingegen  jene  ParaUelebene  den  Kiehtungskegel  in 
zwei  reellen  Erzeugenden,  so  gibt  es  unendlich  viele  reelle 
Äste  der  Schnitteurve. 

Berührt  endlich  die  Farallelebene  den  Richtungskegel,  so  be- 
rührt auch  die  schneidende  Ebene  den  unendlich  fernen  Kreis 
der  Schraubenfläche.  Die  uneadlieh  vielen  Äste  des  ebenen  Schnittes 
berühren  sieh  sodann  in  unendlicher  Entfernung. 

Beim  Conoide  treten  diese  Unterschiede  nicht  auf,  nachdem 
die  unendlich  ferne  Linie  „als  eine  Gerade"  von  jeder  Ebene,  welche 
sie  nicht  ganz  enthält,  in  einem  reellen  unendlich  fernen 
Punkte  geschnitten  wird.  Der  ebene  Schnitt  hat  also  diesfalls 
immer  nuendlieb  viele  Äste. 

§.  319. 

53.  Aufgabe.  Es  ist  die  Tangentialebene  einer  windsehiefea 
Sohraubenfiäche  in  einem  ihrer  Punkte  zu  construleren. 

Ist  der  gegebene  Berührungspunkt  ein  Punkt  der  Leit- 
schraubenlinie, welch  letztere  wir  immer  als  gezeichnet  voraus- 
setzeo,  so  ist  die  Bestimmung  der  Tangentialebene  ohne  jedwede 
Schwierigkeit  durchzuführen;  denn  die  besagte  Ebene  ist  sodann  die- 
jenige, welche  durch  die  diesem  Punkte  entsprechende  Erzeugende 
und  die  Tangente  der  Leiischraubenlinie  in  demselben  Punkte  gelegt 
werden  kann. 

Liegt  jedoch  der  gegebene  Berührungspunkt  nicht  auf  der 
Leitsehraubenlinie,  sondern  ist  derselbe  irgend  ein  Punkt  (^,j)') 
(Taf.  XIX,  Fig.  100)  auf  irgend  einer  willkürlichen  Erzeugenden  (ß,  g'), 
so  wird  man ,  um  möglichst  einfach  zum  Ziele  zu  gelangen ,  •  von  der 
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Eigenschaft  Gebrauch  macheu,  dass  die  Reihe  der  Punkte  fau 
einer  Erzeugeodeu  einer  windschiefen  Fläche  ku  dem 
Büschel  der  diesen  Punkten  entsprechenden  Berühr- 
ebenen projectivisch  ist. 

Drei  Punkte  auf  der  Erzeugenden  (^,  g') ,  in  welchen  sich  die 
Beriihrebeuen  mit  Leichtigkeit  construieren  lassen,  sind  bekannt.  Vor 
allem  ist  nämlich  die  Tangentialebene  der  Schraubenfläche  in  dem 
Punkte  (s,  s') ,  in  welchem  die  Erzeugeade  {g,  g')  die  Achse  {Z,  Z') 
trifft,  durch  diese  Erzeugende  und  die  Achse  schon  an  und  fQr  sich 
bestimmt.  Die  Horizontaitrace  X^  dieser  Ebene  fällt  direct  mit  der 
Horizontalprojectiou  g'  zusammen. 

Die  Tangentialebene  in  dem  Punkte  (jr,  n'),  in  welchem  die  Er- 
Keugende  {g,g')  die  Leitsebraubenlinie  (2,2''}  schneidet,  ist  durch 
diese  Erzeugende  und  durch  die  Taugente  {t,  t')  der  Schraubenlinie 
(2,  Ü7')  im  Punkte  («,  jc')  festgestellt.  Die  Horizontaitrace  der  be- 
sagten Ebene  wird  durch  die  Gerade  Tf,  dargestellt,  welche  den  Hori- 
zontal-Durchstoßpunkt  8'  von  {g,  g')  mit  dem  Horizontal -Durchstoß- 
punkte iS',  von  ((,  t')  verbindet. 

Endlich  ist  auch  noch  die  Taagentialebene  in  dem  unendlich 
fernen  Punkte  {u,  u')  der  Erzeugenden  (g,  g'),  d,  h.  die  asymptotische 
Ebene  der  Erzeugenden  (g,  g')  bekannt.  Dieselbe  ist,  wie  wir  wissen, 
•zu  der  Tangentialebene  des  Bichtungskegels  {8,  2^)  längs  der  zu  (^,  g') 
parallelen  Erzeugenden  {SO;  8'%-')  parallel.  Die  Horizontaitrace  Tt 
derselben,  ist  daher  die  durch  S'  zu  der  Tangente  rf  des  Grund- 
kreises H'  im  Punkte  %•'  geführte  Parallele. 

Da,  auf  Grund  der  vorher  angeführten  Eigenschaft,  die  vier 
Punkte  s',  n',  u'  und  p'  dasselbe  Doppelverbältnis,  wie  die  vier 
ihnen  entsprechenden  Tangentialebenen  'P,  T",  T"  und  T^, 
also  auch  dasselbe  Doppelverbältnis  wie  dievierHorizontal- 
tracen  T^,  Tt,  Tt,  T^  besitzen  müssen,  so  kann  man  die  Traee  Jf 
leicht  finden.  Hiermit  ist  aber  auch  die  gestellte  Aufgabe  schon 
gelöst,  da  nunmehr  die  Verticaltraee  T^  anstandslos  festgestellt 
werden  kann. 

§,  320. 

54.  Aufgabe.  Es  ist  der  Berührungspunkt  einer  durch  eine 
Erzeugende  eiaer  windschiefen  Schraubenfiäche  gelegten  Ebene  zu 
construieren. 

Ist  {g,  g')  (Taf.  XIS,  Fig.  100)  die  Erzengende,  'HlX  die  durch 
dieselbe  gelegte  Ebene,  so  wird  man  zunächst  wieder  die  drei  Hori- 
aontaltracen  T^,  Tt  und  2"^    ermitteln,  und  hierauf  den  Punkt  p'  auf 
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g'  so  eonstriiieren,  dass  die  vier  Puatte  s',  ?c',  u'  und  p'  zu  den  vier 
Strahlen  H,  Tt,  Tl  und  U  projeotivisch  sind. 

Der  so  erhaltene  Punkt  p'  repräsentiert  sodann  bereits  die  Hori- 
Bontalprojection  des  verlangten,  auf  der  gegebenen  Erzeugenden 
{g,  g')  liegenden  Berührungspunktes  {p,ji'). 

§.  321. 

55.  Aufgabe.  An  ein  Schraubenconoid  ist  in  einem  gegebenen 
Punkte  desselben  die  BerUlirebene  zu  eonstruieren. 

Sei  ig,  g')  (Taf.  XIX,  Fig.  101)  eine  beliebige  Eraeugende  des 
Schraubenconoid  es  und  {p,p')  der  auf  derselben  gegebene  Berührungs- 
punkt. 

Auch  hier  kann  mau  wieder  von  der  Projectivität  der  Punkte 
auf  {g,  g')  und  der  ihnen  eutspreßheaden  Tangentialebenen  Gebrauch 
machen,  da  auch  in  diesem  Falle,  sowie  vorher,  die  Tangeutialebeaeu 
in  den  drei  Punkten  (s,  s'),  (n^,  n')  und  (m»,«'«)  leicht  construiert 
werden  können. 

Selbstverständlich  unterliegt  es  aber  auch  keinem  Anstände,  sieh 
der  in  §-  8,  Aufgabe  1,  angegebenen  Methode  zu  bedienen,  indem 
man  für  die  Leitschraubeuliaie  {Z,  2J-)  deren  Tangente  {t,  t')  in  dem 
Punkte  (tt,  ^■)  substituiert  und  sodann  an  das  durch  {Z,  Z')  und  {t,  t') 
als  Leitlinien  und  die  horizontale  Projeetionaebeue  als  Richtebeue 
gegebene  Schmiegungsparaboloid  die  Tangentialebene  l\Th  im 
Punkte  {p,  p")  construiert. 

§.  322. 

66.  Aufgabe.  Durch  eine  Erzeugende  eines  Sehraubenconoides 
wird  eine  beliebige  Ebene  gelegt;  der  Berülirungspunkt  dieser  Ebene 
mit  der  Fläche  ist  zu  ermitteln, 

Auch  dieses  Problem  lässt  eine  mehrfache  Lösung  zu ,  indem 
man  entweder  zu  den  drei  Punkten  s',  n'  und  ««'  den  Punkt  j)'  so 
bestimmt,  dass  die  vier  Punkte  s',  ?r',  m'*  und  ^'  mit  den  vier 
Ebenen  Tj,  Tx,  T»  und  T,,,  oder  beziehungsweise  mit  ihren  Tracen 
auf  irgend  einer  Ebene  projectivisch  sind,  wobei  sodann  p'  bereits  die 
Horiaontalprojection  des  gesuchten  Berührungspunktes  darstellt;  oder 
indem  man  die  Schraubenfläehe  wie  im  vorhergehenden  Falle  durch 
ihr  Schmiegungsparaboloid  {Z,t)  längs  der  Erzeugenden  {g,g') 
ersetzt,  und  dann  nach  der  in  §.  8,  Aufgabe  1,  besprochenen  Methode 
verfährt. 
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§.  323. 

57.  Aufgahe.  Parallel  zu  einer  gegebenen  Ebene  E„Ek  sind 
an  eine  windschiefe  Schraub  enfläelie  (resp.  an  ein  Schrauben  oonoid} 
Berährebenen  zu  legen  und  deren  Berülirungsp unkte  za  coa- 
struieren. 

Da  jede  Byrührebene  einer  windschiefen  'Fläche  eine  Erzeugende 
der  letzteren  enthaltea  mnss,  so  ist  klar,  dass  im  vorliegenden  Falle 
die  KU  suchenden  Tangentialebenen  nur  jene  sein  können,  welche 
parallel  zur  Ebene  E„Eh  durch  die  zu  E^E^  parallelen  Erzeugenden 
der  Schraubenftäche  gelegt  werden. 

Ermittelt  man  demnach  (mit  Zuhilfenahme  der  in  Aufgabe  48 
besprochenen  Methode,  oder  im  Falle  des  Schraubencouoidea  nach 
Aufgabe  49)  eine  zu  E„E^  (Taf.  XIX,  Fig.  102)  parallele  Erzeugende 
{g,  g')  und  legt  man  durch  dieselbe  eine  zu  E^Ei^  parallele  Ebene 
Ttlft,  EO  repräsentiert  diese  letztere  sofort  eine  der  gesuchten 
Berührebenen,  deren  Berührungspunkt  {p,  p')  nach  Früherem 
(Aufgabe  54,  oder  im  Falle  des  Conoides  wie  in  Aufgabe  56)  leicht 
zu  construieren  seia  wird. 

Hieraus  ist  unschwer  zu  ersehen,  dass  es  zwei  unendliche 
Scharen  von  Ebenen  gibt,  welche  den  Bedingungen  der  Aufgabe 
entsprechen  werden. 

Die  Berührungspunkte  einer  Schar  haben  alle  die  nämliche 
Horizontalprojection  p'  und  stehen  um  je  eine  Ganghöhe  von  einander 
ab,  Kennt  man  demnach  einen  Berührungspunkt  der  einen  Schar, 
etwa  den  Punkt  (p,  p'),  so  können  durch  Auftragen  eines  beliebigen 
Vielfachen  der  Ganghöhe  auf  der  durch  {p,  p')  gehenden  horizontal- 
projicierenden  Geraden  von  ty,^)')  aus  beliebig  viele  Berührungs- 
punkte, sowie  auch  die  denselben  entsprechenden  Tangential- 
ebenen construiert  werden. 

§.  324. 

5S.  Aufgabe.  Durch  eine  gegebene  Gerade  sind  an  eine  wind- 
schiefe Sehraubenfläche  (resp.  an  ein  Schraubenconoid)  Berühr- 
ebenen zu  legen  und  deren  Berührungspunkte  zu  construieren. 

Jede  durch  die  gegebene  Gerade  l  gehende  Berührebene  der 
windschiefen  Sehraubenfläche  muss  nothwendig  eine  Erzeugende  der 
Fläche  enthalten. 

Es  wird  daher  umgekehrt,  da  unendlich  viele  Erzeugenden 
der  Schraubenfläche  existieren,  welche  l  schneiden,  auch  un- 
endlich  viele  durch  l  gebende  Tangentialebenen  geben. 
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Ermittelt  man  daher  (naoh  Aufgabe  50)  eine  oder  mehrere 
Erzeugenden  der  Sehraubenfläehe,  welche  die  Gerade  ( 
schneidea,  so  werden  die  Ebenen,  die  durch  je  eine  dieser  Erzeu- 
genden und  durch  die  Gerade  l  gehen,  der  gestellteü  Aufgabe  Genüge 
leisten. 

Die  Berübruugspunltte  derselben  in  diesen  Erzeugenden 
können  nach  der  in  Aufgabe  54)  angegebenen  Methode  (oder,  im  Falle 
eines  Schraubenconoides ,  nach  Aufgabe  56,  zweite  Methode)  an- 
standslos   construieit    werden. 

§.  325. 

59.  Aufgabe.  Es  ^t  die  Berühmngscurve  einer  windschiefen 
Schraubenfläche  mit  dem  von  einem  Punltte  außerhalb  derselben 
umschriebenen  Kegel  z«  construieren, 

Wie  bei  jeder  windschiefen  Fläche  hat  man  auch  hier  bioß  durch 
den  gegebenen  Eegelsclieitel  (S,  S')  und  durch  jede  Erzeugende  der 
Sehraubenfläehe  die  Berührungsehene  zu  legen  und  deren  Berührungs- 
punltt  (nach  Aufgabe  54,  oder,  im  Falle  des  Schraubenconoides,  naoh 
Aufgabe  56)  au  construieren.  Der  geometrische  Ort  all  dieser 
Punkte  ist  sodann  die  gesuchte  BeriihrungscurYe. 

Denkt  man  sich  den  gegebenen  K  1  h  t  1  al  P  jections- 
centrum  oder  als  leuchtenden  Punkt  u  d  m  tt  It  ma  d  Schnitt- 
geraden  der  durch  denselben,  resp.  der  du  h  d  n  In  L  ugenden 
gehenden  Tangentialebenen  mit  einer  111      n  Eb  n  bestimmt 

die  Enveloppe  dieser  Geraden   d  nt  al  p     j     tivische 

Contour  oder  beziehungsweise  den  Sehlagachatten  dei  bebrau- 
benfläche  auf  die  besagte  Ebene. 

§.  326. 

60.  Aufgabe.  Es  ist  die  Berübrungsenrve  der  windschiefen 
Sehraubenfläehe  (resp.  des  Sehraiibeneonoides)  mit  einem  derselben 
umsobriebenen  Cylinder  zu  construieren. 

Die  Lösung  des  gestellten  Problems  stimmt  im  wesentlichen  mit 
der  vorher  angedeuteten  überein.  Man  legt  nämlich,  parallel  zu 
der  Richtung  der  Cyiindererzeugenden,  durch  die  einzelnen 
Erzeugenden  der  Schraubenflache  die  möglichen  Bernhrebenen  und 
bestimmt  (nach  Aufgabe  54,  oder,  im  Falle  des  Conoides,  nach  Auf- 
gabe 56)  die  Berührungspunkte  der  so  geführten  Ebenen  mit  der  vor- 
iiegenden  Fläche, 
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Der  geometrische  Ort  der  Berührungspunkte  bestimmt 
sodanu  die  verlangte  Beruh ruugscurve. 

Betrachtet  man  die  Eiehtung  der  Cylindereraeugenden  als  „Rich- 
tung schief  projicierender"  Strahlen  oder  als  die  Richtung 
paralleler  Lichtstrahlen  und  hestimmt  man  die  Sohnittgeraden 
der  zu  dieser  Richtung  durch  die  einzelnen  Erzeugenden  gelegten 
parallelen  Tangentialebenen  mit  einer  heliebigea  Ebene,  so 
repräsentiert  die  Bnvoloppe  dieser  Geraden  die  parallel-pro- 
jectivische  Contour  oder  beziehungsweise  den  Schlagschatten 
der  Schraubenfläche  auf  dieser  Ebene.') 
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Anhang. 


Fünfter   Al)schnitt. 
S  c  h  a  1 1  e  11 1  e  h  r  e. 

XIX.   Capitel. 

Construcfion  der  Schalten. 

§.  327. 
Vorbemerkungen. 

OO  wie  die  „Darstellende  Geometrie"  zunächst  dem  Be- 
dürfnisse, gesetzmäßig  gestaltete  Eaumformen  auf  einer  Ebene  zu 
fixieren,  ihre  EotstehaBg  verdankt,  so  wurde  auch  weiters  im  Bereiche 
derselben  das  Streben  wach  gerufen,  Mittel  und  Wege  zu  ersinnen, 
durch  welche  selbst  auch  für  den  ungeübteren  Denker  die  Möglich- 
keit erwächst,  aus  dem  auf  einer  Ebene  coustruierten  oder  entworfeneu 
Bilde  nicht  nur  die  räumlichen  Dimensionen  abnehmen,  sondern  auch 
auf  das  so  dargestellte  räumliche  Object  mit  Sicherheit  schließen  und 
?on  demselben  sich  eine  klare  Vorstellung  machen  zu  können. 

Man  suchte  demgemäß,  um  kurz  zu  sprechen,  die  Bildlich- 
keit zu  erhöhen  und  diese  mit  der  Anschaulichkeit  zu  Ter- 
binden. 

Diesen  Bestrebungen  ist  theilweise  auch  die  Eutwlckelung  und 
Ausbildung  der  centralen  Projection  (Perspective),  der  kli- 
ao graphischen  Projection,  der  Asonometrie  etc.  zuzu- 
schreiben. 

So  geeignet  diese  Methoden  auch  sind,  um  selbst  dem  Laien 
eine  klare  Vorstellung  tou  dem  räumlichen  Gebilde  und  einen  Ein- 
blick in  die  räumlichen  Verhältnisse  der  bildlich  dargestellten  Objecte 
zu  gestatten,  so  entbehrt  denn  doch  das  ungeübte  Auge  nur  zu  häufig 
noch  den  Eindruck  der  Körperlichkeit,  wenn  in  der  Darstellung  nicht 
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gleichzeitig  auch  auf  die  der  Natur  abgelauschte  Beleuchtung  der 
Körper  die  entsprechende  Eiicksicht  genommen  wird. 

Es  dürfte  diesfalls  zweckmäßig  sein,  einige  allgemeine  Betrach- 
tungen über  die  natürliche  Beleuchtung  der  Gegenetände -vorauszu- 
schicken, um  sodann,  auf  Grund  gewonnener  Ergebnisse,  eine  wissen- 
schaftliche Basis  festzustellen,  die  es  ermöglicht,  die  Beleuch- 
tungs-Constructionen  vom  rein  geometrischen  Standpunkte 
aus  zu  betraebten  und  nach  geometrischen  Grundsätzen  durch- 
suf Uhren. 

§.  328. 

Von  den  mannigfaltigen  Bediuguügen,  denen  die  aatürliche 
Beleuchtung  der  Körper  unterworfen  ist,  heben  wir  vorzugsweise 
hervor: 

a)  Die  Beschaffenheit  der  Lichtquelle; 

h)  die  Beschaffenheit  des  Mediums,  durch  welches  ein 
Fortpflanzen  der  Lichtstrahlen  statt  hat; 

c)  die  Entfernung  sowie  auch  die  Lage  des  beleuchteten 
Objectes  und  seicer  einzelnen  Theile  in  Bezug  zur  Lichtquelle; 

d)  die  Beschaffenheit  der  Oberfläche  des  vou  den  Licht- 
strahlen getroffenen  räumlichen  Gebildes,  sowie  die  in  seiner  Um- 
gebung befindiichen  Oberflächen,  welche  infolge  des  von  ihnen  aus- 
gehenden reflectierten  Lichtes  die  Beleuchtungsverhältuisse  des 
ersteren  beeinflussen; 

e)  die  Lage  und  Entfernung  des  Auges  von  dem  beleuch- 
teten Gegenstande,  und 

f)  die  physiologischen  Eigen thömlichkeiten  unserer 
Sehorgane. 


Die  gewöhnliche  Lichtquelle,  durch  deren  Vermittelung  das  Vor- 
handensein von  Körpern  zu  uaserem  Bewusstseia  gelangt  und  das  Auge 
die  Eindrücke  der  räumlicheQ  Gebilde  empfflngt,  ist  die  Sonne. 

Die  Sonne  ist,  wie  bekannt,  als  leuchtende  Kugelfläche 
anzusehen,  deren  Lichtintensität  in  allcß  Punkten  ihrer  Oberfläche 
eine  gleiche  ist. 

Dem  Auge  erscheint  dieselbe,  abgesehen  von  den  Sonnenfleeken, 
als  durchaus  gleich  helle  kreisförmige  Lichtscheibe  von  circa 
zwei  und  dreißig  Minuten  scheinbaren  Durchmesser, 

Dieses  Erscheinen  einer  Lichtkugel  als  Lichtscheibe  ist  übrigens 
vollkommen  begründet,  und  ist  die  Rechtfertigung  in  dem  bekannten 
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Satze,  dass  „die  Lichtinteusitäb  einer  Pläclie  auch  ?ob  der 
Größe  jenes  Winkels  abhängig  sei,  welchen  die  Seh- 
strahlen mit  der  entsprechenden  Tangentialebene  der 
Fläche  einschließen",  z«  suchen. 

Denken  wir  uns  nämlich  zwei  TOllkommea  gleich  große  und 
gleich  stark  beleuchtete  resp.  leuchtende  Scheiben  J.B  und 
AC  (Taf.  XIX,  Fig.  103).  Das  beobachtende  Auge  befinde  sich  in 
Ilaendlicher  Ferne  und  in  solcher  Lage,  dass  die  Richtung  Ax  senk- 
recht z«  AB  sei. 

Nachdem  für  ein  im  Unendlichen  angenommenes  Auge  alle 
Lichtstrahlen  die  gleiche  Länge  und,  bei  gleio  her  Lichtstärke 
der  leuchtenden  Scheiben,  auch  die  gleiche  Leuchtkraft  (Ampli- 
tuden) besitzen,  so  wird  der  Eindruck,  den  das  Auge  ¥0n  der  einen 
oder  anderen  Scheibe  empfängt,  lediglich  nur  vou  der  Anzahl  der 
in  den  bezüglichen  cjlindrischen  Bäumen  ABx  und  A  Cx  ein- 
gesehlossoLen  Lichtstrahlen  abhängig  sein. 

Wie  leicht  einzusehen,  steht  die  Anzahl  der  besagten  Strahlen 
mit  dem  Normal  querschnitte  des  betreffenden  Lichteylinders  in 
geradem  Verhältnisse;  es  verhalten  sich  demnach  die  Intensi- 
täten, unter  welchen  die  Scheiben  AB  und  AC  dem  Auge  er- 
scheinen, wie  AB  zu  AF  oder  wie  1  zu  cos  cj. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  die  Intensität  der  gegen  die  Seh- 
richtung normal  gestellten  Scheibe  AB  gleich«,  so  wird  die 
Intensität  der  gleich  stark  leuchtenden  Seheibe  AG  aus- 
gesprochen durch: 

*  .  cos  Ci, 
oder  auch  durch  das  Product  aus  der  Intensität  i   und  dem 
Sinus  jenes  Winkeis   k,    welchen  die  Fläche  mit  der  Seh- 
richtung einschließt.    Wir  erhalten  hiernach  den  Satz: 

$32.  y,Die  Intensität,  wnier  welcher  ein  Butikt  einer  leuchtenden 
Fläche  erscheint,  mrä  stets  durch  das  Froduet  aus  der  Normalinten- 
sität  der  Fläche  in  dem  betreffenden  Funkte  und  dem  Sinus  jenes 
Winlsels  ausgedrückt,  ivelehen  die  ihm  entsprechende  Tangentialeben» 
mit  dem  Sehstrahle  einschließt.'^ 

§.  330. 

Wenden  wir  das  vorstehende  Resultat  auf  eine  überall  gleich- 
mäßig leuchtende  Kugelfiäche  an,  welche  von  einem  unend- 
lich fernen  Auge  betrachtet  wird. 
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Alle  vou  der  besagten  Kugel  in  das  Auge  gelangenden  Lichtstrahlen 
schließen  einen  Kreiscylinder  ein,  welcher  von  einer  zur  Sehrichtung 
senkrechten  Ebene  £,  (Taf.  XIX,  Fig.  104)  in  einem  Lichtkreise 
geschnitten  wird.  Untersuchen  wir  in  letztgenanntem  Kreise  die 
Lichtvertheilung. 

Ist  ah  =  8F  irgend  ein  Pläehenelement  der  Kngel,  deren  Nor- 
malintensität gleich  i  sei,  so  erseheint  dasselbe  (zufolge  des 
Satzes  232)  unter  der  Intensität 

Der  Fläche  dF  der  Kugel  entspricht  die  Fläche  aß  =  df  des 
Lichtkreises  Ä  =  mn.  Die  Lichtmenge,  welche  von  df  in  unser 
Auge  gelangt,  erscheint  somit  ausgedrückt  durch  das  Proiinct  aus  dftr 
Fläche  df  in  die  Intensität  J  derselben. 

Nachdem  diesfalls  das  beobachtende  Auge  in  unendlicher 
Entfernung  angenommen  wurde,,  können  die  Entfernungen  der 
Flächenelemeute  ah  und  aß  vom  Auge  als  gleich  groß  angesehen 
werden;  es  wird  daher  trotz  des  ümstandes,  dass  die  Lichtintensität 
bei  der  Fortpflanzung  im  quadratischen  Verhältnisse  der 
Distanz  abnimmt,  das  Licht  bei  der  Zurücklegnng  der  end- 
lichen Strecke  aa  keinerlei,  dem  unendlich  fernen  Auge  wahi- 
üehmhare  Schwächung  erleiden. 

Vorbezeichnete  Lichtmenge  ist  daher  die  nämliche  wie  jene, 
welche  von  der  Fläche  dF:=  ah  in  unser  Auge  gelaugt.  Letztere  ist 
aber  gleich  dem  Producte  aus  der  Fläche  d'F  und  der  Intensität  i.cöse» 
derselben;  es  wird  folglich  die  Gleichung; 

J  .df=icosc}.3F 
oder,  da  df—dF.cosoj  ist, 

bestehen,  welche  aussagt ,  dass  die  Intensität  irgend  eines 
Punktes  des  Lichtkreises  K  immer  constanfc  und  der 
Normalintensität  der  Ljehtkugel  gleicii  sei. 

Dem  unendlich  fernen  Auge  wird  somit  die  Lichtkugel  als 
Liohtscheibe  von  derselben  c  o  nst  an  t  e  n  L  i  eh  ts  tärk  e  er- 
scheinen, 

.  §.  331. 
Befindet  sich  dagegen  das  Auge  0  (Taf.  XIX,  Fig,  105)  in  end- 
licher Entfernung  von  der  Lichtkugel,   so  wird  der  ias  Auge  gelan- 
gende Lichtkegel  durch  eine  zur  mittleren  Sehrichtung  senkrechten 
Ebene  B^  in  einem  Lichtkreise  K=mn  geschnitten,  dessen  Inten- 
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sität   selbstverständlieii   nicht   meliv   iu  allau  Puukteu    die   uämliche 
aeiu  kaan. 

Es  sei  dF=ab  wieder  ein  uneadiieh  kleines  FJächeü- 
element  der  Lichtkugel  und  df=Kß  das  ihm  entsprechende 
Element    des  Lichtkreises  K 

Suchen  wir  Kunächst  die  Intensität  J^  auf,  welche  ein  zur  Ebene 
£e  oder  K  paralleles  Eläohenelement  bc  besitzen  müsste,  um  den- 
selben Eindruck,  wie  das  leuchtende  Plächenelement  ab  der  Kugel, 
hervorzubringen. 

Die  Lichtmenge  M,  welche  von  irgend  einer  Fläclie  aus- 
gehend in  das  Auge  gelangt,  ist  der  Größe  der  Fläche  und  der 
Lichtintensität  proportional. 

Denken  wir  uns  diesbezüglich  eine  solche  Einheit  zugrunde 
gelegt,  dass  die  Lichtmenge  M  unmittelbar  durch  das  Produet  aus 
der  Eläohengröße  in  die  Intensität  definiert  erscheint,  wobei 
die  Intensität  selbst  wieder ,  mit  Rücksicht  auf  vorhergegangene  Er- 
örteruBgea,  durch  das  Produet  aus  der  Normalintensität  in 
den  Siaus  jenes  Winkels  ausgedrückt  wird,  welchen  der  be- 
treffende Lichtstrahl  mit  der  Tangentialebene  an  die  Fläche 
bildet. 

Ist  nun,  wie  im  Nachstehenden  angenommen  wird,  bloß  von 
Fl  ächeuelementen.  die  Rede,  so  können  die  von  diesen  in  d^ 
Auge  gelangenden  Lichtstrahlen  als  parallel  (zusammenfallend)  an- 
gesehen, der  obgenannte  Winkel  also  und  hiemit  auch  die  Intensität 
längs  eines  derartigen  Plächenelementes  als  constant  betrachtet 
werden. 

Stellen  wir  die  Gleichheit  der  Lichtmengen  lest,  welche  von  ab 
und  bc  in  das  Auge  0  gelangen,  und  berücksichtigen  wu  hierbei,  dass 
die  Strahlen  aO  und  bO,  infolge  der  unendhchen  Kleinheit  des  Ele- 
mentes ab,  als  parallel  (zusammenfallend)  angesehon  werden  dürfen, 
so  wird,  wenn  wir  unter  i  die  Normalintensitat  der  Lichtkugel 
verstehen: 

(7i  ,  Sf  .bc  =  i  .  df .  ab  .  sinbac 
oder 

J^  .  bc  =  i  .  ab  .  sinbac. 

Nachdem   aber   aus    dem    Dreiecke    abc    nach    dem    bekannten 
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und    da,    wenn    die   Strahlen   aO  und  hO    als   zusammenfallend    an- 
genommen werden,  der  sinhcO  dem  cos  jt  gleich  ist,  wird: 

J^  .hc  ^^  i  .  hc  .    .    Z'     .  sin  hac 

oder ; 

J^  =:  i  .  cos  jl. 

Substituieren  wir  nun  für  das  Flächen element  hc  ein  leuchtendes 
Flächenelement  aß,  welches  im  Äuge  0  die  nämliche  LichtempfiHdung 
wie  ersteres  hervorbringt,  und  nennen  wir  dessen  Intensität  J,  so  wird, 
nachdem  aß  dem  Auge  0  näher  als  bc  liegt,  die  Intensität  t/,  von 
hc,  wenn  das  Äuge  den  gleichen  Eindruck  empfangen  eoU,  offenbar 
im  verkehrten  quadratischen  Verhältnisse  der  Distanzen 
ß  0  und  b  0  geringer  sein  müssen. 

Ferner  ist  zu  berücksichtigen,  dass  die  Fläche  aß  kleiner  als 
he  ist,  dass  also  von  aß  gewissermaßen  weniger  Lichtstrahlen  als  von 
der  Fläche  &c  in  das  Auge  gelangen  werden.  Es  wird  sich  daher  bei 
der  Anforderung,  dass  aß  und  al,  resp.  hc,  eine  gleiche  Empfindung 
auf  das  Auge  hervorbringen  sollen,  die  Intensität  von  aß  entsprechend, 
d.  i.  in  dem  Verhältnisse  hc^  :  aß^  erhöhen  müssen,  nachdem  die 
Flächen  ic  und  aß  durch  ähnliche  Figuren  begrenzt  sind  und  sich 
demnach  wie  die  Quadrate  homologer  Seiten  verhalten. 

Fassen  wir  diese  beiden,  die  Intensität  J  des  Elementes  aß  be- 
stimmenden Factoren  zusammen,  so  spricht  sich  besagte  Intensität 
durch  die  Gleichung: 

j  =  i.j,,!«".Lf! 

'    hO^    aß' 
aus,    in    welcher   jedoch    h    eine    gewisse  Constante    und   J, 
die  Intensität  des  Elementes  he  vorstellt.    Aus  der  Ähnlichkeit  der 
beiden  Dreiecke  hcO  und  aßO  folgt,  dass  -^  =-^  und  dass  somit: 

J  =  7c.  Jj  =  In. i. cos  n 
sei,    wodurch    wir    die  Erscheinung    einer  Lichtkugei    durch 
jene   eines   Lichtkreises    K  ersetzten.     Die   Intensität  jedes 
einzelnen  Punktes    dieses    Kreises    kann    mit   Zuhilfenahme    der    vor- 
stehenden Gleichung  anstandslos  bestimmt  werden. 

Aus  der  Form  dieser  Gleichung  ist  sofort  au  ersehen ,  dass  der 
Mittelpunkt  des  Kreises  (ji  t=  Q)  am  hellsten  erseheinen  wird,  dass 
die  Helligkeit  nach  der  "Peripherie  desselben  stetig  bis  zu  einer  ge- 
wissen Grenze  abnimmt  und  dass  überdies  die  Punkte  gleicher 
Helligkeit  in  concentrischen  Kreisen  liegen  werden. 
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Weiters  ist  uDiiiittelbar  7,\i  entoelimen,  dasa,  je  näher  sieh  das 
Äuge  der  leuebtenden  Kugel  gegenüber  befindet,  zwischen  desto 
größereu  GrenKen  sich  auch  der  Winkel  jt  bewege,  und  daher  die  In- 
tensität der  Kugel  gegen  den  Rand  derselben  desto  mehr  abnehmen 
müsse. 

Beim  Übergange  auf  ein  unendlich  fernes  Äuge  ergibt  sich 
der  erst  betrachtete  Fall  direct,  indem  ft  =  0,  die  Intensität  J  somit 
für  alle  Punkte  des  Lichtkreises  coüstant  ist. 

§.  332. 

Von  der  Licht([uelle  ans  pflanzt  sich,  wie  hier  als  bereits  bekannt 
yorausgeaetzt  werden  kann,  das  Lieht  im  leeren  (Äther-)  Kaume  nach 
allen  Richtungen  gleichmäßig  und  geradlinig  fort.  Ebenso 
geläufig  ist  ans  der  durch  photomefcrisclie  Versuche  empirisch  fest- 
gestellte Satz,  dass  die  Intensität  des  Lichtes  im  quadrati- 
schen Verhältnisse  mit  der  Entfernung  von  der  Licht- 
quel  le  abnimmt. 

Denkt  man  sich  beispielsweise  durch  eine  punktförmige  Licht- 
quelle L  (Taf.  XIX,  Fig.  106)  nacheinander  zwei  Kugelfläeheu  K  und 
Kl  beleuchtet,  so  werden,  wenn  die  Kugelfläehen  homogen  und  mit 
der  Lichtquelle  concentrisch  vorausgesetzt  werden,  alle  Punkte 
einer  jeden  der  beiden  Kugelflächen  genau  den  gleichen  Beleuehtungs- 
verhältnissen  unterliegen;  es  wird  sich  daher  die  B  eleuchtung  auf 
alle  Punkte  der  Kugelflächen  gleichmäßig  vertbeilen. 

Da  aber  beide  Kugelfläehen  dieselbe  Liehtmenge  empfangen, 
die  Oberflächen  jedoch,  über  welche  sich  diese  Lichtmenge  vertheilt, 
ungleich  sind,  gelangt  man  au  dem  Schlüsse,  dass  die  Beleuchtungs- 
intensität  irgend  eines  Punktes  der  größeren  der  vorliegenden  Kugel- 
oberflächen geringer  sein  muas  als  für  die  kleinere  und  zwar  in 
dem  nämlichen  Verhältnisse  geringer,  als  die  Oberfläche  der  einen 
Kugel  größer  als  die  der  anderen  Kugel  ist, 

Beaeichnen  wir  demnach  die  betreffenden  Kugelradien  beziehungs- 
weise mit  li  und  r,  die  augehörigen  Intensitäten  aweier  Punkte  der 
Kugeln  X  und  Ä",  mit  J  und  i,  so  erhalten  wir,  indem  wir  das 
Product  aus  den  jeweiligen  Intensitäten  und  den  ent- 
sprechenden Oberflächen  als  die  Lichtmengen  ansehen,  die 
letzteren  ausgedruckt  durch: 

J.4frü''    und    iAnr''. 

Hieraus  folgt: 
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Es  besteht  sonach  der  vorher  aufgestellte  uud  bereits  benutzte  Satz : 
333.   „Diß  Intensität  des  Lichtes  nimmt  im  qiiadrafAschen  Ver- 
hältnisse mit  der  Entfernung  von  der  Lichtquelle  ab. 

§.  333. 

Das  Verhalten  der  Körper  zum  Lichte  wird  durch  die 
drei  Haupteigeiisohaften :  a)  durch  das  „Hindurchlassen",  b)  durch 
die  „Eefleetion"  und  c)  durch  die  „Absorption"  des  Lichtes 
charakterisiert. 

Es  gibt  jedoch  keinen  Körper,  welchem  eine  oder  die  andere 
dieser  Eigenschaften  in  vollkommener  Weise  zukömmt.  Letzteres 
würde  eine  vollständige  TJnsichtbarkeit  des  betreffenden  Körpers  be- 
dingen. 

Im  allgemeinen  treten  die  genannten  Haupteigenschaften  immer 
gleichzeitig  und  stets  nur  bis  zu  einem  gewissen  Grade  größerer  oder 
geringerer  Vollkommenheit,  wobei  überdies  die  eine  oder  die  andere 
dominiert,  auf. 

Sobald  das  natürliche  Licht  die  Grenzen  der  Erdatmosphäre 
überschreitet,  kommen  sofort  auch  die  vorerwähnten  Eigenschaften, 
das  Licht  modificierend,  zur  Geltung. 

Ziemlich  vollkommen  besitzt  die  erstgenannte  Eigenschaft  die 
reine  atmosphärische  Luft;  jedoch  auch  hier  macht  man  für  bedeu- 
tendere Schichten  die  Wahrnehmung,  dass  die  Luft  dem  „Durch- 
lassen" des  blauen  Lichtes  günstiger  als  dem  einer  anderen  Farbo 
sei  und  dass  infolge  dessen  uns  das  reine  Firmament  blau  erscheint. 
Störend  macht  sich  hierbei  das  Vorhandensein  von  Wasserdunst,  be- 
sonders des  iu  der  Fonn  von  Wolken  verdichteten  Wasserdunstes, 
geltend.  Das  Licht  wird  durch  denselben  nach  den  verschiedensten 
Richtungen  zerstreut,  refiectiert  und  folglich  nicht  unbedeutend  ab- 
geschwächt, so  dass  es,  beispielsweise  bei  gleichmäßig  dicht  bedecktem 
Himmel,  keine  hesondere  Lichtstrahlenriehtung  und  daher  auch  keinen 
Sehlagschatten  gibt.  Das  ganze  Firmament  erscheint  uns  in  diesem 
Falle  als  gleichmäßig  leuchtende  Fläche. 

Die  Lichtwirkung  durch  ein  Fenster  auf  die  im  Inneren  eines 
Zimmers  befindlichen  Gegenstände  ist  sodann  dieselbe,  wie  wenn  die 
Fensteröffnung  als  gleichmäßig  leuchtende  Fläche  von  entsprechender 
Helligkeit  betrachtet  würde. 

Bei  den  Körpern  auf  der  Erdoberfläche,  welchen  iusbesondete 
die  weiter  anzustellenden  Betrachtungen  gelten,  herrschen  in  der  ßegei 
die  beiden  Eigenschaften  der  Absorption  und  Eeflection  vor. 
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Das  Licht  wird  vou  der  Oberfläche  dieser  Körper  theüweisa  ab- 
sorbiert und  zwar  gewöhnlich  in  der  Weise,  daas  gewisse  Farben  des 
Speetrnms  in  höherem,  andere  dagegen  in  geriügerem  Grade  absorbiert 
werden. 

Die  Eeflection  verhält  .sich  dann  selbstverständlich  reciprok 
zur  Absorption.  Hierbei  werdfin  die  Strahlen  iufolge  der  mehr 
oder  weniger  rauben  Oberfläche  nach  allen  Richtungen  refleetiert 
(difuse  Eeflegtion),  so  dass  von  allen  Punkten  der  Oberfläche  Strahlen 
in  das  Auge  gelangen,  die  Oberfläche  also  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung 
unter  jenem  Eindrucke,  den  das  Gemisch  der  reflectierten  verschieden- 
farbigen Strahlen  auf  unser  Sehorgan  hervorbringt,  sichtbar  wird. 
Hierdurch  ist  zugleich  auch  die  Farbenerscheinung  homogener 
Oberflächen  erklärt. 

§.  334. 

Die  Intensität  des  refleeti  erten  Lichtes  ist  der  In- 
tensität des  einfallenden  Lichtes  proportional,  «nd  lässt 
sich  weiters  durch  eine  ganz  einfache  Betrachtung  nachweisen,  dass 
die  besagte  Intensität  auch  von  dem  Einfallswinkel  der  Licht- 
strahlen abhängig  sei. 

Sind  AB  und  AG  (Taf.  XIX,  Fig.  103)  zwei  homogene  Ober- 
flächen, welche  durch  ein  Lichtprisma  ABx  in  der  Richtung  ccA  be- 
leuchtet werden,  so  wird  sich  zunächst  die  Beleuchtung  auf  jeder  dieser 
Oberflächen,  da  sie  homogen  sind,  gleichmäßig  vertheilen. 

Wenn  wh'  nun,  den  vorausgeschickten  Betrachtungen  entspre- 
chend, die  Intensität  *  als  den  Quotienten  aus  der  Licbt- 
menge  ili"und  der  Größe  der  beleuchteten  Oberfläche  F 
ansehen,  so  erhalten  wir  für  die  Intensitäten  i  und  i,  der  bezüglichen 
Flächen : 

.       Ji  ,      .  M 

'  =  -_p     und     i,  =  ^ 

und 

■   _  ■  Z_  ■  —  ■ 

Nennen  wir  die  Normalintensität  des  von  der  Fläche  difus 
reflectierten  Lichtes  —  welche,  nebenbei  bemerkt,  den  Maßstab  für 
den  Eindruck  bildet,  den  das  Auge  von  der  jeweilig  stattfindenden 
Beleuchtung  empfängt  —  die  „B eleu chtungs intens! tat"  der 
Fläche,  so  kann  der  nachstehende,  für  die  Belenchtungstheorie  wich- 
tige Satz  aufgestellt  werden; 
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S34.  „Die  Beleuchhingsintensitüt  in  irgend  einem  PunMe  einer 
Fläche  ist  dem  Sinus  des  Neigungswinlcels ,  welchen  die  Richhmg 
des  Lichtstrahles  mit  der  Tangentialebene  im  betreffenden  Punhte  der 
Fläche  einschließt,  proportional.'^ 

Die  Lage  der  Tangentialebene  in  jedem  Punkte  einer  Fläche 
bestimmt  sonaeh  für  eine  gegebene  Lichtstrahlenriclitung  deren  ab- 
solute Beleuchtungsinfcensität. 

Liegt  eine  stetige  krumme  Fläche  vor,  so  wird  diese  absolute 
Beleuchtuiigsintensität  in  Tersehiedenen  Punkten ,  je  nach 
der  Lage  der  zugehörigen  Tangentialebene,  verschieden  sein. 
Es  wird  unter  anderen  auch  Punkte  gehen,  in  welchen  die  Tan- 
gentialebene zur  Lichtstrahlenrichtung  parallel  ist. 
Diesen  letzthezeiehneten  Punktau  wird  (dem  Satze  234  zufolge)  selbst- 
verständlich die  absolute  Intensität  „Null"  entsprechen.  Alle 
diese  Punkte  werden,  da  die  Fläche  stetig  vorausgesetzt  wurde,  selbst 
wieder  continuiorlich  aufeinander  folgen  und  eine  Curve  auf  der  Fläche 
bilden,  welche  wir  als  die  „Selbstscbat tengrenze"  bezeichnen 
oder  auch  die  „Trennungslinie  zwischen  Licht  und  Schatten" 
nennen  können,  indem  dieselbe  den  dem  Lichte  direct  ausgesetzten 
Theil  der  Fläche,  d,  i.  den  beleuchteten  Theil,  von  dem,  dem 
Lichte  abgewendeten  oder  im  Selbstschatten  befindliehen  Theile 
der  Fläche  scheidet. 

§.  335. 

Setzen  wir  zunächst  eine  punktförmige  Lichtquelle  voraus, 
so  ist  die  obgenannte  Sehattengrenze  nichts  anderes,  als  die  Berüh- 
ruugseurve  des  der  Fläche  von  dem  leuchtenden  Punkte  aus  um- 
sciiriebenen  KegeL^. 

Derjenige  Theil  ASxy  (Taf.  XIX,  Fig.  107)  der  Kegelfläche, 
welcher  sich  hinter  der  Berührungscurve  AB  befindet,  umschließt 
den  „Schattenraum"  des  der  Fläche  i^  entsprechenden  Beleueh- 
tungskegels.  Findet  sich  hinter  F  eine  weitere,  von  derselben 
Lichtquelle  beleuchtete  Fläche  E  vor,  so  wird  in  allen  Punkten  der- 
selben, welche  innerhalb  des  vorgenannten  Schattenraumes  liegen,  das 
directe  Licht  abgehalten,  dorthin  zu  gelangen. 

Die  flesammtheit  all  der  Punkte  einer  Fläche,  welche,  obzwar 
der  Eichtung  des  direct  einfallenden  Lichtes  zugekehrt,  dennoch  von 
demselben  nicht  getroffen  werden  können,  da  sie  sich  im  Schatten- 
raume  einer  anderen  vorstehenden  Fläche  befinden,  pflegt  man  den 
„Sohlagsohatten"    jener  Fläche  zu  nennen,  welche  den  letzteren, 
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d.i.  den  Schlagschatten,  durch  das  Abhalten  der  directen  Licht- 
strahlen bewirkt. 

Ist  also  beispielsweise  die  Fläche  F  eine  Kugel  und  E  (Taf.  SIX, 
Fig.  307}  eine  Ebene,  so  wird  mau  A' B'  als  den  Schlagschatten  der 
Kugel  F  auf  die  Ebene  E  bezeichnen. 

§.  336. 

Wäre  die  Lichtquelle  nicht  mehr  als  punktförmig  aufzufassen, 
ist  dieselbe  vielmehr  als  eine  Fläche  von  endlicher  Ausdehnung 
zu  betrachten,  so  wird  an  die  Stelle  des  im  Torhergeheuden  Falle  er- 
wähnten Beleuchtungskegels  die  der  leuchtenden  und  der 
beleuchteten  Fläche  gemeinsam  umschriebene  Develop- 
palile  treten. 

Die  besagte  Developpable  wird  ihrerseits  aus  mindestens  zwei 
Mänteln  bestehen  und  werden  diese  letzteren  in  ihrem  Verlaufe  hinter 
der  beleuchteten  Fläche  die  Grenzen  derjenigen  ßäume  bilden,  in 
welche  das  Gelangen  des  directen  Lichtes  entweder  ganz  oder 
theilweise  abgehalten  wird.  Den  ersteren  dieser  Räume  pflegt  man 
den  „Kernscliattenraum",  den  letzteren  dagegen  den  „Halb- 
schattenraum"  zu  nennen. 

Um  das  eben  Angedeutete  einigermaßen  zu  versinnliehen,  denken 
wir  uns  allenfalls  die  leuchtende  Fläche  sowohl,  als  auch  die  beleuch- 
tete als  Kugelflächen. 

Die  beiden  Mäntel  der  gemeinsam  umschriebenen  Deve- 
ioppablen  bilden  unter  dieser  Voraussetzung  zwei  Kegelflächen 
ABS  uad  UNS  (Taf.  SX,  Fig.  108).  Die  Curven  AGB  und 
MFN  stellen  die  Beriihrungscurven  der  genannten  Kegel  mit  der 
beleuchteten  Flache  F  dar,  bestimmen  also  unter  anderem  auch  die 
Zone,  welche  nur  von  einem  gewissen  Theile  der  leuchtenden 
Kugelfläche  directes  Licht  empfangt.  Der  Kernschattenraum  er- 
scheint somit  durch  ABS,  und  der  Halbscbattenraum  durch  MN M'N' 
dargestellt. 

Befindet  sieh  hinter  der  beleuchteten  Fläche  F  eine  ander- 
weitige Fläche  Fl,  so  werden  alle  Punkte  derselben,  welche  im  Kern- 
schattenraume  liegen,  von  keinem  Lichtstrahle,  die  Punkte  dagegen, 
welche  sich  im  Halbsehattenraume  vorfinden,  nur  von  einem  Theile 
der  Lichtstrahlen,  welche  die  leuchtende  Kugel  aussendet,  in  der 
Weise  getroffen,  dass  die  Anzahl  der  directen  Lichtstrahlen  von  der 
Grenze  des  Kernschattens  A'C'B'D'  nach  der  Grenze  M'F'N'B' 
des  Halbschattens  stetig  zunimmt,  und  demgemälä  vom  Kernschatten 
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aus  bis  Kum  voll  ständig  lieleiichteteii  Tlieile  ein  allmählichev 
Übergang  statt  hat. 

Im  übrigen  verhalten  sich  die  direct  beleuchteten  und  das  Licht 
difu3  reflectierenden  Körper  ganz  so  wie  die  Lichtquelle  selbst,  und 
gelten  sowohl  für  diese,  sowie  auch  für  das  von  ihnen  ausgestrahlte 
Lieht  all  die  bisher  über  essentielle  Lichtquellen  angestellten  Be- 
trachtungen. 

Das  von  beleuchteten  Körpern  reflectierfce  Licht 
beleuchtet  also  auch  wieder  andere  in  der  Umgebung  befindliche 
Eörper  ganz  nach  denselben  Gesetaea  wie  die  bisher  aufgestellten 
und  modificiert  hiedurch  die  durch  das  direct  auffallende 
Licht  bewirkten  Beleuchtungsverhältnisse. 

Hierbei  wäre  bloß  noch  der  Umstand  in  Erwägung  au  ziehen, 
dass  das  difus  reflectierte  Licht  eine  bedeutend  geringere 
Intensität  als  das  direct  einfallende  Licht  aus  dem  Grunde  besitzt, 
als  die  Ausstrahlung  desselben  von  irgend  einem  Punkte  nach  allen 
Eicbtungen  erfolgt  und  jeder  unter  ganz  bestimmtem  Winkel  ein- 
fallende directe  Lichtstrahl  gewissermaßen  in  ein  Bündel 
refloctierter  Lichtstrahlen  aertheilü  wird. 

§.  3U7. 

Wenn  wir  vorläufig  von  der  indirecten  Beleuchtung  durch 
andere  in  der  Nähe  der  direct  beleuchteten  Körper  befindliehe  Körper 
absehen,  so  erheUt  aus  dem  bereits  Erörterten,  dass  die  beleuch- 
teten Flächen,  wie  sie  sich  dem  Auge  darbieten,  nicht  in  ihrer  ab- 
soluten Beleuchtuagsiatensität  erscheinen  können,  dass  vielmehr  der 
Eindruck,  den  wir  empfangen,  einerseits  wieder  von  der  jeweiligen 
Entfernung  des  Auges  und  andererseits  von  dem  Ausstrah- 
lungswinkel der  in  das  Auge  gelangenden  Lichtstrahlen  abhänge, 
und  [dass  auch  diesbezüglich  genau  dieselben  Gesetze,  welche 
wir  (die  Entfernung  der  Lichtquelle  und  den  Ausstrahlungswinkel  der 
Lichtstrahlen  betreffend)  bereits  aufstellten,  ihre  Giltigkeit  bewährea. 

Wir  könneu  die  durch  diese  Umstände  herbeigeführte  Modifi- 
cation  des  Lichtes  die  „scheinbare  Beleuchtung"  nennen. 

Ist  die  beleuchtete  Fläche  in  ihrem  Verlaufe  stetig  und  in 
ihrer  Oberfläche  homogen,  so  ist  an  und  für  sich  klar,  dass  all 
jene  Punkte ,  welche  dieselbe  scheinbare  Beleuchtung  für 
ein  bestimmtes  Auge  zeigen,  auch  stetig  aufeinander  folgen 
werden.  Besagte  Paukte  werden  in  ihrer  Aufeinanderfolge  Linien 
bilden,    welche  wir  durch  den  Namen    „Isophengen",    das    heißt 
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„Linioii     gleicher    acheinliarer    Beleiichtungsiiitensität" 
lienozeielmen  wollen. 

Die  Construetion  diser  Isophengen  ist  selbst  in  den  einfachsten 
Fällen  verhältnismäßig  compliciert  und  iDur  durch  Verwendung  von 
Curven  höherer  Ordnung  (Potenzeuryon)  durchführbar. 

§.  338. 

Wählen  wir,  um  einerseits  das  Gesagte  au  bethätigen  und  um 
andererseits  das  über  die  Construetion  von  Isophengen  Wis- 
senswerte zu  erledigen,  das  nachstehende,  höchst  einfache  Beispiel. 

61.  Aufgabe.  Eine  Ebene  £'  werde  von  einer'  unendlich  fernen 
punktförmigen  Lichtquelle  in  allen  Punkten  gleichmäßig  beleuclitet ; 
es  seien  die  Linien  gleiclier  scheinbarer  Beleuolitungsinteusität  für 
ein  bestimmtes  Auge  A  zu  construieren. 

Wie  a  priori  einzusehen,  werden  in  dem  vorliegenden  Falle  die 
Isophengen  concentrisehe  Kreise  sein,  deren  Mittelpunkt  die 
orthogonale  Projection  von  Ä  (Taf.  XX,  Fig.  109)  auf  die  Ebene  S, 
also  A'  ist. 

Es  wird  sich  sonach  bloß  darum  handeln,  die  ßadien  dieser 
Isophentreise  zu.  finden. 

Bezeichnen   wir    die    scheinbare    Intensität    im  Punkte  ji' 
mit  ig  und  jene  in  irgend  einem  anderen  Punkte  F  mit  i,  s 
für  ÄA'  ^  d  und  I'A  =  r,  auf  Grund  vorausgeschickter  ! 
Gleichung: 

.  _  1      cosp 
^«'-'^  -^  •    ^ä- 
oder: 


Durch  Substitution    der    entsprechenden    Werte,    d.    i,    »o  =  1    und 
d  ^  r,  cosip,  erhält  man; 

i  ^  cos^rp. 
Setüen  wir  in  die  vorstehende  Gleichung  der  Ordnung  nach  für 
i  die  speciellen  Werte: 

i^l-0,  0-9,  0-8,  0-7,  0-6  ..    .   O'l, 
so  lassen  sich  anstandslos  die  Winkel  9  und  hiernach  jene  Punkte 
finden,  denen  der  Reihe  nach  die  scheinbare  Intensität   0'9..,0-l 
von    der    als    Einheit    angenommenen    Intensität    im   Punkte 
A'  entspricht. 
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Die  Winkel  (p  oder  beziehungsweise  deren  Cosiause  lassen  sich 
nun  leicht  mit  Zuhilfenahme  der  Potenacurve  dritter  Ordnung: 

1J  =  x^ 
zwischen   deo   Grenzen    0  <  a;  <  1 ,    wobei    zweckmäßig    die  Einheit 
gleich  d  angenommen  wird,  construetiv  bestimmen. 

Werden  die  so  gefundenen  Werte  von  Ä  aus  gegen  A'  nach 
©9!  Qa--  -Qi  aufgetragen,  werden  ferner  in  den  letztgenannten  Punkten 
Senkrechte  zu  AÄ'  bis  zum  Schnitte  mit  dem  aus  A  über  AA'  be- 
schriebenen Kreise  K  geführt,  und  werden  weiters  die  besagten  Schnitt- 
punkte mit  A  geradlinig  yerbunden,  so  bestimmen  die  Schnitte  M^, 
Mg...M,  auf  dem  Kreise  K  von  A'  aus  gemessen,  die  Größe  der 
Winkel 

99,  9»,  971  96  ■  ■   ■  <P„ 
während  die  betreffenden  Wiukelschenkel 

AMg,  AMg,  AM^,  AMs  .  .  .  AM, 
im  Schnitte  mit  der  Ebene  E  die  aufeinander  folgenden  Punkte  der 
Isophengenkreise 

0-9,  0-8,  0-7,  0  6...  0-1 
liefern,   welche    nunmehr  aus  ihrem  Mittelpunkte  A'  anstandlos  be- 
schrieben werden  können. 

§.  339. 

Wie  der  Durchführung  dieses  höchst  einfachen  Beispieles  zu  ent- 
nehmen, gestaltet  sich  die  Construetion  der  Isopfaengen  selbst 
schon  in  diesem  Falle  unverhältnismäßig  schwerfällig,  doch 
potenzieren  sich  die  Complicationen  und  vermehren  sich  die  Schwierig- 
keiten noch  in  weit  höherem  Grade,  wenn  allgemeinere  Bedingungen 
vorliegen,  wenn  also  etwa  eine  in  endlicher  Entfernung  sich  befind- 
liche LichtciueUe  gegeben  wäre  und  als  beleuchtete  Fläche  irgend 
eine  krumme  Fläche  vorausgesetzt  würde. 

Als  uncoustruierbar  dürften  wir  die  Isophengen  in  dem  Falle 
bezeichnen,  wenn  die  im  Endlichen  gelegene  Lichtquelle  nicht 
punktförmig  wäre,  sondern  einerseits  als  leuchtende  Fläche 
von  bestimmter  Ausdehnung  vorausgesetzt  würde  und  andererseits  die 
Wirkungen  des  indirecten  Lichtes,  welches  in- der  Nähe  befind- 
liche Körper  ausstrahlen,  zu  berücksichtigen  wären. 

Hervorgehoben  muss  diesfalls  noch  werden,  dass  all  die  bisher 
in  Betracht  gezogenen  Umstände,  welche  die  scheinbare  natürliche 
Beleuchtung  beeinflussen,  in  ihrer  Gesammtheit  noch  immer  nicht  aus- 
schließlich den  subjectiven  Eindruck   bedingen,   welehea  wir  von   der 
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Beleuchtung  der  Gegenstände  erhalten.  Es  tritt  vielmehr  in  jedem 
Falle  noch  ein  Factor  hinzu,  dessen  Einfluss  auf  unsere  "Wahr- 
nehmung geradezu  unbereehenhar  ist  und  der  daher  bei  den 
Beleuchtungsconstructionen gar  nicht  oder  doch  nur  unvollkoinmen 
berücksichtigt  werden  könnte:  es  siad  dies  die  physiologischen 
Eigeathümlichkeiten  unseres  Sehorganes. 

Besagte  physiologische  EigenthOmtichkeiten  des  Auges  sind  der 
mannigfaltigsten  Art,  lassen  sich  aher,  insoferne  sie  den  Gegenstand 
unserer  Besprechung  beeinflussen,  in  zwei  Gruppen  theilen. 

a)  In  jene,  welche  sich  auf  die  Beleuchtungsstärke  und 
auf  die  Farhe  beziehen,  und 

T))  in  solche,  welche  durch  die  Entfernung  der  beleuch- 
teten Objecto  von  unserem  Aage  bedingt  erscheinen. 

In  die  erste  dieser  Kategorien  gehören  beispielsweise  die 
Er'-chemuBgen,  welche  darin  bestehen,  dass  bei  stärkerer  Beleuchtung 
(bi';  zu  emer  gewissen  Grenze)  der  Körper  die  Unterschiede  zwischen 
Lieht  und  Schatten  viel  markanter  hervortreten,  dass  das  Licht  viel 
heller,  der  Schatten  dagegen  in  demselben  Verhältnisse  dunkler  er- 
scheint, als  bei  weniger  intensiver  Beleuchtung  des  Objectes. 

Ferner  gehören  hierher  die  Wirkungen  der  Oont raste, 
welche  sich  dadurch  äußern,  dass  dort,  wo  eine  helle  und  eine  dunkle 
Fläche  in  einer  scharfen  Kante  ausammenstoßen,  die  helle  Fläche  in 
der  Nähe  der  Kante  viel  holler,  die  dunkle  Fläche  dagegen  weit 
dunkler  erscheint  als  in  ihren  übrigen  Punkten. 

Hieraus  erklärt  sich  auch  theilweise  schon,  warum  der  Schlag- 
schatten, welcher  auf  eine  helle  Fläche  geworfen,  bedeutend 
intensiver  hervortritt,  als  der  Selbstschatten,  der  sich  bei  einem 
allmählichen  Übergange  der  Fläche  in  dem  Sehattenraume  ergibt. 

Aber  auch  die  Farbe,  also  gewissermaßen  die  Qualität  des  in 
das  Auge  gelangenden  Lichtes,  hat  die  Eigenschaft,  die  Sehnerven  in 
dem  einen  Falle  mehr,  in  einem  anderen  Falle  weniger  au  erregen; 
dieselbe  übt  also  gleichfalls  ihren  Einflnss  auf  die  subjective  Bc- 
ieuehtungsempfindung.  So  erhalten  wir  beispielsweise  von 
weißen  Flächen  bei  übrigens  gleich  intensiver  Beleuchtung  entschieden 
den  Bindruck  größerer  Helligkeit,  als  von  andci"sfärbigen  Flächen. 
Ebenso  nähern  sich,  wie  wir  aus  der  Erfahrung  wissen,  alle  einfachen 
Farben  bei  gesteigerter  latensität  der  Beleuchtung,  dem  Eindrucke 
des  Weißen. 

Von  den  Farben  des  Sonnenspectrums  erscheint  uns  das  Gelb 
als  die  relativ  hellste  Farbe.  Die  Helligkeit  der  übrigen  Farben  nimmt 
zu  beiden  Seiten  des  Speetrums  stetig  ab. 
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Was  die  physiologischen  Erscheinungen  der  zweiten 
Gruppe  anbelangt,  so  lehrt  die  Erfahrung,  dass  die  Unterschiede  in 
der  Beleuehtniigainteasitäb  in  der  Nähe  (die  Grenze  bildet  die  deut- 
liehe Sehweite)  deutlicher  wahrnehmbar  sind,  als  in  größerer  Ent- 
fernung. 

Als  allgemeine  Kegel  iässfc  sich  diesfalls  aufstellen,  dass  lichte 
Stellen  in  der  Entfernung  relativ  dunkler,  dunkle  Stellen  dagegen 
relativ  heller  erscheinen,  so  dass  also  gewissermaßen  in  größerer  Ent- 
fernung Licht  und  Sehatteö  ineinander  verschwimmen  und  die  kleineren 
Verschiedenheiten  von  „Hell"  und  „Dunkel"  ähnlieh  wie  die  Details 
in  den  Contouren  der  betrachteten  Objecto  mit  der  Zunahme  der 
Distanz  mehr  oder  weniger  verschwinden. 

Der  letatangeführte  Umstand  ist  auch  bei  der  Aufnahme  von 
Objecten  nach  der  Natur  und  namentlich  dann  eu  herücksichtigen, 
wenn  sich  größere  Unterschiede  in  den  Entfernungen  dem  Auge  dar- 
bieten, wie  dieses  beispielsweise  bei  Landschafts bildern  vorzukommen 
pflegt. 

Die  Erklärung  der  erwähnten  Eigenthilmiichkeiten  liegt  einerseits 
in  dem  unvollkommenen  Äceomodationsvermögen  unserer 
Sehorgane,  andererseits  aber  auch  in  der  Schwächung  und  der 
Zerstreuung  der  Lichtstrahlen  durch  jene  Luftschichten,  welche 
sieh  zwischen   den   darzustellenden  Objecten  und  dem  Auge  befinden. 

§.  340. 

Durch  diese  in  aller  Kürze  gepflogeneu  Erörterungen  wurden  die 
wichtigsten  Umstände  gekennzeichnet,  welche  auf  die  natürliche 
Beleuchtung  Einfluss  nehmen,  und  wurde  durch  die  Aufzählung 
derselben  klar  gelegt,  dass  eine  vollkommene  Berücksichtigung 
aller  einflussübenden  Pactoren  ganz  unmöglich  sei. 

Hieraus  geht  aber  weiter  hervor,  dass  die  nothwendige  feste 
Grundlage  zu  streng  theoretischen  Constructionen  fehle 
und  dass  wir  uns  daher  begnügen  müssen,  die  Grenze  des  Mög- 
lichen KU  erreichen. 

Das  künstlerisch  gebildete,  die  Natur  belauschende  und  beobach- 
tende Auge  muss  diesfalls  vermittelnd  und  ergänzend  eintreten. 

Wir  werden  uns  daher  hei  den  B  eleu  cht  ungsconstru  c- 
tionen  zufrieden  stellen  müssen,  dem  Auge  „durch  Zuhilfenahme  der 
Construction"  solche  Anhaltspunkte  zu  gehen,  die  nicht  nur  geeignet 
erscheinen,  eine  "Übersicht  über  die  Vertheilung  der  Helligkeitsunter- 
schiede zu  schaffen,  sondern  auch  die  „durch  Anschauung"  unterstützte 
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praktische  Nachbildung  der  Beleuchtungsmodali  täten  wesectlich 
erleichtern. 

Die  durch  die  Coustruction  zu  gewinnenden  Fingerzeige  müssen 
naturgemäß  solcher  Art  sein,  dass  sie  einerseits  für  jeden  gegebenen 
Fall  der  Beleuchtung  charakteristische  Momente  bilden,  und  andererseits 
so  beschaffeB  sein ,  dass  ihre  Bedeutung  und  das  Wesen  ihrer  Con- 
struction  Ton  den  yerschiedenen  obeiwähufcen  Bedingungen,  welche 
die  Beleuchtung  beeinflussen,  möglichst  unabhängig  sind. 

Derartige  Momente  treten  in  der  That  bei  der  Bestimmung 
der  nSelbstschattengreuze"  für  das  directe  Licht,  sowie  aucti 
bei  der  Feststellung  des  „Sebiagsehattens"  auf. 

Wir  werden  diesbezüglich  in  der  weiteren  Folge  finden,  dass  sich 
die  Construotionen  der  vorbezeichneten  Schatten  ziemlich  allgemein 
und  unabhängig  von  der  Specialisierung  der  vielen,  vorhergehend  an- 
geführten Bedingungen  behandeln  lassen. 

Häufig  lässt  man  es  auch  bei  der  bloßen  Construction  der  Selbst- 
«nd  Schlagschatten  „als  genügende  Anhaltspunkte  behufs  weiterer 
Durchführung  dei  Schattierung"  bewenden. 

§.  341. 

In  Bezug  auf  das  tecbnische  Zeichnen  ist  man  jedoch  einen 
Schritt  weiter  gegangen,  indem  man  auf  Grund  von  Voraus- 
setzungen, welche  die  Construction  möglichst  einfach 
gestalten,  nicht  nur  die  Selbst  -  und  Sehlagschatten  bestimmt, 
sondern  auch  Punkte  der  Objecte  festzustellen  sucht,  deren  Hellig- 
keiten stufenweise  den  Übergang  vom  Lichte  zum  Schatten 
vermitteln. 

Die  Voraussetzungen,  unter  welchen  man  diesfalls  constrniert, 
lassen  sich,  wie  folgt,  kurz  ausammenfassen: 

«)  Die  Objecte  werden  durch  eine  unendlich  ferne  punkt- 
förmige Lichtquelle,  also  durch  parallele  Lichtstrahlen 
beleuchtet.  Diese  Annahme  entspricht  so  ziemlich  der  natürlichen 
directen  Sonnenbeleuchtung. 

&)  Das  beobachtende  Auge  befindet  sich  in  unendlicher 
Entfernung. 

Wir  werden  es  somit  selbstverständlich  nur  mit  „Parallel- 
projectioaen"  zu  thun  haben. 

Durch  diese  Voraussetzungen  werden  die  wesentlichsten  Schwie- 
rigkeiten behoben,  welche,  wie  wir  Im  Vorausgeschickten  andeuteten, 
mit  der  Annahme  des  Auges  „im  Endlichen"  verbunden  sind. 
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Die  Modificationen,  welche  die  Beleuehtnngserseiiei- 
ßungeü  durch  ein  in  endlicher  Entfernuag  befindliches 
Auge  erleiden  und  die  wir,  vom  mathematischen  Standpunkte 
aus,  als  uuoonstriüerbar  bezeichneten,  sind  hiermit  be- 
seitigt. 

Für  die  „centrale  Projeetion"  werden  wir  uns  mit  der  Con- 
struction  der  Seihst-  und  Schlagsehattengrenzen  zufrieden- 
steilen  1 


Ein  näheres  eonstractives  Eingehen  in  die  Details  der  Beleuch- 
tung erscheint  diesfalls  zwecklos. 

c)  Man  begnügt  sich  mit  der  Angabe  der  absoluten  B  e- 
leuehtungsintensitäten,  lässt  also  den  Ausstrahlungswinkel 
der  in  das  Auge  gelangenden,  difus  reflectierten  Strahlen  gaaz 
unberücksichtigt  und  fuhrt  auch  schließlich  die  Schattierung 
bloß  auf  Grund  dieser  Daten  aus. 

Die  Annahme  dieser  Grundbedingungen  für  die  Beleuchtungs- 
eonstructionen  erscheint  schon  an  und  für  sich  durch  den  Hinweis 
gerechtfertigt ,  dass  die  bei  der  Beleuchtung  mi  t  wirkenden 
Eaetoren  zahllosen  Änderungen  unterliegen  und  dass  deshalb 
auch  die  Beleuchtung  selbst  einem  stetigen  Wechsel  unterworfen  ist,  so 
dass  man  gezwungen  wird,  unter  den  verschiedeneu  Combiuationen, 
weiche  diese  Faetoren  untereinander  eingehen,  resp.  zulassen,  eine 
derselben  herauszugreifen. 

Wir  wählen  diejenige  Combination,  welche  uns  unter  den  ob- 
waltenden Verhältnissen  die  zweckentsprechendste  dünkt. 

Die  Berechtigung  der  hier  zu  treffenden  Wahl  liegt  auch  in  dem 
Umstände,  dass  man  im  technischen  Zeichnen  nicht  „Stimmtings- 
hilder"  7,u  erhalteu  strebt,  sondern  vielmehr  nur  solche  Bilder  zu 
erzeugen  sucht,  welche  dem  ungeübteren  Auge  durch  die  Schattierung 
den  mitunter  nothwendigen  Behelf  zur  klaren  Vorstellung  der 
räumlichen  Gebilde  bieten  oder  diese  doch  erleichtern  helfen, 
und  so  den  erforderlichen  Aufsehluss  über  die  Beschaffenheit  der 
jeweilig  bildlieh  darzustellenden  Fläche,  namentlich  über  deren  Krüm- 
mung in  den  einzelnen  Punkten  derselben  ertheilen. 

Das  soeben  Ausgesprochene  wird  durch  Zugrundelegung  der  ob- 
angeführten  Voraussetaungen  vollständig  erreicht,  indem  dem  Auge 
durch  die  nach  Maßgabe  der  absoluten  Beleuehtungsinten- 
sität  vollzogene  Schattierung  die  Lage  der  Tangentialebene  in  jedem 
Punkte  der  Fläche  vergegenwärtigt  wird. 
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Auf  üruud  der  gepöogenen  Auseinaudersetzungen  weriJen  wir 
demuach  Punkte  eiaer  vorgegebenen  Fläche  zu  suchen  haben,  welche 
stufenweise  den  Ühergaag  von  der  größten  Helligkeit  bis  In 
den  Selbstschatten  vermitteln. 

Im  allgemeinen  und  für  gewöhnliche  Fälle  pflegt  man  zehn 
solcher  Stufen  anzunehmen,  und  wird  es  hiernach  die  Aufgabe  des 
Coiistructeurs  sein,  alle  jene  Punkte  einer  vorliegenden  Fläche  m  be- 
stimmen, welchen  heziehungsweise  die  Helligkeiten: 

1-0,  0-9,  0-8,  0-7,  0-6 0-1,  O'O 

zukommen.  Hierbei  wird  1*0  als  die  Helligkeit  jenes  Punktes  an- 
gesehen, dessen  Tangentialebene  normal  zur  Richtung  des 
einfallenden  Lichtes  steht. 

Die  stetige  Aufeinanderfolge  aller  Punkte  gleicher  Stufe 
bestimmen  die  „Linien  gleicher  absoluter  Beleuchtungs- 
intensität" oder  die  „Isophoten"  der  Fläche. 

Nachdem  aber  die  absoluten  Helligkeiten  dem  Sinus  desjenigen 
Winkels  proportional  sind,  welchen  der  einfallende  Lichtstrahl 
mit  der  jeweiligen  Tangentialebene  einsohließt,  und  nachdem 
wir  die  Helligkeit  der  zur  Lichtstrahlenrichtung  senkrechten  Ebene  als 
„Einheit"  annahmen ,  die  absoluten  Helligkeiten  also  dem 
Sinus  der  genannten  Winke!  direct  gleich  sind,  so  wird  sich  das 
Problem  der  „Isop  boten -Bestimmung"  dahin  interpretieren  lassen, 
solche  Linien  einer  vorgegebenen  Fläche  zu  constrnieren, 
längs  welchen  der  Sinus  des  Winkels  der  Lichtstrahlen- 
richtuag  mit  der  zugehörigen  Tangentialebene  der 
Fläche   gleich; 

i'O,  0-9,  0-8,  0-7,  0-6 0-1,  00 

ist. 

Wie  leicht  ku  ersehen,  entspricht  der  Isophote  von  der  Hellig- 
keit „Null"  die  Selbstschattengrenze  der  Fläche,  und  die  Iso- 
phote von  der  Helligkeit  „Eins"  allen  jenen  Punkten,  deren  Tan- 
gentialebenen zur  Lichtstrahlen  richtung  senkrecht 
stehen,  iu  welchen  also  der  ein-  oder  auffallende  Lichtstralil  mit 
der  Flächennormale  zusammenfällt. 

Derartige  Punkte  treten  jedoch  nur  vereinzelt  auf  der  Fläche 
auf  und  wird  sich  das  System  der  Isophoten: 

0-1,  0-2,  0-3,  0-4.  ...0-9 
von  der  Selbstschattengrenze  ausgehend  gegen  die  Punkte  l'O 
der  Fläche  immer  mehr  und  mehr  zusammenziehen. 
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Ist  die  Fläche  stetig  gekrümmt,  so  werden  auch  die  Punkte 
der  Isophoten  stetig  aufeinander  folgen;  dieselben  werden  geschlos- 
sene Curven  bilden,  und  werden  daher  unendlich,  ferne  Äste 
derselben  stets  nur  paarweise  auftreten  können  und  nur  paarweise 
die  nämliche  Asymptote  besitzen. 

Im  allgemeinen  können  sich  Tsophoten  verschiedener  Stufen 
nicht  schneiden.  Tritt  letzteres  ein,  so  entspricht  dem  Schnittpunkte 
eine  Discontinuität  der  Krümmung,  oder  was  dasselbe  ist,  ein 
sjnguiärer  Punkt  der  Fläche. 

Denkt  man  sich  längs  irgend  einer  Isophote  alle  mögli- 
chen Tangentialebenen  gelogt,  so  werden  diese  in  ihrer  Auf- 
einanderfolge eine  Dereloppable  bestimmen,  welche  die 
gegebene  Fläche  längs  der  Isophote  berührt  und  einen  Rotation skegel 
zum  Kichtungskegel  hat,  dessen  Achse  die  Lichtstrahlen- 
richtung ist. 

Die  Developpable  wird  in  allen  ihren  Punkten  dieselbe  con- 
stante  „absolute  Belouchtungsintensität"  zeigen. 

Die  Enyeloppe  aller  dieser  abwickelbaren  Flächen  längs  der 
„Isophoten",  wobei  jedoch  nicht  bloO  die  vorerwähnten  zehn  Stufen 
derselben,  sondern  auch  alle  möglichen  Zwiseheu-Isophoteii  zu  ver- 
stehen sind,  ist  die  betrachtete  Fläche  selbst. 

§.  343. 

Auf  die  vorausgeschickten  Erörterungen  und  die  hieraus  gefol- 
gerten Ergebnisse  gründet  sich  die  Schattierung  der  Flächen. 

Mit  Zugrundelegung  einer  zehntheiligen  Beleuchtungs- 
scala  oder  beziehungsweise  nach  Angabe  der  zehnstufigen  Iso- 
photen,  legt  man  denjenigen  Theil  der  Fläche,  welcher  «wischen  den 
Isophoten  0'9  und  0'8  liegt,  einmal,  jenen  zwischen  0'8  und  0'7 
zweimal  etc.  etc.  und  auf  die  angedeutete  Weise  fortschreitend,  bis 
zur  Schattengrenze  zehnmal  mit  einem  und  demselben  Farben- 
tone  au. 

Um  jedoch  eine  günstigere  Wirkung  zu  erzielen,  belässt  man  den 
im  Selbstschatten  sich  befindlichen  Theil  der  Fläche  nicht  gleich- 
mäßig dunkel,  sondern  berücksichtigt  gleichzeitig  auch  den  BinÜuss 
des  Eeflexliohtes. 

Diesbezüglich  pflegt  man  die  der  Wirklichkeit  ziemlich  entspre- 
chende Annahme  zu  machen,  dass  die  Eisultierende  aller  in  den 
Schattenraum  hineingestreuten  reflectierten  Lichtstrahlen,  im  Ver- 
gleiche zu  jenen  im  directen  Lichte,  geradezu  entgegengesetzt, 
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gerichtet  sei  und  dass  derselben  blofs  die  halbe  Intensität  von 
jener  des  directon  Lichtes  entspreche. 

Dieser  Voranssetzung  gemäß  findet  sieh  im  Selbstschatten 
die  hellste  Stelle  dort  vor,  wo  die  Liehtstrahlenrichtung  zur  Nor- 
male für  die  Fläche  wird,  und  erhält  dieselbe  die  Intensität  0'5.  Es 
werden  hiernach  auch  Isophoten  im  Selbstschatten  zu  unter- 
scheiden sein. 

Da  die  Richtungen  des  directeii  und  des  Eeflexlicbtes  in  eine 
Gerade  fallen,  so  ist  nach  der  geometrischen  Interpretation,  welche 
wir  von  der  Isophoten  gegeben  haben,  klar,  dass  die  Linien  gleicher 
Helligkeit  im  Selhstschatten  diejenigen  sein  werden,  welche  sich 
bei  der  allgemeinen  Bestimmuag  der  Isophoten  (im  Selbstschatten- 
theil  der  Fläche)  von  selbst  ergeben,  nur  muss  ergänzend  hinzugefügt 
werden,  dass  sich  dieselben  in  Bezug  auf  den  Farhenton  —  da  die  In- 
tensität halb  so  groß  als  die  desdirecteaLichfces  angenommen 
wurde  —-  nicht  um  je  eine  ganze  Stufe  wie  im  beleuchteten 
Theiie,  sondern  bloß  um  je  eine  halbe  Stufe  von  einander  unter- 
scheiden. 

Die  ermittelten  Isoplioten  0-2,  0-4,  0-6,  0-8,  l'O  werden  dem- 
gemäß, den  besagten  Annahmen  entsprechend,  im  Selbstschatten 
die  Intensitäten:  Q-l,  0'2,  0'3,  0*4  und  0-5  besitzen. 

An  diese  Voraussetzungen  und  an  die  aus  denselben  gefolgerten 
Kesultate  pflegt  man  sich  bei  der  Schattierung  des  Selbstschattentheils 
der  Fläche  zu  halten. 

Man  wird  also,  hierauf  gestützt,  denjenigen  Theil  der  Fläche, 
welcher  zwischen  der  Selbstschattengrenze  und  der  Iso- 
phote  0-2  liegt,  im  Selbstschatten  zehnmal  und  von  da  aus- 
gehend bis  iur  loophote  (J  4  neunmal  etc.  mit  dem  erstgewähiten 
Farbeutone  anzulegen  haben. 

Um  nun  auch  über  die  Anzahl  der  Farbentöne  in  jeder 
Zone  eine  leichte  und  schnelle  übersieht  zu  erlangen,  ist  gleichsam 
stillschweigend  das  Übereinkommen  getroffen  worden,  die  Isophoten 
im  Lichte  sowohl  wie  auch  im  Selbstschatten  nicht  nach  Maß- 
gabe ihrer  Helligkeit,  sondern  nach  der  Anzahl  derFarben- 
töne,  welche  durch  erstere  bestimmt  werden,  zu  numerieren,  resp. 
zu  cotieren. 

Die  Bezeichnung  wird  demgemäß  eine  inverse  werden  müssen, 
und  werden  wir  folglich  statt  der  Isophoten:  l'O,  0-9,  0'8,  0-7, 
0-6 0-2,  O'l,  0-0  im  beleuchteten  Theiie  bis  zur  Selbst- 
schattengrenze,   zu    schreiben    haben:    0,    1,    2,    3 8,   ö,  10; 


y  Google 


409 

während  statt  der  Isophoten:  0-2,  0-4,  0-6,  0-8,  l'O  im  Selbst- 
schatten,  die  Bezeiolinung :  9,  8,  7,  6,  5  eiuzufölii'eii  sein  wird. 

Die  obere  Grenze  jeder  Zone  gibt  diesfalls  durch  die  ihr  bei- 
gefügte Zahl  oder  Cote,  die  Anzahl  der  Farbentöne  an,  welche 
dieselbe  unter  den  obwaltenden  Verhältnissen  zn  erhalten  hat.  In  Hin- 
kunft woUeD  wir  diese  letzteingeführte  Bezeiehunng  festhalten. 

Die  nach  obigem  Schema  durchgeführte  Schattierung  —  obwohl 
dieselbe  nach  den  vorhergegangeDeu  Auseinandersetzungen  nur  einen 
annäiierungsweisen  Anspruch  auf  Richtigkeit  hat  —  gibt 
trotz  der  mannigfachen  Vernachlässigungen,  überraschend  gute  Bilder 
von  den  Beleuehtungsvorhältnissen  der  dargestellten  Objecto, 

Eine  noch  bessere  Wirkung  kann  übrigens  dadurch  erzielt  werden, 
dass  man  bei  stetig  gekrümmten  Fiäehen  die  mitunter  noch  etwas 
schroffen  Übergänge  von  der  einen  Zone  in  die  andere  entweder  von 
vornherein  durch  Bestimmung  eines  mehr  als  zehnstufigea  Iso- 
ph  otensystems  oder  auch  durch  nachträgliches  beiläufiges  Aus- 
gleichen der  Grenzen  mildert. 

Auf  diese  Weise  wird,  bei  entsprechender  Ausführung,  im 
aligemeinen  ein  ebenso  wirksamer  als  günstiger  Eindruck  matt  glän- 
zender Flächen  erzielt,  welcher  dem  Materiale,  aus  dem  technische 
Objecte  bestehend  gedacht  oder  wirklich  hergestellt  werden,  möglichst 
entspricht. 

§.  344. 

Was  den  Schlagschatten  anbelangt,  so  wird  derselbe  wesent- 
lich dunkler  als  der  Selbstschatten  gehalten  und  zwar  um  so  dunkler, 
auf  je  hellere  Flächen  derselbe  geworfen  wird. 

Man  pflegt  dem  Schlagschatten  auf  diejenigen  Theile  der  Fläche, 
in  welchen  die  Tangentialebene  normal  gegen  das  direet  ein- 
fallende Licht  liegt,  die  doppelte  Anzahl  von  Farbentönen, 
als  dem  dunkelsten  Theile  des  Selbstschattens  au  geben. 

Für  die  von  uns  angenommenen  zehn  Abstufungen  werden 
wir  sonach  dem  Schlagschatten  unter  den  letztangegebenen  Umständen 
zwanzig  Farhentone  /n  geben  haben.  Von  da  ab  lässt  man  die 
Dunkelheit  des  Schlagschattens  gegen  die  Seibstscbatteu grenze  hin  in 
demselben  Verhältnisse  abnehmen,  als  die  Dunkelheit  der 
Fläche  zunimmt,  so,  dass  an  dei  Selbstschattengrenze  selbst,  Schlag- 
und  Selbstschatten  in  gleicher  Stärke,  also  in  dem  Tone 
gleich  „zehn"  (zehn  Lagen)  erscheinen  und  somit  Schlag-  und 
Selbstschatten  in  einander  übergehen. 

Bezeichnen  wir  die  jeweilige  Isophotenzahl  im  beleuchteten 
Theile  der  Fläche  mit  s  und  jene  Zahl  (entsprechend  der  Anzahl  der 
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Lagen),  welche  die  Isophote  erbält,  wenn  sie  in  den  SchlagsehatfceH 
tritt,  mit  S,  so  gilt  für  die  Annahme  von  n  (zehn)  Ahstut'uHgen 
die  Gleichung: 

S=2n  -  s, 
uiid  somit  für  die  getroffene  Wahl  von  n  =  10  Stufen: 
3^20  — s. 

Beispielsweise  wird  also  die  Isophote  „vier",  wenn  Schlag- 
schatten auf  dieselbe  geworfen  wird,  dev  vorstehenden  Gleichung 
gemäß  in  eine  Isophote: 

S  =  2n~s     =     20  —  4=16 
verwandelt.    Hiernach   wird  jene   Zone,    welche  im  beleuchteten 
Theile  der  Fläche  mit  „vier"  Lagen  versehen  wird,  im  Schlagschatten 
„sechzehn"  Lagen  erhalten  müssen. 

Der  Grund  der  aufgestellten  „Regeln"  ist  jedoch  nicht,  wie 
mitunter  angegeben  wird,  in  der  Erzielung  einer  „Gontrastwir- 
kung"  zu  suchen.  Es  ergeben  sich,  wie  aus  den  im  §.  339  (unter 
der  Gruppe  a)  zusammengefassten  physiologischen  Eigenthümlich- 
keiten  hervorgeht,  die  Contraste  durch  den  unvermittelten  Unter- 
schied benachbarter  heller  und  dunkler  Flächentheile  von  selbst 
und  bedürfen  deshalb  keiner  weiteren  Nachhilfe,  Die  Kechtfertigung 
des  oben  Gesagten  liegt  vielmehr  darin,  dass  der  Sehlagschatten 
thatsächlich  specifiseh  dunkler  als  der  Selbslschatten  er- 
scheint, indem  durch  den  „Schlagschatten"  werfenden  Körper  nicht 
bloß  die  Wirkung  des  directen,  sondern  auch  die  des  indireeten  Lichtes 
entfällt  und  letzteres  überdies  in  einer  den  angeführten  Kegeln  ent- 
sprechenden Weise  geschieht. 

An  der  Selbstschattengrenze  streift  nur  gewissermaßen 
der  Schlagschatten  die  Fläche  und  an  dieser  Steile  ist  auch  die  Wir- 
kung des  schattenwerfenden  Körpers  in  Bezug  auf  das  indireete 
Licht  aufgehoben ;  es  werden  sonach  an  dieser  Stelle  Sehlag-  und  Selbst- 
sehatten  in  einander  übergehen  müssen. 


Die  vorher  aufgestellte  Gleichung  S  4-  s  =  2  w  lässt  auf  ge- 
wisse Analogien  zwischen  Licht  und  Schlagschatten  sehließen. 

So  erhalten  wir  beispielsweise  für  „Sehlagschatten"  und 
„directes  Lieht"  dieselben  Isophoten  (selbstverständlich  verschie- 
dener Stärke)  und  dieselben  Abstufungen. 

Sowie  es  ferner  für  Flächen,  welche  das  Licht  total  absor- 
bieren oder  total  reflectieren  oder  vollständig   und   unge- 
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schwächt  hiDdurchlassen,  keine  UeleuchtuugserscheiDungen 
und  kein  Sichtbarwerden  gilit,  ebensowenig  gibt  es  für  solche  Flächen 
einen  Schlagschatten, 

Diesen  Analogien  zufolge  können  wir,  ähnlich  wie  wir  iu  der 
Mathematik  mit  positiven  und  negativen  Größen  rechnen,  den  Schlag- 
schatten gewissermaßen  als  „negatives  Licht"  bezeichnen  und 
köauen  somit  fnr  diesen  Fall  behaupten,  dass  mit  dem  positiven 
Lichte  auch  das  negative,  d.  h.  der  Schlagschatten  vollständig  und 
spurlos  absorbiert,  reflectiert  oder  durchgelassen  werde. 

Je  vollkommener  spiegelnd  eine  Fläche  ist,  desto  weniger 
wird  irgend  ein  Schlagschatten  auf  derselben  wahrzunehmen  sein. 

In  der  Natur  selbst  gibt  es  bezüglich  der  „Reflectionsfähig- 
keit"  der  Flächen  unendlich  viele  Abstufungen  und  ist  es  Aufgabe 
des  Malers,  bei  Andeutung  der  Sehlagschatten  hierauf  Kücksichfc  ku 
nehmen, 

Zum  Schlüsse  dieser  allgemeinen  Betrachtungen  über  die 
Durchführung  der  Schattierung  sei  iioeh  bemerkt,  dass  man  auch  mit- 
(tuter  hei  Körperu,  welche  von  ebenen  Seitenflächen  begrenzt 
werden,  die  eiazelnen  Seitenebenen  nicht  so,  wie  es  den  ge- 
pflogeneu Auseinandersetzungen  zn folge  sein  müsste, 
durchaus  in  allen  ihren  Punkten  gleichmäßig  behandelt  und  gleich 
stark  schattiert,  sondern  vielmehr  gewisse  Modificationen  Inder 
Beleuchtung  einer  und  derselben  Ebene  eintreten  lässt. 

So  pflegt  man  beispielsweise  die  im  Selbstachafcten  liegenden 
Flächeu  in  der  Nähe  jener  Kante,  in  welcher  besagte  Flächen  mit 
einer  beleuchteten  Fiäche  zusammenstoßen ,  wesentlich  dunkler  an 
halten. 

Die  Eechtfertigung  für  diese  Gepflogenheit  ist,  nach  den  früher 
angeführten  Gründen,  auch  diesfalls  nicht  etwa  iü  einer  anzustrebenden 
Cent  rast  Wirkung,  die  sich  ohnehin  von  selbst  ergibt,  zu  suchen. 

Wenn  durch  diese  nicht  ungewöhnliche  Behaadlucgsweise  der 
Schattierung  mitunter  recht  günstige  Effecte  erzielt  werden,  so  liegt 
die  Ursache  darin,  dass  man  durch  Einführung  der  Beleuchtungs- 
modalitäfen  die  unter  der  Gruppe  h),  §,  339  und  340  angeführten 
physiologischen  Eigenthümlichkeiten  berücksichtigt  und 
eine  Unterscheidung  nach  „Vorder-  und  Hintergrund"  macht, 
weiche  über  die  praktisch  ungereimte  Annahme  eines  un- 
endlich fernen  Auges  hinwegtäuscht. 

Obzwar  die  besagte  Unterscheidung  mit  der  getroffenen  Voraus- 
setzung, dass  sich  das  beobachtende  Auge  in  unendlicher  Entfernung 
von  dem  dargestellten  Gebilde  befinde,  nicht  verträglich  ist,  so  wird 
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trotzdem,  des  Effectes  halber,  nicht  selten  öach  diesem  Äusküofts- 
mittel  gegriffen. 

Die  aus  diesem  Vorgänge  resultierende  Regel  lägst  sich  allgemein 
und  kurz  dahin  fassen,  dass  man  helle  Flächen  im  Hintergrunde, 
dunkle  Flächen  dagegen  im  Vordergründe  „dunkler"  hält. 

Die  gemachten  VorauasetziiBgen  und  Beschränkungen  ermöglichen 
es ,  die  Licht-  und  Schattenvertheilung  auf  geometrischen 
üebilden  thatsäehlich  graphisch  darstellen  au  können. 

Aus  dem  Vorhergegangenen  ist  leicht  zu  entnehmen,  dass  man 
hierbei  von  einer  Lichtwirkung  überhaupt  ganz  und  gar  abstra- 
hieren k5nue,  und  dass  sich  die  zu  voUfahrenden  Constructionen 
rein  geometrisch  deuten  lassen. 

So  repräseutiert  beispielsweise  die  Trennnugslinie  zwischen 
Licht  imd  Schatten  auf  einer  krummen  Fiäche  nichts  anderes,  als  die 
Berühr uiigscurve  dieser  Fläche  mit  dem  ihr  aus  dem  „leuchtend" 
vorausgesetzten  Punkte  umschriebenen  Kegel  (resp.  Cylinder),  und 
ebenso  stellt  der  Schlagschatten  bloß  den  Schnitt  des  besagten 
Kegels  oder  beziehungsweise  Cylinders  mit  anderen  gegebenen  (schatten- 
auffangenden) Flächen  dar. 

In  gleicher  Weise  repräsentieren  die  Isophoten  einer  Fläche 
bei  Parallelbeleuchtiing  bloß  die  Barfihrungslinien  dieser 
Fläche  mit  solchen  ihr  umschriebenen  Developpablea,  welche 
gegen  eine  bestimmte  Strahlenrichtung  (Richtung  der  Lichtstrahlen) 
eine  constante  Neigung  besitzen. 

Eiemit  beschließen  wir  die  allgemeinen  Vorbemerkungen  über 
die  Beleuchtungsconstructionen  und  wenden  uns  unmittelbar  der  prak- 
tischen Durchführung  der  Schatten-  und  Intensitätsbestimmungen  zu. 

Zweckmäßig  dünkt  es  uns,  die  Lehre  von  der  Selbst-  und 
Schlagschafctenbestimmnng  von  derjenigen  der  Intensitäten- 
bestimmung    zu   trennen. 

Die  Gründe,  vrelche  für  diese  Trennung  sprechen,  sind  thellweise 
schon  durch  unsere  bisherigen  Besprechungen  klar  gelegt  und  bestehen 
überdies  hauptsächlich  noch  darin ,  dass  die  S  ch  lag  schatte  n- 
bestimmungen  einer  ziemlich  allgemeinen  Behandlangsweise, 
welche  von  den  die  Beleuchtungserscheiunngen  beeinflussenden  Factoren 
unabhängig  sind,  fähig  erscheinen,  und  dass,  welche  Projectious- 
art  auch  immer  zur  Darstellung  der  Objecto  gewählt  werde,  die 
Schlagschattenbestimmung  in  jeder  derselben  den  gleichen  festen 
Grundsätzen  unterworfen  bleibt. 

Die  IntensitätenbestimmuQg  dagegen  —  wenn  sie  überhaupt 
durchführbar  sein  soll,  setzt  Speeialisierungen  voraus,  welche,  wie  wir 


y  Google 


413 

im  VorL ergangenen  andeuteten,  sogar  die  allgemeinste  Projeetionsart 
—  die  centrale  Projection  —  theilweise  ausschließen. 

Ein  weiterer  Grund,  welcher  für  die  obbesagte  TrenauBg  spricht, 
ist  das  Bestreben,  eine  mit  dem  Zusammenfassen  der  Beleuchtungs- 
erscheinungeo  nicht  gut  zu  umgebende  Schwerfälligkeit  des  Textes 
und  das  Hineintragen  einer  Unzahl  von  Hilfslinien  in  die  erläuternden 
Zeichnungen  möglichst  zu  vermeiden. 


XX.  Capitel. 
Schlagschattenbestimmung. 

§.  346. 

Um  den  Schlagschatten,  den  eine  gegebene  Fläche  auf  eine  zweite 
wirft,  zu  ermitteln,  wird  man  den  Schnitt  jener  Fläche,  welche  den 
„Schatten räum"  der  einen  Fläche  begrenzt,  mit  der  beschatteten 
Fläche  aufzusuchen  haben. 

Die  Begrenzungsfläehe  des  Sehattenraumes  ist,  da  sieh  das  Licht 
geradlinig  fortpflanzt,  immer  eine  abwickelbare  Fläche.  Für 
den  speciellen  Fall,  als  die  Lichtc[uelle  punktförmig  angenommen 
wird,  ist  dieselbe  eine  Kegelfläche. 

Unsere  Aufgabe  reducierfc  sich  somit  bei  punlttförmiger  Licht- 
quelle auf  die  Bestimmung  des  Schnittes  von  Kegel  flächen  mit 
anderen  gegebenen  Flachen. 

Besagtes  Problem  ist  aber  seinem  Wesen  nach  —  sobaid  die 
Kegelfläche  durch  ihren  Scheitel  (Lichtquelle)  und  durch  ihre 
Leitlinie  (Selbstschattengrenze)  gegeben  TOrliegt  —  von  jeder 
metrischen  Operation  nnabängig  und  deshalb  in  allen  Pro- 
jectionsarten  auf  ganz  gleiche  "Weise  durchführbar. 

Jn  Folgendem  wird  diese  Analogie  der  Durchführung  in  den  ver- 
schiedenen Projeotionsmothoden  klar  zu  Tage  treten, 

§.  347. 

63.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schlagschatten  eines  Punktes  auf  eine 
Ebene  zu  bestimmen. 

Der  leuchtende  Punkt  sei  durch  sein  Bild  L  (Taf.XIX,  Fig.  110) 
und  das  Bild  L'  einer  beliebigen  (diesfalls  schiefen)  Projection  anf 
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eine  angenommene  Ebene,  die  Grundebene  Ge,  gegeben.  Der  scbatten- 
werfende  Punkt  —  wie  überhaupt  alle  Punkte  eines  etwa  darzustel- 
lenden Objectes  —  sei  gleichfalls  durch  sein  Bild  F  und  durch  das 
Bild  F'  seiner  auf  dieselbe  Weise  wie  L'  gebildeten  Projection  auf 
Ge  fixiert,  Der  Lichtstrahl,  welcher  von  L  ausgehend  durch  P 
führt,  ist  sodann  durch  sein  Bild  LP  und  das  seiner  Gruadfläehpro- 
jection  L'  F'  dargestellt. 

Der  Schattenraum  des  Punktes  P  wird  durch  den  hinter  P 
liegenden  Theil  des  Lichtstrahles  gebildet.  Dort,  wo  der  letztere 
irgend  eine  liinter  P  liegende  beleuchtete  Fläche  trifft,  ergibt  sich 
der  Schlagschalten  des  Punktes  P  auf  die  besagte  Flüche.  Verlängern 
wir  demnaeli  den  Lichtstrahl  so  lange,  bis  er  beispielsweise  die  Grund- 
ebene Ge  in  P,  schneidet,  so  bestimiot  bereits  dieser  Punkt  Ps  den 
Schlagschatten  des  Punktes  P  auf  die  genannte  Ebene. 

Ist  der  leuchtende  Punkt  im  Unendlichen  gelegen,  sind 
aiso  alle  Lichtstrahlen  untereinander  parallel,  so  wird  die 
ßichtung  der  letzteren  durch  eine  Gerade  angegeben,  welche  durch 
ihr  Bild  L  (Taf  XIX,  Fig.  111)  und  das  Bild  L'  ihrer  (auf  eine 
bestimmte  Weise  gebildeten)  Projection  auf  die  Grundebene  fixiert  ist. 

Wäre,  to  wie  vorher,  der  Schlagschatten  eines  Punktes  (P,  P'), 
welcher  [auf  dieselbe  Weise  wie  (L,  L')  bestimmt]  als  gegeben  vor- 
liegt, zu  ermitteln,  so  wird  man  wieder  durch  P  und  F'  die  Parallelen 
X  und  l'  zur  Licbtstrahlenrichtung  führen  und  den  Schnitt  P  mit 
tr  g        P  g 

P   d      P    k       P 


P  P 

te    P 


Fallt  .las  Bild  des  leuchtenden  Punktea  in  unenaiiohe  Entfer- 
nung, ist  also  die  LichtstralilenricliUiiig  durch  {L,  L')  (Taf.  XX,  Fig.  113)  be- 
slinimt,  so  entspriclit  diesem  Falle  für  Parallel  projection  eine  unendlich  ferne,  für 
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oe  t    1     P    j    t        d  1            1            t      ^         I   g     J     1       kt 
t     m  g     I    htt    U 

I           tl      Piett  IdL        gdAfbd'=!l]lglit 

b    tmm         f      p  U   I     L  It  t    hl       g              h  d      D     t  U 

F  g   11     T  f  X\  11     h                i   i)  d    t  t  d     f  11    d      Fl    i  p    it  d 

p     n  1      L   ht  t    hl  w  h      d  i    d      Fl    htp     kt   d      G      dfl    hp    j    t 

I      teilt     S  Ib  t       t  dl   h  m  SS  d        i   in  d     Fl    htt          1     G       1  b 

I  d      H     so  t  1  lg 

S  11t    d     S  1 1  g   li  tt  P    ktes       f  d       B  Id   b  f         It 

wd  d  d         httddlP{lfXiPg       4)gniit 

L   ht  t    hles  m  t  d     B  Id  b         d     1    Z  h  If      hm  g      dflach  p    j  1 

tb  w  1  h    d     h  1      L   ht  tral  1  g  1  ^        d  f     i        D         h  tt      P 

a     P    Iit     1     t     d  S  i     tt    d     L  ht  t    1  les  7  m  t    1      B  Hfl    1 1 

id  dflhpj  dEb       LL       Ahd        PglUl  hl 

td  tll         hfd        htPjt         Igltggmra  1 

I    d     P     11  Ip     pect  d   A  t         p  It  f  h   um 

fahttebt  ghdltdBlll)  hdwg       dll 

PI]        dm       ht  d  t         PlldgdltVtll) 

Itt         Flldg  whlhl  Eb  1         htt  flmd 

Hiteg      db       btlttwlld  S         k  dThtF       1 

IL        g  d     b  t   iF    d     A  fg  b        P       II  Ip       p     t         b  t  aclt  tw    d 
d       PBod         d       Sltted      PkteP       fd  dhtYtlb 

d     t  Ht 

D    D      ht  h      g  i  gtc    A  f^  1  d     A  m   t  tll 

F  TfXk  IhtW        T/dAhk  idBIdd 

L   d      Bild  d     C      dflhpjt       d     d     hPglgt     LIt  trahl     b  d    t  t 

wddSltt      dbgt      P      tP      fd  dm  tZhlf 

)m  dflhp]  dLb        dShttd  limtl 

Eb  f     ht 

B     d      h  t    t       A    alogien   der   Schi    g     1    tt       Cut 

t  wmd    b   h      1      0  th    gonalprojection       h    a       acht  g  1 

B      t    b   g  h    ein  klar,  dass  sich    n  1        th  g      1      P    j 

timtld  h  hihn   Monge'schen    F  d     A  fg  b        w  1  I 

m   t        h       Op     t  bhängig  sind,  d.h.  d      P    U  m   d     b        t 

dl  ht      t  g  d      elben  Liiiiencombinat  w  d  n  attd 

p    j    t  te     1  1  E      nacht   nämlich   die   31       g       h     D      t  llu  g 

m    h  d       h        111  m  triaoho  Operation  —  1     D    1  un    d     H 

tlb         m    P    —       thw      dig.    Die   Folge  h  t     d       —  d     d 

0  th  g      Ip    j    t  1  t       m  ttelbar  aus  der  C    ti  Ip    j    t   n  1  ht 

dm         htmhd     Bld       l  das  Bild  derGrundfla  Ip    ject  d         a 

II  C  t  m  d  schiedenen  Cent  ny  n  d  /  (T  t  X\ 
F  6)  p  1  t  1  —  nige,  weun  auch  nur  g  ngfü  g  M  d  fl  at  n 
IM       g       h      P    j    t            thwendig  werden,  nm  d       Ib    b      L  n  d 

(jeoro  d      L  g  ^     S      Aufgaben   in  die  B    1     d      üb  g  n     h        n 

füh  t      P    j    tl         te      t  11      au  können. 

E         d      ml   h  d  t     che  Operation  der  ü    hu  g  d     H  tlb 

m  90       11  ta  d  g  p      Ij      -t  w  nu  wir  statt  der  H        nt  1  b  n     1     H   11 
g     b         H    ili  \\    i       116)  als  Gruiidci  1    h 
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W  dbgtZhffl         feh  11t       i         \  hd 

M      g       h       MthdgbIdtH  tlpjt       PH      Bldd 

b-        dtl     Lp     j     t  P      f  d  g  w  hlt    C       d  b       £■    d 

UtdAhdHlb  gb  ÄIGdb  hb  mt 
d  hMghittkltVti        dH  tlpj  d 

fli     kt  Bld         d     Bld  d      G      d  li    p    j    t  d  g 

imlbb  wbd  d         t         Pjtnitbd  d        l]d 

in      ddmlb       Gtmygbldt        d 

U  t      d  V  t      g       kd  11  d     t    b         t  b  fü 

l  !    1   1      C  th  ip    ]    t  1     glt  g     li  d  11  t 

t    dl   b      t  ]  d    li  d  F  g     1        d  F       113  t        te  P     kt  P         bt 

dShtt  tihutlPjt        b  d       dbbtt  fd 

g  fül   te  (t      d  b         H  Ib         g    b      )  H 

Off    b      li  b     d    b      g  rfi  B  t     bt     g  tl        t     b 

It  dmmpktbbt    dpunkt  mm         b  Id  d         ti  1 

P    j    t  D  rst  II     g       mi   b     ü  b  id       w  hlt  w   d   d     b  t  1  P 

]t        b         lUimdb  gb       undbBtmmgd      Silgltt 

f  d     1  1      a         rt  (^1    P   ject        b  tet    d      b   fü  Mg 

gt,b       1.      t     t         Btramgd  rtical        d     b  tal      D      h  t  1 

pkt  Gd         d         PmpFg4g  tgtist  wdt 

d      w    i 

§.  348. 

03.  Aufgabe.  Der  Schatten  eines  Punktes  ist  auf  irgend  eine 
beliebige  Ebene  zn  bestimmen. 

Die  Ebene  E  sei  durch  eine  Gerade  -E^  (Taf.  XX,  Fig.  117) 
(Gniadflächtrace)  und  durch  einen  ihr  angehörigen  Punkt,  welcher 
seinerseits  durch  sein  Büd  M  und  das  seiner  Grundfläohprojection  M' 
bestimmt  ist,  gegeben.  Der  schatten  werfende  Punkt  sei  durch  (P,i"), 
der  durchgelegte  Lichtstrahl  durch  {l,  l')  fixiert. 

Der  Schlagschatten  des  Punktes  (P,  P')  wird  im  Durchschnitte 
von  (A,  ?.')  mit  der  gegebenen  Ebene  E  au  suchen  sein. 

Wir  legen  zum  Behufe  der  Bestimmung  des  besagten  Schnittes 
durch  {M,M')  eine  zur  projicierenden  Ebene  {X,l')  parallele  Hilfsebene. 
Die  Grundflächtrace  M'-rn  dieser  Ebene  schneidet  die  Grundfiächtrace 
Eg  der  Ebene  E  in  einem  Punkte  m.  Der  Schnitt  der  obbezeich- 
neten  Hilfsebene  mit  der  gegebenen  Ebene  ist  somit  durch  inM  dar- 
gestellt. Zu  dieser  Schnittlinie  muss  die  Schnittgerade  ö  der  Ebene 
XX'  mit  E  parallel  sein  und  nachdem  letztere  gleichzeitig  durch  )i 
gehen  muss,  kann  dieselbe  ohne  weiters  gezeichnet  werden.  Dort  wo 
der  Lichtstrahl  l  die  Schnittgerade  a  trifft,  ergibt  sich  unmittelbar 
der  gesuchte  Schlagschatten  Fs  von  P  auf  die  Ebene  E. 

In  den  speciellen  Proj  eetionsarten  ist  die  Ebene  E  ge- 
wöhnlich durch  ihre  Bild-  und  Grundflächentrace  EbEy  (Taf,  XX, 
Eig.  118)  gegeben. 
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Soll  also  beispielsweise  der  Selikgschattea  Pj  eines  Punktes 
(P,P')  (in  schiefer  Projectioa)  auf  die  besagte  Ebene  H  ermittelt  werden, 
so  hat  man  bloß  den  Schnitt  des  durch  (P,  F')  geführten  Lichtstrahles 
(A,  X')  mit  der  letzteren  aufzusuchen.  Zu  diesem  Ende  legen  wir  durch 
{X,  X')  eine  beliebige  Ebene  (hier  die  grundfläch-projicierende  Ebene 
GbQ-g)  und  ermitteln  deren  Schnittlinie  (ff,  6')  mit  EiEg.  Im  Durch- 
schnitte von  ö  mit  dem  Liehtstrahie  (X,  A')  erhält  man  bereits  den 
Sehlagschatten  {Fh,  F'k)  von  (P,  P*)  auf  der  Ebene  EhBg  durch  seine 
Projeetionea  dargestellt. 

Vorstehende  Figur  gilt  übrigens  für  alle  Projectionsartea ,  die 
orthogonale  Projectionsmethode  mit  inbegriffen,  wenn  man  in  letzterem 
Falle  Eg  als  das  Bild  der  Trace  der  Ebene  E  auf  die  Halbieruags- 
ebene  H^  (§.  347)  betrachtet  uad  man  sich  zum  Zwecke  der  Dar- 
stellung in  jedem  Palie  zweier  Projeetionsebenen  bedient. 

§.  349. 
84.  Äufyabe.   Der  Schlagschatten  einer  Geraden  auf  die  Grund- 
nnd  Bildebene,    sowie  auch  auf  irgend  eine  beliebige  Ebene  ist  zu 


Der  Sehlagschatten  einer  Geradea  auf  eine  Ebene  ist  offenbar 
nichts  anderes  als  der  Schnitt  jener  Ebene,  welche  durch  die 
gegebene  Gerade  und  den  leuchtenden  Punkt  gelegt  werden 
kann,  mit  der  gegebenen  Ebene. 

Selbstverständlich  lässt  steh  die  vorstehende  Aufgabe  auch  auf 
die  frühere  zurückführen,  indem  man  zwei  willkürliche  Punkte  in  der 
Geraden  wählt,  ihre  Schlagschatten  auf  die  betreffende  Ebene  ermittelt 
und  diese  geradlinig  yerbindet. 

Als  einen  dieser  Punkte  kann  man  zweckmäßig  den  Schnitt  der 
Geraden  mit  der  gegebenen  Ebene  ^-  welcher  sein  eigener  Schatten 
ist  ■ —  annehmen, 

Ist  die  Gerade  begrenzt,  so  bestimmt  mau  die  Schatten  der 
beiden  Endpunkte  derselben. 

Stellt  E  (Taf.  XX,  Fig.  H9)'  in  allgemeiner  Projection, 
die  gegebene  Ebene,  (£,  L')  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes  und 
das  seiner  (auf  irgend  eine  Weise  gebildeten)  Projection  auf  E; 
{G,  G')  das  Bild  der  Geraden  und  ihrer  in  gleicher  Weise  ermittelten 
Projection  dar,  so  wird,  wie  oben  besprochen,  der  Schatten  Gs  von 
G  erhalten,  indem  man  den  zweier  Punkte  d  und  P  bestimmt. 

Der  Schatten  irgend  eines  beliebigen  dritten  Punktes  x  der  Ge- 
raden kann  sodann   einfach    dadurch    festgestellt    werden,    dass    man 
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durch  X  den  Lichtstrahl  so  weit  führt,  bis  dieser  den  Seblagsehattea 
G,  der  Geraden  in  %  trifft. 

Umgekehrt  wird  maa  mit  derselben  Leichtigkeit  jeden  Punkt  _?/ 
der  Geraden  angeben  können,  welchem  ein  bestimmter  Schlagschatten 
ys  in  Gi  entspricht,  indem  man  durch  j/s  den  Lichtstrahl  aurüek- 
t'ührt,  bis  er  die  Gerade  G  schneidet, 

Ist  die  Gerade  in  irgend  einer  speeiellen  Projectionsart 
durch  ihre  Grund-  und  Bildfiächprojection  bestimmt  und  soll  deren 
Schlagschatten,  allenfalls  für  eine  punktförmige  Lichtquelle,  auf  die 
Bild-  und  Grundebene  bestimmt  werden,  so  wird  man  unter  Berück- 
sichtigung des  -vorher  angeführten  principiellen  Vorganges,  den  Schlag- 
schatten zweier  Punkte  auf  den  betreffenden  Projeetionsebenen  auf- 
zusuchen haben.  Zweckmäßig  wird  es  sich  auch  hier  erweisen,  von 
den  Schnittpunkten  d  und  d  (Taf.  XX,  Fig.  120J  der  Geraden  mit 
der  Bild-  und  Gruudebene  direct  Gebrauch  au  machen ,  indem  diese 
Punkte  mit  ihren  Schlagschatten  auf  den  besagten  Ebenen  zusammen- 
fallen. 

Bestimmt  man  alleafalls  zunächst  den  Schatten  der  Geraden  auf 
die  Grutidebene,  indem  man  8  mit  dem  Schatten  d,  von  d  geradlinig 
verbindet,  so  wird  man,  je  nachdem  die  Grundlinie  gg  von  d^d  ge- 
schnitten wird  oder  nicht,  finden,  dass  der  Schatten  bloß  theilweise 
oder  iü  seiner  Gänze  auf  die  Grundebene  geworfen  wird. 

Im  vorliegenden  Beispiele  tritt  der  erstere  Fall  ein  und  gelangen 
wir  sonach  zu  der  Überzeugung,  dass  der  Schatten  der  Geraden 
vom  Schnitte  s;,  mit  gg  auf  die  Bildebene  übergehe,  von  dieser  also 
theilweise  aufgefangen  wird,  bevor  er  in  seiner  vollen  Ausdehnung  die 
Gruadebene  erreicht. 

Die  gerade  Verbindungslinie  von  Xs  mit  d  bestimmt  denjenigen 
Tbeil  des  Schattens  der  Geraden,  welcher  auf  die  Bildebene  fällt, 

Wollte  man  weiters  den  Punkt  x  der  Geraden  bestimmen,  welcher 
seinen  Schatten  in  die  Grundlinie  gg  wirft,  so  bat  man  einfach  den 
Lichtstrahl  x^L  von  Xs  zurückzuführen  und  den  Schnitt  x  desselben 
mit  der  Geraden  festzustellen. 

Ist  der  Schlagschatten  einer  Geraden  nicht  nur  auf 
die  Bild-  und  Gruudebene,  sondern  auch  auf  irgend  eine 
beliebig  gegebene  Ebene  EtE^  (Taf.  XX,  Fig.  121)  z  u  b  e- 
stimmen,  so  bleibt  der  Vorgang  bei  der  Durchfährung  der  Schatten- 
construction  genau  derselbe,  wie  er  soeben  besprochen  wurde. 

Wie  aus  Fig.  120  und  Fig.  121,  Taf.  XX  deutlich  zu  ersehen,  be- 
steht das  Princip  der  vorliegenden  Construction  in  dem  Aufsuchen  der 
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Schnittlinien  (Tracen)  mit  der  Bild- und  Gi'undebene,  beaieiiungs- 
weise  in  der  Bestimmung  des  Schnittes  der  Bild-  und  Grundebene 
und  der  gegebenen  Ebene  Ei,Eg  mit  der  durch  die  Gerade  dd 
geführten  Lichtebene. 

Selbstverständlich  könnte  man  auch  den  Schlagschatten  zweier 
beliebig  gewählten  Punkte  der  Geraden  auf  die  Ebene  E^E^  ermitteln 
(einen  derselben  wird  man  zweckmäßig  mit  dem  Durchstoßpunkte  der 
Geraden  zusammenfallend  annehmen)  und  diese,  insoweit  sie  der  Ebene 
Et,Eg  angehören,  geradlinig  verbinden,  um  den  Schatten  auf  die  Ebene 
Ei/Eif  dargestellt  zu  erhalten. 

§.  350. 

65.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schlagschatten  einer  Geraden  auf  eine 
zweite  Gerade  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  durch  die  eine  der  Geraden  alle  möglichen  Licht- 
strahlen gelegt,  so  entsteht,  wie  bereits  oben  angedeutet,  eine  Ebene, 
welche  wir  die  Licbtebene  der  Geraden  zu  nennen  pflegen. 

Derjenige  Tbeil  dieser  Liehtebene,  welcher  (von  der  Lichtquelle 
aus)  hinter  der  gegebenen  schattenwerfenden  Geraden  liegt,  repräsentiert 
den  Schattenraiim  derselben.  Der  Schnitt  dieses  letzteren  mit 
irgend  einer  Fläcbe  —  im  vorliegenden  Falle  mit  der  zweiten  Ge- 
raden —  bestimmt  den  Schlagschatten  einer  vorstehenden  Geraden 
auf  eine  unterhalb  liegende  Gerade,  oder  mit  anderen  Wortea,  einer 
ersten  Geraden  auf  eine  zweite. 

Denken  wir  uns,  sowie  durch  die  erate  Gerade  (welche  allenfalls 
die  Kante  eines  von  Ebenen  begrenzten  Körpers  oder  die  Erzeugende 
irgend  einer  ßegelüäche  darsteile),  nun  auch  dnrch  die  aweite  Gerade 
die  Lichtebene  gelegt,  so  werden  sich  diese  beiden  Ebenen  in  einer 
Geraden  (einem  Licbtstrahle)  schneiden,  welcher  den  echattenwer- 
fenden  Punkt  der  einen  Geraden  mit  seinem  S  ehlagschatten  auf 
der  zweiten  Geraden  verbindet. 

Gewöhnlich  liegen  die  Schnittlinien  der  vorgenannten  Lichtebenen 
mit  irgend  einer  dritten  Ebene  (Bild-  oder  Grnndebene),  also,  mit 
anderen  Worten,  die  Schatten  der  beiden  gegebenen  Geraden, 
bezogen  auf  eine  und  dieselbe  Ebene,  bereits  vor,  oder  es  sind 
diese  zu  vorstehendem  Zwecke  eigens  construiert  worden.  In  diesem 
Falle  wird  man  zum  Behufe  der  Selilagschattenbestimmung  bloß 
von  dem  dem  Schlagschatten  beider  Geraden  gemeinsamen  Punkte 
den  Lichtstrahl  zurückführen,  um  im  Schnitte  desselbea  mit 
den  gegebenen  Geraden  einerseits  denjenigen  Punkt   zu    erhalten,    in 
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welchem  der  Schatten  eiuer  vorstebeDiien  Geraden  auf  eiae  zweite  ge- 
worfen wird  und  andererseits  jenen  Punkt  der  einen  Geraden  zu  finden, 
welcher  seinen  Schatten  in  die  zweite,  unterstehende  Gerade  wirft. 

Vergegenwärtigen  wir  uns  das  Gesagte  in  einer  sogenannten 
„allgemeinen  Projection",  so  stellen  {ah,a'h'),  {cd,e'd')  (Taf.XX, 
Fig.  122)  die  beiden  Geraden,  (;i,  ;i')  die  ßiehtung  des  einfallenden 
Lichtstrahles,  Ü  den  Schnitt  der  Schlagschatten  der  vorbezeichneten 
Geraden  auf  der  nämlicliefl  Ebene  G^,  l  den  zurückgeführten  Lichtstrabl, 
2;  den  gesuchten  Schlagschatten  auf  {cd,  c'd')  und  2^,  den  sehatten- 
werfenden  Punkt  der  Geraden  {ah,  a'h')  dar. 

Von  dem  Principe  des  ,,Zurückführens  der  Lichtstrahlen" 
werden  wir  auch  in  der  Folge  bei  Schlagschatten- Constractionen  häufig 
Veranlassung  finden,  Gebrauch  zu  machen. 

Hierbei  gilt  folgende,  allgemein  giltige  Regel,  welche  sich 
übrigens  aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ¥on  selbst  ergibt. 

Fallen  die  Schlagschatten  zweier  Punkte  A  und  B  des 
Baumes  auf  eine  Fläche  F  in  einen  und  denselben  Punkt,  so 
ist,  wenn  B  auf  ^  im  Sinne  des  Lichtstrahles  folgt,  der  Schatten  von 
A  auf  F  bloß  ideell  und  wird  sein  eigentlicher  Schlagschatten  ¥om 
Punkte  B  aufgefangen. 

§.  351. 

86.  Aufgabe.  Es  ist  der  Schlagschatten  einer  ebenen  Figur 
tt)  auf  die  Bild-  und  Grandebene,  h)  auf  eine  beliebige  Ebene  zu  be- 
stimmen. 

Nachdem  das  Constructionsverfahren  von  der  Gestalt  der  ebenen 
Figur  unabhängig  ist,  wollen  wir,  der  Einfachheit  wegen,  ein  Dreieck 
wählen.  Dasselbe  sei  durch  seine  Bild-  und  Grundflächprojection 
(ABCA'B'C)  {Taf.  SX,  Fig.  123),  die  Eichtuog  des  Lichtstrahles 
sei  durch  {l,  l')  gegeben.  Die  punktförmige  Lichtquelle  wurde  in  un- 
endlicher Ferne,  beziehungsweise  (bei  centraler  Projection)  in  der 
vorderen  Spurebene  angenommen. 

Der  Schattenraum  des  Dreieckes  ist  diesfalls  durch  denjenigen 
Theil  einer  Pyramide  (Prisma)  repräsentiert,  welcher  durch  das  Dreieck 
als  Leitlinie  und  der  punktförmigen  Lichtquelle  ah  Spitze  gebildet 
wird  und  sich  hinter  die  als  undurchsichtig  vorausgesetzte  Drei- 
ecksfiäche  erstreckt  Der  Schnitt  dieser  Lichtpyramide  (Lichtprisma) 
mit  der  Bild-  und  Grundebene  und  beziehungsweise  mit  der  gegebenen 
Ebene,  wird  den  diesfallsigen  Schlagschatten  darstellen. 

Im  vorliegenden  Beispiele  wurden  zunächst  die  Schatten  A'sB'sC's 
resp.  die  Schlags  ehatteo   der    geradlinigen  Begrenzungsseiten  der  vor- 
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gegebenen  FJäehe  auf  die  Grund-  und  Bildebene  festgestellt.  In  der 
Grundlinie  gc/,  d.  i.  in  «  und  ß,  wird  der  Schatten  Ä'sB'sG's,  welcher 
auf  die  Grundebene  fiele,  wenn  weder  die  Bildebene  noch  die  Ebene 
E  Torhaoden  wäre,  gebrochen,  und  wird  daher  von  den  letatgenannten 
Punkten  aus  auf  die  Bildebene  fibergehen,  wenn  ihn  nicht  auch  die 
weiters  noch  vorhandene  Ebene  E  hinderte,  dahin  zu  gelangen,  d.  h, 
wenn  der  Schatten  der  Dreieeksfläehe  nicht  schon  theiiweise  von  dieser 
aufgefangen  würde,  bevor  er  überhaupt  die  obbezeichneten  Ebenen 
erreichen  kann. 

Die  Schatten,  resp.  die  Tracea  der  Liehtebenen  auf  der  Grund- 
nnd  Bildebene  treffen  jedoch  die  Tracen  Ei,  und  Es  der  gegebenen 
Ebene  E  beziehungsweise  in  den  Punkten  ft,  v  und  y,  d,  woraus  her- 
vorgeht, dass  in  den  genannten  Schnittpunkten  der  Schatten  der  ge- 
gebenen Dreiecksfläehe  die  Bild-,  resp,  die  Grundebene  verläset  und 
auf  die  Ebene  E  übertritt.  Auch  der  Schlagschatten  Es  des  Punktes 
(B,  B')  fällt  auf  die  Ebene  E.  Derselbe  kann  nach  der  im  §.  348, 
Fig.  118,  Taf.  XIX,  angegebenen  Weise  bestimmt  werden. 

Verbindet  man  Bs  mit  d  und  v,  so  bestimmen  Bad  und  Bv 
jene  Theile  des  Schlagschattens,  welchen  die  Geraden  BA  und  BC 
auf  die  Ebene  _E  werfen,  oder  mit  anderen  Worten:  dieselben  be- 
stimmen die  Tracen  der  durch  BA  und  BC  geführten  Licht- 
ebenen auf  der  besagten  Ebene  Ei,Eg.  Ähnliches  gilt  von  der  Ver- 
bindungsgeraden Y(i  als  Schatten  von  AG  auf  die  Ebene  E. 

Würde  man  die  Geraden  j'jt,  Bgv  und  Bsd  verlängern,  bis  sie 
sich  gegenseitig  schneiden,  also  ein  Dreieck  bilden,  so  mflssten  die 
Eckpunkte  desselben  mit  dem  Schlagschatten  der  Punkte  A,  B  und  C 
auf  die  Ebene  E  identisch  sein  und  deshalb  auch  auf  den  durch  A, 
B  und  C  geführten  Lichtstrahlen  liegen. 

Diese  Bemerkung  kann  als  Controle  für  die  Richtigkeit  der 
durchgeführten  Constructionen  dienen. 

Analog  würde  man  vorzugehen  baben ,  wenn  der  Schatten 
statt  auf  bloß  eine  Ebene  E,  auf  mehrere  Ebenen  gleich- 
zeitig geworfen  würde  und  auf  denselben  zu  ermitteln  wäre. 

Der  Schatten  eines  Gebildes  auf  eine  dieser  Ebenen  wird  im  all- 
gemeinen nicht  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  auf  dieser  einen  Ebene 
erscheinen,  er  wird  vielmehr  längs  des  Schnittes  der  besagten 
Ebene  mit  einer  oder  mit  mehreren  der  anderweitig  noch  vorhan- 
denen sehattenfangenden  Ebenen  abbrechen  und  eventuell  auf  dieselben 
übergeben. 

Welches  diese  Ebenen  sind,  bat  man  in  jedem  einaelnen  Falle 
in  der  Weise  zu  imtersuchea,  dass  man  feststellt,  welche  der  Ebenen. 
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Yon  dem  durcb  irgend  einen  Punlct  des  schatten  werfenden  öebüdes 
gehenden  Lichtatrahle  zunächst  getroffen  wird.  Die  letztbezeichnete 
Ebene  wird  dann  selbstverständlich  für  den  betreffenden  Punkt  die 
schatfcenaufnehmende  Ebene  sein. 

§.  352. 

In  dem  eben  besprochenen  höchst  einfache»  Probleme  wurde  das 
sehattenweri'ende  Dreieck  als  ein  durch  drei  Gerade  begrenztes  un- 
durchsichtiges Ebenen  stuck  aufgefassfc. 

Offenbar  wird  nun  eine  oder  die  andere  Seite  des  best^ten 
Ebenenstiiekes  sich  dem  direct  einfallenden  Lichte  gegenüber 
befinden  und  beleuchtet  erscheinen,  während  eine  andere  voa  diesem 
abgewendet,  also  im  Selbstschatten  liegen  wird. 

Es  wird  hiernach  in  vielen  Fällen  von  Wichtigkeit  sein ,  z  u 
untersuchen  uad  festzustellen,  ob  ein  vorgegebenes 
ebenes  Gebilde  dem  Beschauer  die  beleuchtete  oder  die 
im  Selbstscbatten  befindliche  Seite  zukehrt. 

Liegt  die  Bild-  und  Grundüäohprojection  des  ebenen  Gebildes, 
sowie  auch  die  Lichtstrahlenrichtung  als  bekannt  vor,  so  wird  man 
behufs  Erreichung  obigen  Zweckes  zunächst  den  Schnitt  einer 
den  Lichtstrahl  auf  die  Bildebene  projicierenden  Ebene 
mit  dem  gegebenen  Gebilde  aufsuchen.  Die  besagte  Fjbene  schneidet 
das  Gebilde  {ÄBC,Ä'B'C')  (Taf.  XX,  Fig.  124)  in  der  Geraden 
iaß,  a'ß'). 

Die  GrundSäehprojection  der  Sehstrahlenriehtung  ist  für 
jede  Projectionsart  durch  den  in  der  vorstehenden  Figur  normal  zur 
Grundlinie  angedeuteten  Pfeil  s',  die  GrundSäehprojection  der  Licht- 
strahlenrichtung dagegen  durch  den  Pfeil  X'  äziert.  Beide  Pfeile 
können  als  in  der  vorbezeichaeten  projicierenden  Ebene  liegend  an- 
gesehen werden. 

Treifen  beide  der  besagten  Pfeile  die  Grundflächprojeetion  a'ß' 
der  Schnittlinie  auf  der  nämlichen  Seite,  so  werden  auch  Lieht- 
und  Sehstrahlenrichtung  dieselbe  Seite  der  Figur  trefi'en;  es 
wird  demnach  dem  Äuge  des  Beschauers  (aus  dem  Projectioascentrum) 
die  beleuchtete  Seite  sichtbar. 

Trennt  dagegen  die  Schnittgerade  cc'ß'  die  beiden  Richtungen  s' 
und  l',  so  liegt  das  Projeetionscentrum  im  Schattenraume  des 
Gebildes. 

In  dem  gewählten  Beispiele  (Taf.  XX,  Fig.  124)  tritt  der  erstere 
Fall  ein.  Die  bezeichnete  Figur  hat  für  alle  Projectionsarten  und 
zwar  für  Parallelbeleuchtung  (unendlich  ferne  Lichtquelle)  sowohl,  als 
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auch  für  ein  im  Endlielien  liegendes  Beleuelituugacentrum  ilire  Yolle 
Oiltigkeit. 

Bei  Lösung  der  bisiierigen  Aufgaben  setzten  wir  die  Ebenen, 
auf  welche  geworfene  Schatten  zu  bestimmen  waren,  als  durch  ihre 
Tracen  gegeben  voraus. 

Selbstverständlich  ist  diese  Bestimmungsweise  der  Ebene  nicht 
eine  awißgende  Nothwendigkeit.  Es  tonnen  vielmelir  beliebige  Be- 
stimmungsstücke der  Ebene,  etwa  zwei  sich  schneidende  Geraden  etc. 
vorliegen,  ohne  hiedureh  irgend  eine  Änderung  in  dem  vorher  skiz- 
zierten Vorgange  eintreten  lassen  oder  die  Tracen  der  Ebenen  suchen 


Sei  also  beispielsweise  [P,  P')  (Taf.  XX,  Fig.  125)  ein  durch 
seine  Bild-  und  Grnndflächprojeetion  gegebener,  schattenwerfender 
Punkt  und  {X,  l')  der  durch  denselben  geführte  Lichtstrahl.  Die 
Ebene,  auf  welche  der  Schatten  des  Puuktes  (P,  i")  bestimmt 
werden  soll,  sei  iJ«reh  zwei  sich  schneidende  Geraden  {(/„g',) 
und  (ö'a,  9\)  gegeben. 

Behufs  der  Schuittbeetimmung  des  Lichtstrahles  mit  der  Ebene 
(^„  .9g)  hat  man  bekanntlich  bloß  durch  (A,  V)  eine  (je  nach  der  ge- 
wählten Projectionsa.rt,  eine  central-,  schief-  oder  orthogonal-)  projicie- 
rende  Ebene  su  legen  und  den  Schnittpunkt  des  Lichtstrahles  mit 
der  Schnittlinie  dieser  projiciereuden  Ebene  und  der  Ebene  der  beiden 
Geraden  aufzusuchen,  um  sogleich  in  {Pa,  P's)  den  Schatten  von 
(P,  P')  auf  die  letztbezeichnete  Ebene  dargestellt  zu  erhalten. 

Die  oberwähnte  Schnittlinie  ist  offenbar  schon  durch  (aß,  a'ß') 
dargestellt  und  jener  Punkt  P's,  in  welchem  a'ß-  von  i.'  getroffen  wird, 
repräsentiert  das  Bild  des  Grundrisses  des  verlangten  Schnittpunktes, 
während  dessen  Bild  P^  durch  Zurückprojicieren  in  das  Bild  aß  der 
Schnittgeraden  erhalten  wird. 

Es  wird  nunmehr  auch  keinem  Anstände  unterliegen,  den  Schatten 
von  Geraden  und  ebenen  Gebilden  auf  Ebenen  zu  bestimmen, 
die  nicht  unmittelbar  durch  ihre  Tracen  gegeben  vorliegen,  Dass 
hierbei  von  denselben  Vereinfachungen  und  Controlen,  sowie  auch 
von  dem  Zurückfahren  des  Lichtstrahles  elienso  Gebrauch  gemacht 
werden  könne,  wie  in  den  bereits  durchgeführten  principiellen  Auf- 
gaben, braucht  wohl  kaum  erwähnt  za  werden. 

§.  353. 
67.  Aufgabe.    Zwei    ebene  Gebilde    sind   gegeben;    es   ist   der 
Schatten  des  einen  Gebildes  auf  das  andere,  sowie  der  Schatten  anf 
die  Grundebene  zu  bestimmen, 
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Nehmen  wir  die  besagten  ebenen  Gebilde  durch  die  beiden  Dreiecke 
ABC  iiDd  MNP  (Taf.  XX,  Fig.  126)  vertreten  an,  von  welchen  wir 
überdies  voraussetzen  wollen,  dass  sie  mit  je  einer  Kante,  allenfalls 
mit  AS  und  MN  auf  der  Grundebene  anfruhen  und  sich  gegen- 
seitig, etwa  IQ  der  Geraden  rs  schneiden  mögen.  Die  Liehtstrahlen- 
richtuDg  ist  durch  (3,,  X')  bestimmt. 

Ermitteln  wir  zunächst  den  Schatten  ABCs  und  MNP'^  der 
gegebenen  Dreiecke  auf  die  Grundeibene, 

Wie  zu  ersehen,  fällt  diesfalls  der  Schlagschatten  JP's  von  F 
innerhalb  des  Schattens  der  Dreiecksfiäche  ABC,  welcher  Umstand 
zu  dem  Schlüsse  berechtigt,  dass  der  Schatten  von  P  bereits  von  der 
Ebene  ABO   aufgefangen   werde,    bevor    er  die  Grundebene  erreicht. 

Die  SchattenbestimmuLg  Pj  auf  ABC  kann  nun  anstandslos  in 
der  Weise  vollzogen  werden,  wie  in  vorhergegangenen  Paragraphen 
besprochen  und  durch  Fig.  125,  Taf.  XX,  versinnlicht  wurde.  Hier- 
nach ist  der  Bchlagsohatten  von  rsF  auf  das  Dreieck  ABC  durch 
rsFs  bestimmt. 

Weiter«  schneidet  die  Traee  B  üs  der  durch  B  G  gel'ubrten 
Liohtebene,  d.  i.  der  Schatten  der  Kante  ßC  auf  der  Grundebene, 
die  Dreieekskante  MN  (Grundfläehtrace  von  MNP)  in  jt;  es  wird 
tich  somit  der  Schatten  der  besagten  Kante  5  0  im  Punkte  ^  brechen 
und  auf  die  Ebene  MNP  übergehen. 

Nachdem  ferner  der  Schnitt  der  obbezeichneten  Liehtebene  mit 
MNP  nur  eine  Gerade  sein  kann,  wird  es  sich  bloß  noch  um  einen 
zweiten  Punkt  derselben  handeln. 

Im  vorliegenden  Beispiele  wurde  der  Schlagschatten  der  Kante 
BG  auf  die  Kaute  NP  nach  der  in  §.  350  hesprochenen  und  in 
Fig.  122,  Taf.  XX,  durchgeführten  Methode,  mittelst  Zurückführung 
des  Lichtstrahles  aus  dem  Schnittpunkte  2;^  der  betreffenden  auf  eine 
und  dieselbe  Ebene  (hier  Grundebeue)  bezogenen  Schatten  PC's  und 
NP's  festgestellt.  Der  so  erhaltene  Punkt  2:  gibt  mit  ft  verbunden 
den  Schlagschatten  von  BG  auf  das  Dreieck  MNP. 

Es  ist  hieraach  endgiltig  durch  rsPs  der  Schatten  des  Drei- 
eckes MNP  auf  die  Ebene  ABG,  durch  MiiSrs  jener  von  ABC 
a.üi  MNP  und  durch  BiiNSsdA  der  Schlagschatten  der  beiden 
ibenen  ebenen  Gebilde  auf  die  Grundebene  dargestellt. 


§.  354. 
Schlagsthatteiiljestiminung  von  l'olyedern. 
Verbindet  man  das  Beleuchtungscentrum  mit  alleu  Kautenpunkten 
des  Polyeders,  so  erhält  mau  eine  Strahlenfläche,  deren  äußerste 
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Begrenzung  —  insoferiie  dieselbe  vom  leuchtenden  Punkte  aus  hinter 
dem  Polyeder  liegt  —  gleichzeitig  auch  die  Begrenzung  des  Schat- 
tenraumes  des  Polyeders  bilden  wird. 

DerScbnitt  des  letzteren  mit  irgend  welchen  schattenaufn  eh  tuen- 
den Flächen  wird  in  seiner  Form  den  Sekkgschatten  des  Polyeders 
darstellen. 

Die  Begrenzung  der  Strahlenflächo  wird  durch  die  äußersten 
Eheneo  gebildet,  welche  durch  das  Beleuehtungscentrum  und  die 
Polyederkanten  geführt  werden  können.  "Wir  wollen  besagte  Grenz- 
ebenen  die  „Streifebeiien"  nennen. 

Die  in  den  Streifebenen  liegenden  Polyederkanten  bilden  jeder- 
zeit eine  geschlossene  unverzweigte  Kette,  welche  den  beleucii- 
teten  Theil  des  Polyeders  von  dem  unbeleuchteten  Theile  desselben 
ti'ennt  und  deren  Schatten  gleichzeitig  den  Schattenumriss  des 
Polyeders   bestimmt. 

Diese  Kautenkette  kann  versuchsweise  ermittelt  werden, 
indem  man  vom  leuchtenden  Punkte,  als  Centrum  (in  endlicher  oder 
unendlicher  Entfernung)  die  Central-  (Parallel-)  Projectiou  des  Poly- 
eders auf  eine  passend  gewählte  Ebene  (Bild-  oder  Grundebene)  be- 
stimmt. Der  Umriss  der  so  erhaltenen  Protection  repräsentiert  offenbar 
nichts  anderes  als  den  Schlagschatten  des  Polyeders  resp.  der  PoJyeder- 
kanten  auf  die  gewählte  Ebene  und  entspricht  derselbe  als  solcher  der 
ob  erwähnten  Kantenkette. 

In  der  Eegel  lässt  sich  jedoch  durch  einfachere  Hilfsmittel, 
häufig  schon  durch  bloße  Anschauung  entscheiden,  welche  Kanten 
die  Selbstscliattengrenze  des  Polyeders  bilden,  wie  dies  aus  in  der 
Folge  durchzuführeadeu  Beispielen  deutlich  hervorgehen  dürfte. 

Sollte  ein-  oder  das  anderemal  doch  noch  irgend  ein  Zweifel  ob- 
walten, SD  kann  man  sich  durch  einen  ähnlichen  Vorgang,  wie  er  in 
§.  352  Erwähnung  fand,  leicht  darüber  hinweg  helfen. 

Nehmen  wir  diesbezüglich  beispielsweise  an,  es  sei  eine  Pyramide 
durch  ihre  Bild-  und  Grundflächprojeetion,  sowie  das  Beieuchtungs- 
ceutrum  L  gegeben  und  es  wäre  zu  entscheiden,  Welche  ihrer  Seiten- 
flächen beleuchtet  sind  und  welche  derselben  im  Selbstsehatten  liegen. 

Wir  legen  zu  diesem  Ende  durch  {L,  L')  (Taf  SS,  Fig.  127) 
irgend  eine  projicierende  Ebene  ji  womöglich  so,  dass  dieselbe  alle 
Seitenflächen  innerhalb  ihrer  Begrenzungen  schneidet. 

Die  Sehflittfigur  fällt  diesfalls  im  Bilde  mit  der  Trace  %i,  —  K 
der  besagten  Ebene  «  zusammen,  während  sich  deren  Grundflächpro- 
jeetion in  V  IF  IIP  IV'  ergibt. 
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Die  äußersten  Lichtstrahlen,  welche  aus  dem  Belenchtungs- 
centrum  nach  den  Eckpunkten  der  Schnittfigur  gezogen  werden  könneD, 
siad,  wie  aus  der  Grundfiächprojeetion  ersichtlich,  L'Il'  und  L' III' 
und  es  werden  dem  entsprechend  die  Seiten  I' II'  und  I III'  und  mit 
diesen  gleiehaeitig  die  Seitenflächen  A CD  und  ABB  dem  ein- 
fallenden Lichte  gegenüber  liegen,  also  beleuchtet  erscheinen, 
während  aich^die  Seiten  II lY  und  III IV  der  Schnittfigur  und  mit 
derselben  auch  die  Polyederflächen  ABC  und  BCD  im  Selbst- 
sohatten  befinden  werden. 

Die  Punkte  //  und  III  scheiden  die  beleuchteten  Seiten  der 
Schnittfigur  von  den  unbeleuchteten  Seiten  derselben ;  es  werden  mithin 
auch  die  Kanten  AG  uni  BD,  in  welchen  sie  liegen,  Grenz- 
kanten   sein. 

Die  Kantenkette  lässt  sich  iian  unter  Berücksichtigung  der  ge- 
fundenen Resultate  leicht  yerTOllständigen,  und  ist  diese  im  Bilde  durch 
die  kräftiger  gehaltenen  Linien   {ABDGA)   vergegenwärtigt. 

§.  355. 

Kennt  man  bei  einem  Polyeder  die  Kanteu^ette,  welche  den 
beleuchteten  vom  unbeleuchteten  oder  dunklen  Theile  trennt,  so  wird 
sich  die  Schlagschaltenbestimmung  einfach  darauf  reducieren,  den 
Schnitt  der  durch  diese  und  das  Beleuchtungscentrum  bestimmten 
Lichtpyramide  mit  den  betreffenden  in  den  Schattenraum  hinein- 
ragenden Flächen  resp.  Ebenen  zu  bestimmen. 

Unter  Umständen  kann  selbstverständlich  die  vorerwähnte  Pyra- 
mide auch  mit  dem  gegebenen  Polyeder  selbst  zum  Schnitte  kommen. 

Es  kann  dies  beispielsweise  dann  geschehen,  wenn  das  Polyeder 
einspringende  Winkel  aufweist  oder  nicht  vollständig  durch  Seiten- 
flächen begrenzt  ist.  Im  letzteren  Falle  wird  man  von  einem 
„Schatten  des  Polyeders  ins  Innere"  sprechen  müssen. 

Mit  Zugrundelegung  dieser  allgemeinen  Bemerkungen  wird  es 
gewiss  auch  keinerlei  weitere  Schwierigkeiten  bieten,  in  allen  vor- 
kommenden Fällen  für  „von  ebenen  Seitenflächen  begrenzte 
Körper"  die  möglicherweise  vorkommenden  Schatten  zu  bestimmen, 
welche  Lage  auch    immer  das  Beleuchtungseentrum  einnehmen  mag. 

Wir  wollen  versuchen,  das  Gesagte  durch  eine  Keihe  von  Bei- 
spielen klar  zu  legen  und  auch  diesbeaöglich  von  dem  Einfachsten  auf 
das  Compliciertere  übergehen. 
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%.  356. 

ßS.  Aufgabe.  Es  ist  der  Scliatleu  einer  Pyramicle  auf  iure 
Basisehene  zu  bestimmen. 

Die  Pyramide  sei  durch  ihr  Bild  uud  das  der  Projection  ihrer 
Spitze  auf  die  Ebene  der  Basis  gegebes.  Der  leuchtende  Punkt  (L,L'} 
(Taf.  XX ,    Fig.  128)  sei  durch  seine  Bild-  und  Grundflächprojection 


Der  Schlagschatten  der  Basis  ABCDEF  der  Pyramide  komint 
hier,  da  diese  in  der  schattenaufuehmenden  Ebene  selbst  liegl;, 
weiter  nicht  in  Betracht.  Es  wird  sich  somit  bloß  um  den  Schattea 
des  Scheitels  (Ä,  S')  der  Pyramide  handeln. 

Führen  wir  durch  (L^L')  und  {S,8-)  einen  Lichtstrahl,  so  kann 
diese  Gerade  gleichsam  als  der  Schnitt  der  möglichen  Streif- 
ebenen,  welche  durch  (L,  L')  und  {S,  S')  an  die  Pyramide  gefuhrt 
werden  können,  betrachtet  werden,  und  suchen  wir  den  Durehstoß- 
punkt  S„  des  besagten  Lichtstrahles  (A,  ^')  mit  der  Basisebene -B«,  so 
bestimmt  dieser  bereits  den  Schlagschatten  S^  der  Pyramidenspitze 
(yS,  S')  auf  die  bezeichnete  Ebene. 

Der  Schlagschatten  der  Pyramide  ist  sodann  durch  die  äußer- 
sten Geraden  (Traoen  der  Streifebenen  auf  der  Basisebeue)  be- 
grenzt, welche  vom  Punkte  Sg  an  die  Pyramiden basis  ABODEF 
geführt  werden  können.  Im  yorliegenden  Falle  sind  diese  Traceii 
durch  CSg  und  ES^  dargestellt. 

Die  Verbindungsgeraden  der  übrigen  Eckpunkte  A,  B  .  .  .  mit 
;S'^  würden  den  Schlagschatten  der  einzelnen  Pyramidenkauten  (für 
sich  betrachtet)  direct  bestimmen. 

Die  hier  in  Betracht  kommenden  Streifebenen  der  Pyramide 
sind  sonach  durch  GSf^S  und  ES„S  und  die  schatten  werfenden 
oder  Selbstschattenkanten  GS  und  B8  dargestellt.  Diese 
letzteren  begrenzen  die  beschatteten  oder  im  Selbstschattea 
sieh  befindlichen  Seitenflächen  CSD  und  BSE  der 
Pyramide. 

Die  Kette  der  Selbstsebattenkanten  ließe  sich  hier  leicht 
vervollständigen;  es  würden  sich  an  die  eben  genannten  noch  die 
Kanten  EF,  F A,  AB  und  BC  anreihen,  so  dass  sich  also  auch  die 
Basis  der  Pyramlüe  nach  unten  zu  im  Selbstschattea  befinden  würde. 

Fiele  S„  innerhalb  des  Basispolygons,  {L,  U)  oberhalb  Bs  vor- 
ausgesetzt, so  wären  allen  Seitenflächen  der  Pyramide  beleuchtet.  Die 
beschatteten  Flächen,  sowie  auch  der  Schlagschatten  selbst,  wurden 
sich  auf  die  Basis,  und  die  Selbstschattengrenze  auf  den  Umfang  der 
letzteren  beschränken. 
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§.  357. 

69.  Aufgabe.  Der  Schlagschatten  eines  Pyramidenstutzes  auf 
die  Basisebene  desselben  ist  za  ermitteln 

Mau  kann  sich  diesfalls,  um  au  die  vorhergegangene  Aufgabe 
direct  anzuknüpfen,  den  Pjramideiistutz  zur  vollen  Pyramide  ergänzt 
denken,  und  zunächst  den  Schlagschatten  dieser  bestimmen. 

Nachdem  der  letztere  nicht  mit  dem  Sehlagschatten  des  (nicht 
vorhandenen)  Pyramiden  scheiteis  enden,  sondern  nur  mit  dem  Schatten 
der  oberen  Begrenzung  des  Stutzes  abschließen  kann,  wird  man,  «m 
schnell  zum  Ziele  zu  gelängen,  den  Schlagschatten  der  einzelnen  Pyra- 
midenkanten aufsuchen,  indem  man  die  Basiseckpuukte  Ä,.  ..G,I>,E 
(Taf.  XX,  Fig.  li)9)  mit  S^  verbindet  und  sodann  durch  die  entspre- 
chenden Eckpunkte  des  oberen  Begrenzungspolygons  die  Lichtstrahlen 
bis  zum  Schnitte  mit  dem  Schlagschatten  der  jeweilig  zugehörigen 
Kanten  führen,  um  sogleich  den  Schatten  der  oberen  Basiseckpunkte 
F,  (i,  H  zu  erhalten. 

Wie  schon  aus  der  Anordnung  zu  ersehen,  werden  die  äußersten 
Punkte  des  an  bestimmenden  Sehlagschattens  diejenigen  sein,  welche 
den  Basiseckpunkten  F,  G  und  H  entsprechen.  Man  erhält  hiernach 
den  Schlagschatten  des  Pyramidenstutzes  auf  der  Basisebene  B^  durch 
CF,G,HsE  dargestellt, 


70.  Äufga,he.  Der  SoMagscliatteii  eines  Prisma  ist  zu  be- 
stimmen. 

Das  Prisma  sei  durch  sein  Bild  und  das  Bild  der  Grundfläch- 
projection  einer  seiner  Kanten  Cc  gegeben;  der  leuchtende  Punkt  sei 
(i,  L').  Der  Schlagschatten  des  Prisma  ist  auf  der  Basisebene  Bc 
des  letzteren  festzustellen. 

"Wir  werden  zunächst  diejenigen  Streifebeuen  ermitteln,  welche 
durch  die  Seitenkanten  des  Prisma  gehen. 

Legen  wir  durch  den  leuchtenden  Punkt  (i,  L')  (Taf.  XX,  Fig.  ISO) 
und  die  Prismenkanten  alle  möglichen  Ebenen,  so  müssen  diese  letz- 
teren eine  Gerade  {K,  K')  enthalten ,  welche  durch  (L,  L')  geht  und 
zu  den  Prismenkanten  parallel  läuft  Durch  den  Durchstoßpunkt  (z/,  J') 
der  Geraden  [K,  K')  mit  der  Basisebene  Bc  werden  offenbar  die 
Grundflächtracen  aller  durch  die  Seitenkaaten  gehenden  Lichtebenen 
zu  führen  sein  und  wir  werden  dieselben  erhalten,  indem  wir  {J,  z/') 
mit  den  Eckpunkten  Ä,  B,  G...   der  Basis  verbinden. 
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Diese  Giundflächtracen  repräsentieren  diesfalls  gleichzeitig  auch 
die  Schlagschatten  der  einzelneu  Seitenkaiiten.  Die  diesbezüglichen 
Begrenzungen  ergeben  sich,  indem  mau  durch  (i,  L')  und  die  oberen 
Basiseckpunkte  h,  c,d.,.  Lichtstrahlen  fuhrt  und  diese  mit  dem  ent- 
spreeheHdeu  Schatten  der  Priamatanten  num  Schnitte  bringt.  Auf 
diese  Weise  erhalten  wir  den  IJmriss  des  Schlagschattens  durch 
Sb^Cgd^e^E  dargestellt.  Die  dem  so  construierten  Schlagschatten 
zugewendeten  Seitenflächen  Sc,  Cd  und  De  des  Prisma  liegen  im 
Selbstschatten. 

§.  359. 

71.  Avfyäbe.  Der  Schlags  eliatten  eines  Prisma  ist  unter  der 
Voraussetzung  von  Parallelbeleuchtung  zu  ermitteln. 

Das  gegebene  Prisma  ruhe  mit  der  Basis  ASODE  (Taf  XX, 
Fig.  131)  auf  der  Grundebene  auf,  die  Lage  des  Prisma  ist  durch 
Angabe  der  Bild-  und  Grundflächprojection  der  Kanten  {Sb,  Bh')..., 
die  Lichtstrahienrichtung  durch  die  Gerade  (l,  X')  bestimmt. 

Nachdem  die  bebufs  der  Scblagsobatfcenbestimmung  zu 
führenden  Lichtebenen  einerseits  parallel  zu  (-1,  A')  sein,  andererseits 
aber  das  Prisma  längs  der  schattonwerfenden  Kanten  streifen  müssen, 
werden  die  erstgenannten  Ebenen  dadureb  unzweideutig  festgestellt, 
dass  sie  sowohl  eine  Gerade,  die  zu  (;i,  l'),  als  auch  eine  Gerade,  die 
au  {Sb,  Sb')  parallel  läuft,  enthalten. 

Um  daher  die  Liebtebene  ihrer  Stellung  nach  zu  bestimmen, 
haben  wir  bloß  durch  irgend  einen  Punkt  [x,  x')  Geraden  parallel  au 
dem  obbezeichneten  zu  führen  und  durch  diese  zwei  in  {x,  x')  sich 
schneidenden  Geraden  die  Ebene  zu  legen.  Verschiebt  man  die  so 
gefundene  Ebene  parallel  zu  sich  selbst  so  weit,  bis  deren  Traeen  auf 
der  Basisebene  die  änlSersten  Eckpunkte  des  Basispolygons  streifen, 
das  Prisma  also  längs  Kanten  berühren,  so  bestimmen  diese  letzteren 
die  schatten  werfenden  Prismakanten,  die  Traeen  der  Lichtebenen 
die  Schlagschatten  derselben  auf  der  Basisebene  und  der  von  den 
besagten  Liehtebenen  eingeschlossene  Raum  den  Schattenraum. 

Um  den  Schlagschatten,  da  das  Prisma  sich  nicht  ins  "Unendliche 
erstreckt,  au  begrenzen,  wird  man,  auf  Grundlage  der  vorher  gelösten 
Aufgabe,  den  Schlagschatten  der  oberen  Basis  des  Prisma  zu 
bestimmen  haben. 

Im  vorliegenden  Beispiele  kann  auch  der  folgende  Weg  ein- 
geschlagen werden. 

Wir  bestimmen  direct  den  Sehlagschatten  der  Seitenkanten  des 
Prisma    auf   der   Basisebene,    ermitteln    also    zu    diesem  Zwecke  den 
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ychlagschatten  &s  des  Punktes  (i,  b'),  welcher  mit  B  verbunden  bereits 
den  Schatten  der  begrenzten  Kante  Bh  auf  der  Ebene  Bf  liefert. 

Die  Sehlagsciatten  aller  übrigen  zu  (Bb,  Bh')  parallelen  Kanten 
mflssen  selbstverständlich ,  da  parallelen  Geraden  bei  paralleler  Be- 
leuchtung, auf  die  nämliche  Ebene  bezogen,  parallele  Schatten  ent- 
sprechen, zu  der  Schlagschafctenriehtung  Bb,  parallel  sein  und  gleich- 
falls durch  die  Fußpunkte  der  zugehörigen  Kanten  gehen. 

Begrenzt  man  diese  Schatten  mittelst  der  durch  die  entspre- 
chenden oberen  Eckpunkte  b,  e  und  d  geführten  Lichtstrahlen,  so  ergibt 
siehin  iJ&sCsfisD  der  Umriss  des  verlangten  Schlagschattens. 

Die  Schlagschatten  aller  übrigen  Prismenpunkte  fallen  innerhalb 
dieses  Umrisses.  Da  dieselben,  der  gestellten  Forderung  gemäß,  im 
vorliegenden  Falle  von  keiner  weiteren  Bedeutung  sind,  erscheint  deren 
Aufsuchen  überflüssig.  Die  bloße  Anschauung  genügt  in  den  meisten 
Fällen  zu  deren  Unterscheidung. 

Selhstverständlich  könnte  man  diesfalls,  ebenso  wie  auch  in  dem 
in  §.  357  gewählten  Beispiele,  direct  die  Schlagschatten  der 
beiden  die  Flächen  begrenzenden  Basispolygone  auf  die  betreffende 
sehattenanffangeude  Ebene  bestimmen  und  die  gleichnamigen,  d.  i. 
in  der  nämlichen  Kante  liegenden  Grenzpunkte  geradlinig  verbinden, 
um  die  Tracen  der  zugehörigen  Lichtebenen,  resp.  den  Schlagschatten 
der  schattenwerfenden  Kanten,  auf  der  sehattenfangenden  Ebene  zu 
erhalten. 

§.  360, 

7ä.  Aufgabe.  Der  Schlagschatten  einer  Kegelfläehe  ist  zu  be- 
stimmen. 

Die  Principien  der  Schlagschatten-Constructionen  für 
Kegel-  und  Cjlinderflächen  sind  genau  dieselben,  wie  sie  bereits 
für  Pyramiden  und  Prismen  zur  Geltung  gebracht  wurden. 

Der  Übergang  von  Pyramiden  auf  Kegel  und  umgekehrt  ergibt 
sich  sofort,  wenn  wir  die  Leitlinie  der  letzteren  als  Polygon  von  un- 
endlich vielen  Seiten  auffassen.  Die  vorher  erwähnten  „Streif- 
ebenen"  werden  diesfalls  in  „Tangential-  oder  Berührungs- 
ebenen"  übergehen. 

Ist  also  beispielsweise  eine  Kegelfläche  durch  ihr  Bild  und  das 
Bild  S'  (Taf.SX,  Fig.  132)  der  Projeetion  ihres  Seheitel-  oder  Mittel- 
punktes S  auf  die  Basisebene  Be  gegeben,  so  wird  man  zunächst  den 
Schlagschatten  des  Scheitels  {S,  S')  auf  der  letztgenannten  Ebene  auf- 
suchen. Wir  finden  denselben  bekanntlich  im  Schnitte  So  des  durch 
(S,  S")  gelegten  Lichtstrahles  (A,  l')  mit  der  Ebene  B^  der  Leitlinie. 
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Verbinden  wir  S^  mit  irgend  einem  Punkte  der  Leitlinie  des 
Kegels ,  30  stellt  diese  Verbindungsgerade  bereits  den  Schlag- 
schatten derjenigen  Kegelerzeugenden  dar,  welche  durch  den 
besagten  Punkt  der  Leitlinie  führt. 

Legen  wir  weiters  von  Sa  aus  an  die  besagte  Leitlinie  der 
Xegelfiäche  die  naögliehen  Tangenten,  so  repräsentieren  diese  die 
Grenzen  der  Sehiagschatten  aller  Kegelerzeugenden,  also  die  Be- 
grenzung dös  Schlagschattens  selbst. 

Die  so  geführten  Tangenten  sind  offenbar  nichts  anderes  als  die 
Basistracen  derjenigen  Tangentialebenen,  welche  durch  die  Lichtquelle, 
resp.  parallel  zur  Licbtstrahlenrichtung  an  die  Kegelfläche  geführt 
werden  können.  Die  hiedurch  bestimnaten  Berührungserzeugenden 
repräsentieren  die  schattenwerfe nden  Erzeugeaden  und  fixieren 
somit  die  Selbstschattengreuze  der  Kegelfläche. 

Im  vorliegenden  Beispiele  können  von  Sa  aus  an  die  gegebenen 
Leitlinien  drei  Tangenten  S^I,  iSglZund  S^III  gezogen  werden.  Die- 
selben begrenzen  den  auf  die  Basisebeue  Se  geworfenen  Schlagschatten, 

Die  eine  dieser  Taagenteu  (Trace  der  Lichtebene  auf  der  Ebene 
der  Leitlinie)  I S^  schneidet  überdies  die  Leitlinie  der  Kegelfläche  in 
einem  Punkte  M.  Es  ist  Medurch  das  Merkmal  geliefert,  dass  von 
M  aus  der  Schatten  gebrochen  und  somit  ein  Theil  des  Schattens 
auf  den  Kegel  selbst  übergehen  werde. 

Nachdem  die  durch  {S,  S')  und  {l,  ^')  an  die  Kegelfläche  ge- 
führte Tangentialebene  (berührende  Lichtebene)  ISS,^  die  genannte 
Fläche  nur  nach  einer  Erzeugenden  berühren,  resp.  schneiden  kann, 
wird  die  Sciiattengrenze  des  auf  die  Kegelfläche  übergehenden  Sehlag- 
schattens durch  die  geradlinige  Erzeugende  MS  gebildet, 

Die  Berührungserzeugenden  IS,  IIS,  III S  der  obbeaeichneten 
Tangentialebenen  liefern  die  Selbstschattengrenzen  der  Kegel- 
fläche. Welche  zwischen  diesen  Erzeugenden  liegenden  Theile  des 
Kegels  sieh  im  Selbstsehatten  befinden,  ist  im  allgemeinen  schon  an 
und  für  sich  dadurch  leicht  zu  entscheiden,  dass  man  erwägt,  welche 
Partien  der  Fläche  dem  Schlagschatten  zugekehrt  sind.  In  der  bei- 
gegebenen Fig.  132,  Taf,  XS,  wurde  der  nach  den  vorausgeschickten 
Andeutungen  construierte  Sehlagschatten  kräftiger,  der  Selbstschatten 
dagegen  schwächer  schraffiert. 

So  wie  sich  die  Schlagschattenbestimmung  eines  Kegels  aus  der 
einer  Pyramide  entwickelt,  kann  unmittelbar  auch  die  einer  Cylinder- 
fläehe  aus  der  eines  Prisma  abgeleitet  werden.  An  dieser 
Stelle  wollen  wir  uns  mit  der  eben  gemachten  Bemerkung  zufrieden- 
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stelleD,  erwähnen  jedoch,    dass  wir  in  der  Folge  Veranlassung  ündeE 
werdeu,  hierauf  surückzukommen. 


Schlagschatten  von  Polyedern  anf  Polyeder, 

73.  Aufgabe.  Eine  Gerade  und  eine  Pyramide  sind  gegeheu; 
der  ScMagseiatten  der  Geraden  auf  die  Pyramide,  sowie  der  Schlag- 
schatten dieser  letzteren  auf  die  Ebene  der  Basis  sind  zu  bestimmen. 

Bei  den  bisher  durchgeftthrten  Beispielen  haben  wir  uns  fast 
ausschließlich  der  sogenannten  „allgemeinen  Projectionaart" 
hauptsächlich  auch  deswegen  bedient,  um  die  Analogie  der  Lö- 
sungen in  den  verschiedenen  Projeotionsmethoden  möglichst 
klar  hervortreten  zu  lassen.  In  Hinkunft  werden  wir  uns  mehr  den 
speciellen  Projectionsarten  zuwenden,  um  uns  auch  mit  den 
specifischen  Eigenthümlichkeiten  derselben  in  Bezug  auf  die 
Conatruction  der  Schlagschatten  nach  Möglichkeit  vertraut  zu  machen. 

Wählen  wir  also  im  TOrliegenden  Falle  die  centrale  Pro- 
jection. 

Die  Lichtstrahlenricbtung  sei  durch  den  Fluchtpunkt  Y 
(Taf.  XXI,  Fig.  133)  allen  parallelen  Lichtstrahlen  gegeben.  Die 
Fisieruug  der  Richtung  durch  den  Fluchtpunkt  allein  genügt  jedoch 
noch  nicht,  da  auch  festgestellt  sein  muss,  in  welchem  Sinne  die 
Ausstrahlung  des  Lichtes  erfolgt. 

Wir  wollen  diesbezüglich  annehmen,  dass  die  vordere  Seite  der 
Bildebene  dem  einfallende  n  Lichte  ausgesetzt  sei.  Es  wird  hier- 
nach die  Richtung  und  der  Sinn  der  Lichtstrahlen  durch  die  Ver- 
hlndungsgerade  des  Projeetionaoentrums  mit  V  bestimmt.  In  der  ceo- 
tralen  Projection  (freie  Perspective)  werden  daher  alle  Liehtstrahlen 
ihre  Pfeilspitzen  dem  Fluchtpunkte  zukehren  müssen. 

Die  Basisebene  der  Pyramide  SABCDEF  sei  durch  ihre  Bild- 
üäch-  und  Fluchttrace  {Li,  L,)  bestimmt. 

Um  den  Schlagschatten  der  Pyramide  auf  die  Basisebene 
LbL,!  zu  bestimmen,  suchen  wir  wieder  zunächst  den  Schlagschatten 
ihres  Scheitels  S  auf.  Zu  diesem  Behufe  legen  wir  durch  S  den 
Lichtstrahl  8V  und  ermitteln  dessen  Durchschnitt  S^  mit  der  Ebene 
LiL^.  Die  Spitze  der  Pyramide  ist  durch  den  Träger  d<p  gegeben. 
Man  findet  daher  die  Spur  {den  Durehstoßpunkt)  des  obenerwähnten 
Lichtstrahles  A  in  seinem  Schnitte  mit  e,  d.  i.  in  der  Schnittlinie  der 
Ebene  Li,L„  mit  einer  durch  l  gelegten  Hilfsebene  AjÄ,. 
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Verbindet  man  Sg  mit  den  äußersten  Basiapunkten,  so  erhält 
man  durch  diese  Geraden  (Traeen  der  Liehtebenen  auf  LtU)  die 
SchlagschattengrenzeD  (CS^.I'Sg)  der  Pyramide  auf  der  Basis- 
ebene  L^L^. 

Der  Schatten  der  Geraden  g,  welcher  durch  dv  gegeben 
vorliegt,  wird  selbstverständlich  durch  den  Schnitt  der  durch  g  ge- 
führten Lichtebene  mit  der  Pyramide  und  der  Basisebene  L^L,  be- 
stimmt erseheinen. 

Die  Fluchttrace  S^  der  erwähnten  Licht-  oder  Schatten- 
ebene  ergibt  sich  in  der  Verbinduiigsgeraden  vV,  die  Bildfläebtraee 
Si,  derselben  ist  durch  jene  Gerade  dargestellt,  welche  durch  d  parallel 
zu  S,  geführt  werden  kann. 

Die  Schnittlinie  ^W  dieser  Ebene  SiS^  mit  der  Basisebene 
LtLy  repräsentiert  bereits  den  Schatten  der  Geraden  g  auf  die  letzt- 
genannte Ebene. 

Nachdem  der  besagte  Schatten  jenen  der  Pyramide  auf  die 
nämliche  Ebene  Lii„  bezogen  schneidet,  resp.  theilweise  in 
denselben  hineinfällt,  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  eben 
dieser  Theil  des  Schattens  der  Geraden  g  schon  von  der  Pyramide 
aufgefangen  wird ,  bevor  er  auf  die  Ebene  ij  i,  gelangen  kann,  dass 
also  der  vorbeseichnete  Theil  IsiVs  des  Schattens  auf  die  Pyramide 
selbst  geworfen  werde. 

Um  den  Schatten  der  Geraden  auf  die  Pyi-amide,  beziehungsweise 
Punkte  des  Schattens  der  Geraden  zu  bestimmen,  welcher  in  die  Pyra- 
ffiidenkanten  geworfen  wird ,  kann  man  einfach  von  dem  Zurück- 
führen des  Lichtstrahles  Gebrauch  machen.  Der  Vorgang  ist 
aus  der  Zeichnung  deutlich  ersichtlich.  Die  sämmtüehen  Punkte  1, 
II,  III  und  IV,  weiche  aus  den  Schnittpunkten  Is,  IIs..-IVs  des 
Schattens  der  Geraden  mit  den  Schatten  CS^,  SS^. .  .FS^  der  Kanten 
der  Pyramide  abgeleitet  wurden ,  haben  sich  auf  gleiche  Weise  durch 
Zurückfuhrung  der  Lichtstrahlen  VI,I,  VILU. . .  VIV.IV  ergeben. 
Zu  gleichem  Resultate  gelangt  man  selbstverständlich  auch  dann, 
wenn  man  den  Schlagschatten  der  Geraden  g  auf  die  Pyramide  als 
den  Schnitt  der  Licbtebeue  Si,S,  mit  dem  genannten  Polyeder 
betrachtet. 

Von  diesem  Gesichtspunkte  ausgehend,  wird  einerseits  ein  Mittel 
geboten,  die  nach  der  vorher  besprochenen  Bestimmungsweise  erzielten 
Resultate  zu  controlieren ,  andererseits  aber  auch  die  Möglichkeit  ge- 
schaffen, weitere  Punkte  des  Schlagschattens  aufzusuchen. 
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BeKUgnehmead  auf  das  eben  angedeutete  Priacip  ist  ku  beachten, 
dasa  der  Schlagschatten  und  das  Basispolygon  für  das  CoU- 
neatiönsceiitrum  S  und  die  Colineationsachse  ^„centrisch  coli- 
iieare  Figuren   seien. 

Nachdem  bei  der  Durchführung  des  yorsteheaden  Problemes  die 
Angabe  des  Auges  als  entbehrlich  erschien,  ist  hiedurch  auch  indirect 
nachgewiesen,  dass  dieselben  Constructionen  für  jedes  beliebige 
Projecticnscentrum  ihre  Giltigkeit  beibehalten.  Dies  bildet 
gleichzeitig  ein  charakteristisches  Merkmal  aller  Schlagschatten- 
Aufgaben. 

§.  362. 

74,  Aufgabe.  Eine  auf  der  Grundebene  aufruhende  Pyramide 
und  ein  Prisma,  dessen  eine  Seitenebene  in  der  nämlichen  Ebene 
liegt,  seien  gegeben;  der  Sohlagsehatten  der  beiden  Körper  auf- 
einander, sowie  jener  auf  die  Grundebene  sind  zu  bestimmen. 

Das  gestellte  Problem  wollen  wir  in  der  Perspective  mit 
Zuhilfenahme  der  Grundebene  lösen  nud  durchführen.  Hierbei 
wird  sich  ein  vollständiger  Anschluss  an  das  „allgemeine"  Ver- 
fahren documentieren. 

Die  Richtung  der  Lichtsti-ahieii  sei  durch  deren  Fluchtpunkt 
(v,  v')  (Taf.  XXI,  Fig.  134)  fixiert.  Entsprechend  dem  im  vorher- 
gehenden Beispiele  Gesagten,  ist  noch  festzusetzen,  in  welchem  Sinne 
die  Lichtstrahlen  einfallen.  Dieser  „Sinn"  ergibt  sich  von  selbst, 
sobald  man  als  Lichtquelle  die  Sonnenbeleuchtung  ansieht. 

Gemäß  der  hier  bezüglich  (v,  v')  getroffenen  Wahl  befindet 
sieh  der  Fluchtpunkt  aller  Lichtstrahlen  unter  der  Horizontlinie  H; 
da  aber  die  Sonne  als  über  dem  Horizonte  stehend  betrachtet  werden 
musa,  folgt,  dase  sie  hinter  dem  Beschauer  der  vorgegebenen  Gebilde 
befindlich,  die  vordere  Seite  der  Bildebene  direct  beleuchte.  Die 
Perspectiven  aller  Lichtstrahlen  kehren  deshalb  ihre  Pfeilspitzen  dem 
Punkte  {v,  v')  zu. 

Die  Leitlinie  ABCDEF  des  Prisma  liegt  in  einer  grundfläch- 
projioierenden  .Ebene  Li^L,,  daher  die  Grundrisse  der  einzelnen  Punkte 
leicht  bestimmbar  sind.  Die  Grund  fläch projection  der  Pyramidenspitze 
sei  durch  S'  dargestellt. 

Sowie  im  vorherigen  Beispiele,  bestimmen  wir  auch  hier  zunächst 
den  Schlagschatten  der  einzelnen  Körper  auf  die  Grundebene. 

Die  Schlagschatten  der  Basispunkte  des  Prisma,  bei- 
spielsweise des  Punktes  F,  ergeben  sich,  wie  bekannt,  wenn  man  deren 
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Bilder  F...  mit  d,  und  deren  Grundflächprojectionen  F'...  mit  v' 
verbindet,  d.  i.  wenn  man  die  den  einzelnen  Punkten  F...  entspre- 
chenden Lichtstrahlen  JFw...  nad  die  diesen  zugehörigen  Grundfläch- 
projectionen F'v'...  zieht  und  deren  Schnitte,  beispielsweise  also 
Fv  mit  F'v'  in  F,  bestimmt.  Auf  dieselbe  Weise  wie  Fs  kann 
der  Schlagschatten  aller  übrigen  Basispunkte  aufgesucht  werden. 

Die  Schlagschatten  der  Prismakanten  werden,  da  sie 
sämmtlich  zur  Grundehene  parallel  sind,  gegen  den  Fluchtpunkt  f 
derselben  convergieren.  Aus  dem  Umrisse  des  Prismaschattens  ist 
gleichzeitig  zu  ersehet),  dass  einerseits  die  Seitenkanten  A  und  D  und 
andererseits  die  Basiskaaten  ÄF,  FE  uai  ED  die  Selbstschatten- 
greozen  bilden. 

Der  Scblagscbatten  der  Pyramide  auf  die  Grundebene 
(Basisebene  Li,L„)  ergibt  sich  auf  die  bereits  mehrfach  besprochene 
Weisein  2\rS„,  PS^. 

Es  ist  sofort  zu  ersehen,  dass  sich  derselbe  in  den  Punkten  I 
und  yjl  der  auf  der  Grundehene  aufrubenden  Seitenkante  A  bricht 
und  von  hier  aus  auf  das  Prisma  übergeht. 

Die  Scblagscbatten  der  Pyramide  auf  die  Seitenkanten  des  Prisma 
können,  um  möglichst  einfach  zum  Ziele  zu  gelangen,  durch  „Zurück- 
führen des  Lichtstrahles"  ermittelt  werden.  Mit  Zuhilfenahme 
dieser  Methode  wurden  denn  auch  die  Punkte  //,  IV  und  VI,  wie 
der  Construetioüszeichnung  (Taf.  XXI,  Fig.  134)  deutlich  zu  ent- 
nehmen ist,  auf  die  bereits  bekannte  Weise  festgestellt. 

Würde  dieses  Verfahren  ungenaue  Schnitte  ergeben  oder  sich 
anderweitig  unzureichend  erweisen,  so  stehen  uns  eine  Reihe  anderer 
Hilfsmittel  zur  Verfügung. 

So  könnte  man  beispielsweise  die  Durchdringung  (gegensei- 
tiger Schnitt)  der  Lichtpyramide  (des  Scbattenraumes),  resp. 
den  Schnitt  der  beiden  Streifehenen  NS„  und  PS^  mit  dem  Prisma 
aufsuchen;  oder  man  kann  (nach  §.  352,  Fig.  125)  den  Schlagschatten 
^  der  Pyramidenspitze  S  auf  die  einzelnen  Seitenebenen  des  Prisma, 
wie  etwa  auf  die  Ebene  FD  desselben  bestimmen,  indem  man  die 
Projection  d  der  Spitze  >S'  auf  die  genannte  Ebene  aufsucht,  in  gleicher 
"Weise  ferner  die  Projection  dv'  des  Lichtstrahles  auf  die  nämliche 
Ebene  feststellt  nnd  sodann  den  verlangten  Schatten  ^  von  S  auf  die 
besagte  Ebene  ED  im  Schnitte  ^  von  dv'  mit  Sv  oder  J.  erhält. 
Dieser  Punkt  ^  mit  den  allenfalls  schon  anderweitig  gefundenen 
Punkten  III  und  VI  verbunden,  wird  in  J/JJFund  VIV  denjenigen 
Theil  des  Schattens  begrenzen,  welcher  seitens  der  Pyramide  auf  die 
obere  Seitenfläche  EDD^Ei  des  Prisma  fälit. 
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Weiters  könnte,  behufs  der  Vervollständigung  des  Schlagschattens, 
auch  der  umstand  Berücksichtigung  finden,  dass  sich  die  Schlag- 
schatteugrenzen  auf  den  nämlichen  Seitenebenen  des  Prisma 
immer  auch  in  einem  und  demselben  Punkte  6  des  Lichtstrahles  k 
schneiden  müssen.  Hiervon  wurde  behufs  Ergänzung  des  Schlag- 
schattens auf  der  Seitenebene  EF,  mit  Zuhilfenahme  des  bereits  be- 
stimmten Punktes  YI,  Gebrauch  gemacht,  und  die  Controle  hezttglich 
des  Schnittes  II III  der  durch  HS  gefQhrten  Streifebene  mit  der 
Seitenebene  FE^  E  des  Prisma  ausgeübt. 


75.  Aufgabe.  Ein  auf  der  horizontalen  Projeotionsebene  senk- 
recht aufstehendes  Prisma,  welches  von  einer  prismatischen  Platte 
überdeckt  wird,  ist  gegeben;  es  sind  die  Schlagschatten  beider 
Prismen  aufeinander,  sowie  auch  auf  die  horizontale  und  verticale 
Projectionsebene  (In  orthogonaler  Ptojection)  zu  bestimmen. 

Da  es  sich  hier  um  die  Construction  der  Sehlagschatten  in  der 
Moßge'schen  Darstellungsmethode  handelt,  wird  das  allgemeine 
Verfahren,  entsprechend  den  Andeutungen,  die  wir  in  der  Anmerkung 
zu  §-347,  Fig.  116,  Taf.  XX,  zum  Ausdrucke  brachten,  modificiert 
■werden  müssen. 

Die  Schlagschatten  der  einzelnen  schatten  werfenden  Punkte  auf 
die  Eorizontalebene,  als  Grundebene,  werden  daher  nicht  mehr  direct 
im  Schnitte  der  entsprechenden  Bild-  und  Grundfläch- 
projection  des  zugehörigen  Lichtstrahles,  sondern  selbstverständlich 
in  dem  nach  der  Monge'schen  Methode  bestimmten  horizontalen 
Durchstoßpunkte  zu  suchen  und  zu  finden  sein. 

Da  die  Seitenkanteu  der  beiden  Prismen  {abedef,  a'h'o'd'e'f) 
und  (ABCDEEGH,  A' B' C D' E' F' G' H')  (Taf.  XXI,  Fig.  135) 
horizontal  -  projicierend  sind,  wird  das  Auffinden  jener  Kanten,  die 
schattenwerfend  sind,  also  der  Selhstschattengrenze  angehören,  gegen- 
über anderweitigen  Annahmen  noch  wesentlich  erleichtert,  indem  dies- 
falls die  zu  dem  Lichtstrahie  {l,  l')  parallel  geführten  Lichtebeneu, 
aus  obigem  Grunde,  selbst  horizontal-projieierend  sind,  ihre  Horizontal- 
traeen  demnach  mit  der  Richtung  der  Horizontalprojeetion  der  Licht- 
strahlen übereinstimmen. 

Die  der  Selbstschattengrenze  angehörenden  Kanten 
(ee„e'X  (/■/,,/*)  und  {DD„D'),{HB„H')  sind  nämlich  uamittelbar  die- 
jenigen, welche  den  äußersten,  an  die  horizontalen  Projectionen 
der  Begrenzungspolygone  geführten  Lichtstrahlen  entsprechen. 
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Bezeiclinete  Lichtstrablen  (Traeen  der  Streif-  oder  LicMebenen) 
bilden  gleichzeitig  einen  Theil  des  Sehattenumrisses  auf  der 
horizontalen  Projactionseliene. 

Die  Kantenkette  der  SeJbstsehattengrenze ,  welche  sieh  an  die 
genannten  Seitenkanten  ansehließt  und  in  den  unteren  BegreHKungs- 
polygonen  beider  Prismen  in  der  vorliegenden  Zeißhnung  aaeh 
links,  in  den  oberen  dagegen  nach  rechts  verläuft,  ist  somit  leicht 
festzustellen.  Ist  diese  aber  bestimmt,  so  unterliegt  es  auch  keinen 
weiteren  Schwierigkeiten,  den  Sehattenumriss  (selbstverständlich 
durch  Vermeidung  aller  überflüssigen  Hilfslinien)  zu  ergänzen,  resp. 
durch  seine  Projection  anf  die  Horizontal-  und  Tertiealebene  festzu- 
stellen, da  es  sich  im  Grunde  genommen  doch  nur  um  das  Aufsuchen 
der  Durehstoßpunkte  einzelner  Geraden  (Lichtstrahlen)  mit  den  ge- 
nannten Ebenen  handelt. 

Schon  aus  dem  Umrisse  des  Schattens  ist  zu  entnehmen,  dass 
ein  Theil  desselben  von  der  oberen  Deckplatte  auf  das  darunter 
stehende  Prisma  geworfen  wird. 

Behufs  der  Construction  des  besagten  Schattens  könnte  man  auch 
hier  anstandslos  von  der  „Zurüekführnng  des  Lichtstrahles"  Gebrauch 
machen.  In  vorliegendem  Falle  jedoch  dürfte  sich  (sobald  man  von 
dem  Gesichtspunkte  ausgeht,  dass  der  fragliche  Schatten  auf  das 
untere  Prisma  der  Schnitt  des  letzteren  mit  einem  zweiten  Prisma 
ist,  dessen  Leitlinie  die  Schattengrenze  der  oberen  Deckplatte  vorstellt 
und  dessen  Seitenkanten  zur  Liehtstrahlenriehtung  parallel  laufen) 
die  directe  Bestimmung  noch  besser  eignen. 

Zu  diesem  Zwecke  wenden  wir  Hilfsebenen  an,  welche  einerseits 
zu  den  Erzeugenden  beider  Prismen  parallel,  also  horizoctal-projieierend 
sind,  andererseits  aber  auch  eine  zur  Lichtstrahlenrichtung  parallele 
Lage  haben, 

Besagte  Hilfsebenen  schneiden  beide  Prismen  nach  Erzeugenden. 
In  den  gemeinsamen  Punkten  der  letzteren,  welche  in  je  einer  dieser 
Hilfsebenen  liegen,  ergeben  sich  unmittelbar  Punkte  des  gesuchten 
Schlagschattens. 

Diese  Hiifsebenen  können  immer  durch  die  aufeinander  folgenden 
Seitenkanten  des  einen  oder  des  anderen  Prisma  gelegt  werden  und 
erhält  man  so,  in  sueeessiver  Aufeinanderfolge,  Punkte,  welche  gerad- 
linig miteinander  verbunden  die  verlangte  Durchdringung  unmittelbar 
bestimmen. 

Auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet,  kommen  bloß  die  Hilfs- 
ebenen,   deren  Horizontaltracen  ra/K*,  S'S'a<  ^'ß'  und  c'y'  sind,    in 
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Betracht.  Die  hieraus  resultierenden  Durchdringungsp unkte  erscheinen 
durch  ß„,  B„,  ß„  und  y„  dargestellt. 

§.  364. 

76.  Aufgabe.  In  scMefer  ProjectioE  ist  eine  Verhiudung  von 
Prismen  gegeben;  es  sind  für  eine  durch  {l,  l')  hestimmte  Strahlen- 
riohtung  die  vorkommenden  SeMagsoliatten  zu  construieren. 

Das  gewählte  Object  wurde  nach  vorliegendea  Dirne usiouen 
auf  Grund  des  auf  (Taf.  SXI,  Fig.  136)  seitlich  abgeleiteten  Achsen- 
kreuzes, der  Längen-  und  Breiten  Verkürzung,  sowie  des  für 
den  gewählten  schief-projicierenden  Strahl  entwickelten 
Theilatrahles  klinographiach  dargestellt. 

Hierbei  wurde  die  2-Ächse  als  vertieal,  die  x-  und  j/-Ächse  als 
in  der  Gnindebene  liegend  (in  ortbogonaler  Darstellung)  und  diese  als 
mit  der  horiKontalen  Projectionsebene  identisch  yorausgesetzt.  Das 
PrDJectioosdreieek  ist  0  0,  0',. 

Die  schiefen  Projeetionea  der  x-  und  ^-Ächse  sind  somit  bezie- 
hungsweise durch  0,m  und  0,«  dargestellt,  uud  folglich  ist  auch  die 
Projection  des  Achsenkreuzes  vollständig  bestimmt.  Was  die  Maß- 
stäbe anbelangt,  so  projieiert  sieh  die  ^'-Einheit  in  wahrer  (natür- 
licher) Größe,  während  die  x-  und  «/-Eiuheit  beziehungsweise  iti  dem 

Verhältnisse  ■  -^  und  — ^  verändert  erscheint. 

Die  Schlagschatten  -  Construction  der  einzelnen  prismatischen 
Baltenstücke  auf  die  Grundebene  bietet  durchaus  nichts  neues,  kann 
daher  in  analoger  Weise,  wie  dies  in  früher  durchgeführten  Beispielen 
bereits  geschehen  und  der  Zeichnung  (Fig.  136,  Taf,  XXI),  zu  ent- 
nehmen ist,  bestimmt  werden. 

Bemerkt  sei  diesfalls  nur,  dass  die  Schlagschatten  der  zur 
Grundebene  senkrechten  Prismenkanten  in  die  Grundiläehprojec- 
tion  des  entsprechenden  Lichtstrahles  fallen  uud  dass  die  Schlagschatten 
aller  zur  Grundebene  parallelen  Kanten  auf  dieser  selbst,  zu  den 
in  schiefer  Projection  dargestellten  Kanten  parallel  sind. 

In  Bezug  auf  den  gegenseitigen  Schatten  sei  kurz  hervor- 
gehoben, dass,  auf  den  vorliegenden  Fall  angewendet,  der  Schlag- 
schatten der  Kante  fg  nicht  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  auf  die 
Grundebene  fällt,  sondern  infolge  des  vorstehenden  prismatischen 
Balkens  ß'e  in  I  gebrochen  wird  und  von  da  aus  auf  denselben  über- 
geht. Der  Schatten  auf  ß'e  wird,  wie  bekannt,  erhalten,  indem  man 
7  mit  dem  Punkte  g  der  Kante  fg  verbindet,  von  dieser  Verbindungs- 
geraden aber  selbstverständlich  nur  jene  Strecke  I II  benutzt,  welche 
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mnerhalli  dar  Grenaen  der  Seitenebene  ß'e  liegt.  Von  //  übergeht 
der  Schattea  auf  die  obere,  zur  Gruadebene  parallele  Begrenzungs- 
ebene  ß'e  des  Prisma  und  erscheint  daselbst  offenbar  zu  dem  Schatten 
fa9,ii  'ic  *'Oii  fg  auf  die  Grundebene  geworfen  wird,  parallel,  ergibt 
sieh  also  in  II III. 

Ebenso  wirft  die  Kante  hh  (in  der  Zeichnung  gedeckt)  ihren 
Sehlagschatten  h  IV  parallel  z«  ff^g„  auf  die  obere  Begrenzung  rt 
des  Prisma  urt,  um  sieb  von  lY  aus,  auf  die  Seiteßfläehe  aß  über- 
gehend, nach  Ic  fortzusetzen. 

In  ÖF  erhält  man  den  Schatten  des  yerticalea  Prisma  ßac  auf 
das  horizontale  Prisma  nrt  des  Balkenkreuzes.  Der  letatbezeiebnete 
Schatten  gebt  theilweise  auf  das  schräg  sich  anschließende  Prisma 
mpo  (Stützbalken)  über.  Man  erhält  denselben  diesfalls,  wenn  man 
den  Punkt  4  mit  n,  d.  i.  dem  Schnittpunkte  der  Kanten  ns  und  dd 
verbindet.  Der  weitere  Schatten  des  genannten  Prisma  mpo  wurde 
zunächst  auf  der  Gruadebene  ermittelt  und  sodann  durch  „Zurück- 
fahrung  des  Lichtstrahles"  auf  das  horizontale  Balkenkreuz  bezogen. 

§.  365. 

77.  Aufgabe.  Es  sind  die  an  einem  ia  axonometrisclier  Pro- 
jection  dargestellten  Gesimse  vorkommenden  Schatten  zu  eonstruierea. 

Zunächst  leiten  wir  für  die  gewählte  axonometriache  Darstellung 
das  Achsenkreuz  OxyB  (Taf.  XXI,  Fig.  137)  ab.  Als  Proälebene  des 
Gesimses  wählen  wir  die  ai^-Ebene. 

Der  Lichtstrahl  liege  in  asonometrischer  Projection,  durch  sein 
Bild  PO  und  das  seiner  Projection  F' 0  gegeben,  vor.  Selbstver- 
ständlich iässt  sieh  aus  diesen  beiden  Stücken  das  Bild  seiner  ander- 
weitigen Projectionen  auf  die  Aehsenebenen  anstandslos  construieren. 
In  dem  vorliegenden  Falle  dürfte  sich  die  Benützung  des  Bildes  PO 
des  Lichtstrahles  und  das  seiner  Projection  F"  0  auf  die  Profilebene 
am  besten  eignen. 

Um  nun  etwa  den  Scblagscbatten  der  Längskante  ««  auf  die 
Ebene  ieß  au  erhalten,  wird  man  durch  a  eine  Parallele  aa^  zur 
Profil  projection  F"0  des  Lichtstrahles  zu  führen  und  den  Schnitt  «„ 
derselben  mit  der  Prolilspur  der  Ebene  heß  zu  bestimmen  haben. 

Die  durch  a„  zu  der  Kante  aa  parallel  geführte  Gerade  be- 
grenzt bereits  den  Schlagschatten  a^a^  der  genannten  Gesimskatite 
auf  die  Ebene  leß.  Der  Grenzpunkt  k„  dieses  Schattens  ergibt  sich 
im  Schnitte  der  Geraden  a^u^  mit  dem  durch  k  parallel  zu  FO  ge- 
zogenen Lichtstrahle  L 
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Hiemit  ist  schon  der  gaoze  Vorgang  der  Schlagsehattenbestim- 
muHg  in  Bezug  auf  das  vorliegende  Beispie!  klar  gelegt  und  ist  alles 
weitere,  wie  der  beigegebenen  Zeichnung  ku  entnehmen,  nur  eine  bloße 
Wiederholung  der  hier  in  aller  Kürze  angegebenen  Gonstruction. 

Als  Controle  kann  auch  hier  die  Methode  des  Zurückführens 
der  Lichtstrahlen  angewendet  werden.  So  mnss  beispielsweise  die 
Verbindungsgerade  J^l'^  parallel  an  dem  Bilde  FO  des  Licht- 
strahles sein. 

Ebenso  wäre  zu  berüotsicMigen ,  dass  die  Schlagschatten,  wie 
etwa  nw„,  von  auf  der  Ebene  MN  senkrechten  Kanten  mn,  zu  dem 
Bilde  P"'0  der  j/^'-Projection  des  Lichtstrahles  parallel  sein  müssen. 

§.  366. 

78.  Aufgabe.  Eine  Strahlenfläche  ist  in  „allgemeiner  Projection" 
gegeben,  Die  Leitlinie  derselben  sei  der  ebene  Linienzug  AjSO.  .  .j¥; 
deren  Scheitel  werde  darch  S  und  diireli  dessen  Projektion  ;S'  auf 
die  Leitlinienebene  dargestellt.  Die  Fläche  werde  von  einem  leuch- 
tenden Punkte,  dessen  Bild  L  und  das  Bild  seiner  Projection  auf 
die  Ebene  der  Leitlinie  L'  sei,  beleuchtet;  es  sind  die  Schatten  der 
oben  offen  gedachten  Fläche  ins  „Innere"  zu  bestimmen. 

Im  §.  355  wurde  erwähnt,  dass  der  Fall  eintreten  könne,  in 
welchem  der  den  Öchattenranm  einer  Flache  begrenzende  Kegel  mit 
der  besagten  Fläche  selbst  zum  Durchschnitte  gelangt.  In  diese 
Kategorie  gehört  offenbar  auch  der  Fall,  in  welchem  von  einem  Sehlag- 
schatten in  das  Innere  einer  Fläche  gesprochen  wird. 

Um  die  Kantenkette,  welche  die  Selbstschattengrenze  bildet, 
zu  ermitteln,  werden  wir  zunächst  die  Seitenkanten  der  Fläche  auf- 
suchen, welche  der  ersteren  angehören.  Hierbei  werden  wir  dem  bei 
„Pyramiden"  bereits  in  Anwendung  gebrachten  Principe  folgen. 

Wir  verbinden  also  {S,  S')  mit  {L,  L')  (Taf.  XXI,  Fig.  138) 
und  eriialten  hiedureh  eine  Gerade  {SL,  S'  L'),  durch  welche  die 
betreffenden,  die  äußersten  Seitenkanten  enthaltenden  Streifebenen 
gehen  müssen. 

Der  Schnitt  der  besagten  Geraden  mit  der  Ebene  der  Basis  ist  J. 
Der  bezeiehaete  Punkt  J  entspricht,  wie  wir  wissen,  dem  Schlag- 
schatten der  Spitze  auf  die  Ebene  der  Leitlinie  (Basisebene),  ist  aber 
in  unserem  Falle  als  „Schatten"  ideell. 

Werden  von  J  an  die  äußersten  Eckpunkte  der  Leitlinie  Geraden 
geführt,  so  repräsentieren  diese  die  Tracen  der  Streifebenen  auf  der 
Ebene  der  Leitlinie.    In  den  entsprechenden  Eckpunkten  ergeben  sieh 
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jene  Punkte  C,  E  und  M  der  Seiten  kanten,  welche  der  Setbstsehatten- 
grenze  angehören. 

Durch  diese  Vorbereitungen  sind  wir  gleichzeitig  in  den  Stand 
gesetzt,  zu  entscheiden,  welche  Seitenflächen  dem  Lichte  ausgesetzt 
sind,  welche  sich  im  Selbstschatten  befinden  und  welcher  Theil  des 
Linienpolygons  seinen  Schlagschatten  ins  Innere  werfen  wird. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  jener  Theil  des  Linienpolygons,  welcher 
seinen  Schlagschatten  ins  Innere  wirft,  ASCDE.  Der  zugehörige 
Schatten  in  das  Innere  der  Fläche  ergibt  sich  als  die  Durch- 
dringung der  Strahlenfläche  L{ABCDE)  mit  der  erstgenannten  und 
kann  auf  bekannte  Weise  construiert  werden. 

Die  hiebei  In  Verwendung  kommenden  Hilfsebenen  enthalten 
sämmtlich  die  Gerade  {LS,  L'S');  die  Tracea  derselben  auf  der  Ebene 
der  Leitlinie  gehen  daher  alle  durch  deren  Schnittpuott  ^  mit  der 
besagten  Ebene. 

Jede  dieser  Hilfsehenen  schneidet  selbstverständlich  die  beiden 
hier  genannten  Strahlenflächen  nach  Erzeugenden,  deren  gemeinsame 
Punkte  der  Durchdringungsfigur  angehören.  Selbst  durch  bloße  An- 
schauung ist  leicht  zu  entscheiden,  welche  dieser  Punkte  för  das 
Resultat  von  Bedeutung  sind. 


79.  Aufgabe.  Eine  Kegelfläche  ist  in  „allgemeiner  Projeetion" 
gegeben.  Dieselbe  ruht  längs  einer  Erzeugenden  Ji  S  auf  der  Grund- 
ebene  Ge  auf;  die  Leitlinie  ist  in  der  zur  Grundebene  senkrechten 
Ebene  L,/  durch  1  2  3  ...  8  bestimmt.  Die  Licttstrahlenriclitung 
ist  durch  ihr  Bild  A  und  das  Bild  X'  ihrer  Grundfiäeliprojeetion 
dargestellt;  die  vorkommenden  Selbst-  und  Schlagschatten  sind  zu 
construieren. 

Das  vorher  besprochene  Verfahren  gilt  auch  für  allgemeine 
Xegelfiächen  und  bedarf  es,  um  den  Übergang  herzustellen,  bloß  der 
Auffassung  der  Leitlinie  als  Polygon  von  unendlich  vielen  Seiten. 

Um  demnach  wieder  zunächst  die  Grenzerzeugenden  zu  finden, 
werden  wir  die  zum  Lichtstrahle  parallelen  Tangentialebenen  an  die 
Kegelfläche  legen. 

Wir  führen  demgemäß  durch  S  (Taf.  XXI,  Fig.  139)  eine  zum 
Lichtstrahle  (;t,  l')  parallele  Gerade  und  suchen  deren  Schnitt  (.-;,  z/') 
mit  der  Ebene  L^  der  Leitlinie.  Ziehen  wir  von  diesem  Schnittpunkte 
{J,  J")  aus  an  die  Leitlinie  1  2  3... 8  die  möglichen  Tangenten  Ja, 
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^ß  Tird  z/y,  so  stellen  diese  bereits  die  Traeen  der  Beruh ruiigsebenen 
auf  der  Ebene  der  Leitlinie  dar. 

Durch  Feststellung  der  Berührungserzeugeuden  8a,  Sß 
und  Sy  sind  auch  sehen  jene  Theile  der  Mantelfläche  ^abgegrenzt, 
welche  sich  im  Selbstsehatten  befinden. 

Um  den  Schlagschatten  des  Kegels  auf  die  Grundebene  Ge  festzu- 
stellen, werden  bloß  einaelue  Punkte  der  Leitlinie  anzunehmen,  durch 
dieselben  Parallele  zum  Liebtstrahle  (k,  X')  zu  führen  und  deren 
Spuren  auf  der  Grundebene  au  bestimmen  sein.  BesagteSpur  «„3g4„... 
gehört  dem  Schattenumrisse  an. 

In  jedem  der  so  gefundenen  Punkte,  wie  etwa  in  4^,  wird  es 
auch  leicht  möglich  sein,  die  Tangente  an  die  Schatteneurve 
festzustellen.  Diese  Tangente  ist  bekanntlich  die  Schnittlinie  der 
entsprechenden  Tangentialebene  des  Lichtcylinders  mit  der  Grund- 
ebene, 

[Jm  also  beispielsweise  in  4^  die  Tangente  zu  finden,  wird  es 
bloß  erforderlieh  sein,  noch  einen  zweiten  Punkt,  welcher  der  vor- 
erwähnten Schnittlinie  angehört,  ku  sucheü.  Einen  solchen  Punkt  er- 
halten wir  unmittelbar,  wenn  wir  an  den  Punkt  4  der  Leitlinie  die 
Tangente  ziehen  und  diese  mit  der  Grundebene  in  4'j  zum  Schnitte 
bringen.  Der  besagte  Schnittpunkt  i\  ist,  als  der  betreffenden  Tan- 
gentialebene des  Lichtcylinders  und  der  Grundebene  gleichzeitig  an- 
gehörend, der  verlangte  zweite  Punkt  der  Tangente  z  au  die  Schatten- 
eurve. Für  den  Punkt  3^  ist,  diesem  Verfahren  entspreciiend,  die  Grutid- 
flächprojectioa  des  Lichtstrahles  3'  3^  gleichzeitig  die  geforderte 
Tangente. 

Der  Schlagschatten  der  Erzeugenden  Sa  wird  selbstvertändlich 
durch  S«„  dargestellt  und  muss,  auf  Grund  der  eben  angeführten 
Tangentenconstruction ,  die  Gerade  Sa„  die  Schatteneurve  in 
a^   tangieren. 

Im  allgemeinen  werden  die  Leitlinie  und  deren  Schlag- 
schatten affine  Figuren  in  Bezug  auf  die  Trace  Lg  als  Affi- 
nitätsaehse  und  l  als  Affinitätsstrahlenrichtung  sein. 

Mit  Berücksichtigung  dieser  Bemerkung  lässt  sieh,  mit  Vermei- 
dung aller  überflüssigeu  Hilfslinien,  ebenso  leicht  als  genau  con- 
struiereu. 

Die  Construction  der  Schlagschatten  ins  Innere  der 
Fläche  kann  nach  denselben  Prineipien,  wie  im  vorhergelösten  Bei- 
spiele angedeutet ,  als  Durchdringung  des  Lichtcylinders 
(i,  L')  mit  der  gegebenen  Kegelfläche  durchgeführt  werden. 
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Die    hierbei   in  VeiwenduEg  kommeDden  Hilfsebenen  schneiden 
die  Ebene  der  Leitlinie  in  Geraden,  welche  sämmtlich  durch  {^,  ^') 


Um  beispielsweise  den  Schatten  zu  ändeu,  den  der  Punkt  5  der 
Leitlinie  in  das  Innere  der  Fläche  wirft,  legen  wir  durch  5  die  Trace 
^  6  der  zugehörigen  Hiifsebene,  Letztere  schneidet  die  Kegelfläche 
in  der  Erzeugenden  5,  S.  Im  Schnitte  V  der  letzteren  mit  der  ent- 
sprechenden Erzeugenden  57  des  Li chtcvl Inders  ergibt  sich  bereits 
der  gesuchte  Schatten. 

Handelt  es  sieb  um  die  Tangente  im  Punkte  V  der  Schat- 
tenourve,  so  wird  man  an  beide  zur  Durchdringung  gelangenden 
Flächen  in  dem  besagten  Punkte  die  Berührungsebenen  legen  und 
ihren  Schnitt  bestimmen.  Die  Tracen  derselben  auf  der  Ebene  der 
Leitlinie  sind  beziehungsweise  5 1  und  5,  (.  Der  den  Tracen  der  Be- 
ruhrungsebenen  gemeinsame  Punkt  (  liefert  bereits  den  zweiten  zur 
Bestimmung  der  Tangente  nothwendigen  Punkt. 

Dort  wo  die  Schlagschafctencurve  die  Selbstschatten- 
grenze schneidet,  wie  dieser  Fall  beispielsweise  im  Punkte  II 
eintritt,  muss  die  obbezeichnete  Tangente  stets  parail,el  zur  Licht- 
strahlenrichtung sein.  Eine  Ausnahme  hievon  bilden  nur  die 
Ausgangspunkte,  wie  y,  der  Schlagschattencurre. 

Die  Erklärung  für  die  Richtigkeit  des  Gesagten  ergibt  sich 
übrigens  auch  au  und  für  sich  aus  der  Construction  der  Tangente. 

Diese  Bemerkung  gilt  allgemein  fttr  jede  beliebige  Flä- 
chengattuag  und  findet  in  dem  Umstände  ihre  Begründung,  dass 
in  derartigen  Punkten,  wie  die  obgenannten,  die  Tangentialebenen 
an  den  Lichtcylinder  sowohl,  als  auch  an  die  beschattete  Fläche 
zur  Lichtstrahlenrichtung  parallel  sind  oder  beziehungsweise 
durch  das  Beleuchtungseentrum  gehen. 


80.  Aufgabe.  Ein  eHiptlscher  hohler  Kegel  ist  gegeben;  der 
Schatten  in  das  Innere  desselben  ist  tür  Parallelbeleuclitung  zu  be- 
stimmen und  sind  die  conjugierten  Durchmesser  der  diesbezüglichen 
Schattencurve  festzustellen. 

Kann  auch  unter  Hinblick  auf  die  vorausgeschickten  Erörterungen 
der  Schlagschatten  einer  allgemeinen  Kegelfläohe  ins  Innere  anstandlos 
construiert  werden,  so  dürfte  es  doch  nicht  überflössig  erscheinen,  hier 
noch  einige  die  Genauigkeit  der  Construction  fördernde  Anhaltspunkte 
für  den  Fall  folgen  zu  lassen,  wenn  die  in  Rede  stehende  Fläche  eine 
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durch  eiaeu  ebenen  Schnitt  begrenzte  Kegelfläehe  zweiter 
Ordnung    ist. 

Der  Schatten  ins  Innere,  d,  i,  die  Durchdringung  des  Licht- 
cylinders  mit  der  Kegelfläche  wird  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
wieder  eine  Gurve  zweiter  Ordnung  sein  müssen,  da,  wie  wir 
(Satz  448,  Band  II)  wissen,  der  Rest  der  Durchdringung  zweier  Flä- 
chen zweiter  Ordnung,  welche  einen  Kegelschnitt  gemein  haben,  wieder 
eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist. 

Abgesehen  davon,  dass  diese  Curve  zweiter  Ordnung  für  den 
Fall,  welchen  wir  im  Auge  haben,  schon  vollkommen  bestimmt  ist, 
wenn  wir  die  Selbstscbattengrenze  des  Kegels  —  die  bekanntlich 
durch  die  Endpunkte  der  Selbstschattenerzeugenden,  durch  die  Con- 
tourkanten  des  Kegels  und  des  Liehtcylinders  (als  Tangenten)  festgestellt 
erscheint  —  kennen,  so  wird  es  doch  nur  von  Vortheil  sein,  auch 
conjugierte  Durchmesser,  im  Sinne  des  gestellten  Problemes, 
aufzufinden. 

Der  obbezeichnete  elliptische  Kegel  liege  in  „allgemeiner 
Projeetion"  (Taf.  XXI,  Fig.  140)  als  gegeben  vor. 

Der  durch  den  Kegelseheitel  S  geführte  Lichtstrahl  treffe  die 
Ebene  der  Leitlinie  im  Punkte  z/.  Die  der  Selbstscbattengrenze  an- 
gehörenden Kegelerzeugenden  sind  somit  MS  und  NS.  Die  Verhin- 
dungsgerade  MN  ist  zugleich  die  Polare  des  Punktes  J  in  Bezug 
auf  den  Leitkegelschnitt. 

Legt  man ,  wie  aus  vorausgegangenen  Erörterungen  bekannt, 
behufs  Auffindung  der  Durchdringung  irgend  eine  Hiifsebene,  etwa 
Jl,  so  liefert  diese  zwei  Punkte  I  und  //  der  Durchdringungscurve, 
von  welchen  jedoch  bloß  dem  Punkte  /  für  das  Resultat  der  zu 
lösenden  Aufgabe  eine  Bedeutung  beizulegen  ist. 

Der  Punkt  t  der  Tangenten  für  die  Punkte  J  und  II  der 
Schattencurve  (nach  der  vorher  besprochenen  Weise  construiert)  muss 
immer  in  der  Polare  MN  liegen.  Fällt  der  Schnittpunkt  t  in  un- 
endlicher Entfernung,  so  weiden  die  beiden  Taageuten  zu  ein- 
ander parallel  und  die  Sehne  III  übergeht  in  einen  Durch- 
messer der  Durchdringungscurve. 

Der  besagte  Durchmesser  AB  wird  erhalten,  indem  man  die 
Trace  der  Hilfsebene  in  den  zur  Sehne  MN  conjugierten  Durchmesser 
der  Leitlinie  übergehen  lässt.  Halbiert  maa  hierauf  AB  m  0  und 
legt  man  durch  den  Halbierungspunkt  die  Parallele  zu  MN,  sucht 
man  ferner  die  Schnitte  C  und  I)  dieser  Geraden  mit  der  Kegelfläche 
auf,  80  ergibt  sich  unmilitelbar  in  CD  der  zu  AB  conjugierte 
Durchmesser  der  Schattencurve. 
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Wie  leicht  einauseheu,  liegen  Leitlinie  und  Sohlagschatten- 
curve  centriseb  collinear  für  den  Scheitel  S  als  Collineations- 
centrum  und  ^IN  oder  tt  als  CoUineationsachse. 

Da  durch  zwei  auf  einer  Kegelfläehe  liegeude  Curven  aweiter 
Ordnung  sich  stets  (Satz  451,  Band  II)  noch  ein  zweiter  Kegel  legen 
lässt,  so  wird  diese  zweite  Kegelfläche,  welcher  beide  Curven  gleich- 
zeitig aDgehören,  nichts  anderes  als  der  durch  L  bestimmte  Licht- 
cylinder  sein. 

Es  sind  demnach  beide  Curven  außerdem  auch  affin  für  MN 
als  Affinitätsachse  und  A  als   Äffinitätssbrahlenrichtung. 

Unter  Berücksichtigung  dieses  ümstandes  können  die  conju- 
gierten  Durchmesser  der  Schattencurve  auch  noch  in  der 
Weise  gefunden  werden,  wie  es  constructiv  in  Fig.  141,  Taf.  XXI 
durchgeführt  wurde. 

Die  Oontourerzeugendeu  des  Liehteylinders  sind  zwei  pa- 
rallele Tangenten  an  die  Schlagschattencurve.  Die  Berührungs- 
punkte derselben  begrenzen  somit  einen  Durchmesser.  Die  letz- 
teren, d.  s.  die  ßerührpuakte  A  und  B,  entsprechen  den  Punkten  a 
und  h  der  Leitlinie  und  können  mit  Zuhilfenahme  des  Afflnitätsdreieckes 
llt  leicht  gefunden  werden. 

Der  zu  AB  conjugierte  Durchmesser  der  S chatte n- 
curve  geht  selbstverständlich  durch  den  Halbierungspunkt  0,  ist 
seiner  Richtung  nach  parallel  zu  zti  und  entspricht  der  Geraden  cd 
der  Leitellipse.  Die  Endpunkte  desselben  siud  gleichfalls  aus  den 
obwaltenden  affinen  Beziehungen  leicht  zu  construieren. 

luden  eben  erläuterten  Beispielen  wurden  die  Lichtstrahlen 
als  parallel  vorausgesetzt  und  dem  entsprechend  auch  von  einem 
„Liehtcylinder"  gesprochen. 

Nachdem  für  die  Annahme  eines  Beleuchtungseentruras, 
dessen  Bild  im  Endlichen  gelegen  ist,  die  Durchführung  ähnlicher 
Probleme  nur  unwesentlichen  Modificationen  unterliegt,  wollen  wir  von 
weiteren  diesbezüglichen  Erörterungen  Umgang  nehmen. 


81.  Aufgabe.  Ein  hohler,  halber,  kreisförmiger  Cyünder  von 
bestimmter  Schalendieke,  der  von  einer  halbkreisförmigen  Platte 
überdeckt  wird,  ist  in  centraler  Projeotion  gegeben;  es  sind  die 
ScMagsohatten-Construetioaen  durchzuführen. 

Der  Fluchtpunkt  der  parallelen  Lichtstrahlen  sei  v  (Taf.  XXI 1, 
Fig.  142),  die  Grundflächprojectiou  derselben  sei  v'. 
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Die  Perspective  des  genannten  Objeetes  wollen  wir  uns ,  als 
aus  seiner  ursprünglich  gegetienen  orthogonalen  Projection  aligeleitet 
denken. 

Die  Bestimmung  der  Selbstschatteneraeugenden  des  Cylinders 
werden  wir  diesfalls  mit  Zuhilfenahme  des  in  die  Bildebene  nmgeiegtea 
(jrundkreises  Tollföhren. 

Die  Grundflächprojection  der  Liehtstrahlenricbtung  ist  durch  An- 
gabe des  Parallelstrahles  Ov'  dargestellt.  Die  hiezu  parallele  Tan- 
gente l\  an  den  Grundkreis  liefert  in  ihrem  Berührungspunkte  y,^ 
bereits  einen  Punkt  der  schattenwerfenden  oder  Selbstsehatten-Erzeu- 
genden.  Der  letztgenannte  Punkt,  in  die  Perspective  zurückgeführt, 
ergibt  sieh  in  y. 

Hierauf  gestützt  wird  es  nun  leicht  sein,  den  Schlagschatten 
des  vorstehenden  Objeetes  auf  die  Grundebeae  zu  bestimmen.  Der- 
selbe wird  theiiweise  durch  die  Schatten  der  Geraden  yy,  und  /■/■, 
begrenzt,  welche  selbstverständlich  gegen  den  Punkt  v'  convergieren. 
Abgeschlossen  wird  der  verlangte  Schatten  durch  den  Schlagschatten 
a^Tgi^i. . .  der  halbkreisförmigen  Deckplatte,  welcher,  wie  bekannt, 
aus  den  Punkten  a,  a^,  r,l>,\...  abgeleitet,  resp.  construiei-t  werdeu 
kann.  Die  jeweiligen  Tangenten  in  den  betreffenden  Punkten  sind 
stets  zu  entsprechenden  Tangenten  im  Halbkreise  parallel,  verschwinden 
also  in  den  nämlichen  Punkten  der  Horizontlicie. 

Der  Schlagschatten  ins  Innere  der  Fläche  wird  durch 
den  Schatten  der  Kanten  ai  und  e,  e'  gebildet.  Der  Schlagschatten 
der  Cyliadererzeugendea  e^e'  trifft  zunächst  den  Grundkreis  in  e'„ 
(derselbe  wurde,  wie  aus  der  Zeichnung  Fig.  142,  Taf.  XSII,  ersichtlich, 
mittelst  der  Umleguug  des  Kreises  construiert)  «nd  setzt  sich  von 
hier  aus  geradlinig  im  Innern  des  Cylinders  bis  nach  e^  fort.  In  dem 
letztgenanflten  Punkte  schließt  sich  unmittelbar  der  Schlagschattea 
der  Kante  ab  an.  Der  letztere  ergibt  sich  als  der  Schnitt  des 
Cylinders  mit  der  durch  ab  gelegten  Lichtebene. 

Besagte  Schnittcurve  wird  im  vorliegenden  Falle  eine  Ellipse 
sein,  zu  deren  Bestimmung  bereits  die  Punkte  e,,  d,  und  e^,  vorhanden 
sind.  Weitere  zwei  Punkte  wurden  in  s„  und  p^  gefunden.  In  dem 
erslgenannten  Punkte  s„  trifft  die  Schattencurve  die  Selbstsehatten- 
erzeugende;  es  ist  daher  die  Tangente  t^  iu  diesem  Punkte  s„  parallel 
zur  Liehtstrahlenricbtung,  während  die  Tangente  t  im  Punkte  p^ 
horizontal  wird. 

§.  370. 

S2.  Aufgabe.  Ein  hohler,  durch  einen  ebenen  Schnitt  begrenzter 
Kegel  zweiter  Ordnung,  sowie  ein  beliebiger  zweiter  Kegelschnitt, 
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der  auf  derselben  Kegelfläelie  liegt,  sind  gegeben;  es  ist  ein  leuch- 
tender Punkt  so  zu  bestimmen,  dass  der  letztbezeiolinete  Eegelsehnitt 
den  Scblagsebatten  des  ersteren  ins  Innere  der  Kegelfiäolie  darstelle. 

Wie  in  vorhergegangenen  Beispielen  dargefcban  wurde,  ist  die 
Schlagsobatteneurve  eines  durch  einen  ebenen  Schnitt  begrenzten  Kegels 
zweiter  Ordnung  ins  Innere  der  Kegelfläebe  wieder  ein  Kegelschnitt; 
es  ist  daher  die  vorstehende  Aufgabe  nur  die  ümkehrung  des  in 
§.  368  gelösten  Problems. 

Behufs  Lösung  des  gestellten  Problems  wird  es  sieh  bloß  darum 
handeln,  den  Scheitel  des  zweiten  durch  die  beiden  vorlie- 
genden Kegelschnitte  bestimmten  Kegel  aufzusuehen. 

Wir  wollen  zu  diesem  Zwecke  die  berührte  Aufgabe  genauer 
präcisieren  und  sie  daher  in  folgender  Form  aufstellen: 

„Ein  hohler,  elliptischer  Kegel,  dessen  Hauptachsen  zu  den 
Projeetionsebenen  parallel  seien  und  durch  einen  Normalsehnitt  zur 
Achse  begrenzt  wird,  ist  gegeben:  es  ist  die  Liehtstrahlenrichtung 
für  Parallelbeleuchtung  so  auszumitteln,  dass  der  Schlagschatten 
ins  Innere  der  KegelfläeLe  ein  Kreis  werde." 

Suchen  wir  ku  diesem  Behnfe,  wie  aus  Früherem  bekannt,  die 
Kreissebnittsebenen  des  Kegels  mit  Zuhilfenahme  der  berüh- 
renden Kugel  K  (Taf  XXII,  Fig  143). 

Für  den  vorliegenden  Fall  sind  die  besagten  Ebenen  vertical- 
projicierend  und  durch  die  Traeenriehtungen  ß/3  und  j-ö  bestimmt. 

Behufs  Durchfahrung  des  vorliegeaden  Problems  wollen  wir  hier 
bloß  von  der  einen  der  Kreissebnittsebenen,  etwa  von  a/3, 
Gebrauch  machen. 

Alle  zu  ß^  parallelen  Ebenen  Ä",,  K^.,,  schneiden  die  Kegel- 
flache  nach  Kreisen.  Das  jedem  dieser  Kreise  (k^)  entsprechende 
Beleuehtungseentrum  wird,  wie  bekannt,  erhalten,  wenn  wir  beziehungs- 
weise &  mit  K  und  a  mit  /3  verbinden  und  den  Schnitt  ^i  dieser  Ver- 
bindungsgeraden  feststellen.  Das  dem  Kreise  «^  entsprechende  Be- 
leuehtungseentrum ist  hiernach  durch  ji  fixiert. 

Der  Ort  aller  Centren  ist  demnach  das  Erzeugnis  jener 
zwei  projectivischen  Strahlenbüschel  mit  den  Scheiteln  a 
und  6,  welche  die  durch  das  Parallelstrahlenböschel  £,  5^1,^2. . .  be- 
stimmten ähnlichen  Punktreihea  a,  «,,  «g...  und  ft  ^,,  ^g...  pro- 
jicieren,  wird  das  besagte  Krzeuguis  ein  Kegelseiinitt  sein. 

In  a  und  h  ergeben  sich  zwei  Punkte  desselben,  und  in  den 
durch  (i,  und  &  gelegten  Tracen  der  KreissehnittsebeBen  .F  zugleich 
auch  die  entsprechenden  Tangenten;  es  wird  somit  ah  einen  Durch- 
messer des  erwähnten  Erzeugnisses  darstellen. 
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Offenbar  gehört  auch  der  Punkt  S  d 
an,    dessen  jeder  Punkt,    als  Beleuchtungscentrum  aufgefasst,   einen 
kreisförmigen  Schatten  ins  lanere  der  Fläche  bediogt. 

Der  gestellten  Aufgabe  gemäß  soll  aber  das  ßeleucbtungseentrum 
—  da  wir  Parallelbeleuchtung  voraussetzten  —  in  unendlicher 
Ferne  liegen;  es  werden  demnach  unendlich  ferne  Punkte  des 
oberwähnten  Ortes  aufzusuchen  sein. 

Letztere  gehören  den  entsprechenden  parallelen  Strahlen 
beider  Büschel  an.  Diese  werden  gefunden,  wenn  man  die  Doppel- 
strahlen der  Büschel,  nachdem  man  sie  durch  Parallelverschiehung 
auf  den  gemeinsamen  Scheitel  o  gebracht  hat,  bestimmt. 

Es  sind  dies  die  Strahlen  J,  0  und  z/j  0  —  gleichzeitig  die 
Asymptoten  des  Scheitelortes  —  welche  diesfalls  die  Vertical- 
projectionen  der  Liehtstrahlenrich tuagen  L,  und  L^  angeben. 
Die  Horiaontalprojectionen  L'^  derselben  fallen  mit  a'b'  zusammen. 

Die  Verticalprojeetion  des  für  i,  ins  Innere  der  Eegelfiäche  ge- 
worfenen kreisförmigen  Schattens  ist  sonach  durch  mn  dar- 
gestellt. Für  ij  würde  sich  der  kreisförmige  Schatten  auf  die  untere 
Hälfte  des  Doppelkegels  erstrecken 

Auf  gleiche  Weise  würde  auch  die  zweite  der  EreisbChmttsebenen 
yS  zwei  Lichtstrahlenrichtungen  liefein,  so  dass,  wie  leicht  eiklärlich, 
die  vorstehende  Aufgabe  im  ganzen  vier  LösuEgen  gestattet 

In  Bezug  auf  die  oben  angedeutete  Strahlenermittelung  sei  noch 
ergänzend  hervorgehoben,  dabs  wir  die  Steiner'sche  Construction  der 
Doppelstrahten  concentiiseher  Büschel  benützten. 

Auch  sei  an  dieser  Stelle  noch  erwähnt ,  dass  die  Lösung  des 
vorstehenden  Problems  selbst  dann  keinerlei  Schwierigkeit  biete,  wenn 
man  sich  statt  des  Normalschnittes  ahcd,  die  Kegelfläche 
von  einem  beliebigen  ebenen  Schnitte  begrenzt  denkt. 

Man  wird  auch  in  diesem  Falle  wieder  bloß  die  Kreisschnitts- 
ebenen aufzusuchen  und  hierauf  die  Projeetionen,  durch  Einführung 
neuer  Projectionsehenen,  so  zu  transformieren  haben,  dass  der 
Schnitt  einer  der  Kreisebenen  mit  der  Ebene  der  Leitlinie  vertical- 
projieierend  wird. 

Auf  Grund  dieser  Vorbereitung  kann  sodann  die  weitere  Con- 
struction genau  so,  wie  in  Fig.  143,  Taf.  XXIL  durchgeführt,  erfolgen. 
Selbstverständlich  sind  schließlich  die  so  gefundenen  Lichtstrahlen 
zurückzutransformieren. 
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§.  371. 

83.  Aufgabe.  Ein  Prisma  durcMringt  einen  Cylinder;  es  sind 
die  ScUagsehatten ,  welche  von  der  einen  Fläche  auf  die  andere, 
unter  Voraussetzung  parallel  einfallender  Lichtstrahlen,  geworfen 
werden,  constriiotiv  festzustellen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  die  genannten  Flächen  in  „PEtrallel- 
projection"  dargestellt  seien,  dass  die  Leitlinien  in  zwei  aufeinander 
senkrechten  Ebenen  (etwa  Horizontal-  und  Verticalebene)  liegen,  die 
sich  in  einer  Geraden  t'i  (Taf.  XXII,  Fig.  144)  sehneiden.  Die  Er- 
aeugendeu  dieser  Flächen  selbst  seien  in  Bezug  auf  die  betreifenden 
Ebenen  der  Leitlinien  projicierend,  resp.  jeweilig  parallel  nur  Ebene  der 
zweiten  Leitlinie.  Die  Eiehtung  der  Lichtstrahlen  für  die  angenommene 
Parallelbeleuchtung  sei  durch  das  Bild  l  des  Lichtstrahles  und  das 
seiner  Projection  l'  auf  eine'  Horizontalebene  gegeben. 

Die  Construßtiou  der  Schlagschatten  ¥on  Körpern,  welche  sich 
aus  Ebenen  oder  aus  Kegelflächeo  (im  allgemeinen  Sinne)  zusammen- 
setzen (Durchdringungen  derselben),  bieten  gegenüber  unseren  bis- 
herigen Besprechungen  keine  neuen  Seiten  dar.  Es  wiederholen  sieh 
diesfalls  bloß  die  in  fiOheren  Beispielen  zur  Geltung  gekommenen 
Vorgänge,  indem  sich  im  großen  und  ganzen  die  Durchführung  der 
Constructionen  nur  darauf  reducieren ,  die  Selbstschatte  n- 
greuzen  zu  ermittein  und  den  Schnitt  des  durch  diese  und 
den  leuchtenden  Punkt  bestimmten  Kegels  (Cylinders)  mit  den 
in  den  Schattenraum  des  letzteren  eintretenden  Flächen  auf- 
zusuchen.   Es  wird  hiemach  auch  die  gestellte  Aufgabe  nichts  neues 


Aus  den  oben  angegebenen  Daten  kann  nun,  nachdem  man  die 
Bilder  der  projicierenden  Geraden  auf  die  eine  und  die  andere  Leit- 
linie kennt,  weiters  noch  das  Bild  l"  der  Vertiealprojeetion  des  Licht- 
strahles gesucht  und  auf  bekannte  Weise  gefunden  werden. 

Diese  Gerade  l"  bestimmt  zugleich  die  Richtung  des  Sehlag- 
schattens, welcher  seitens  der  Prismakanten  auf  die  Verticalebene  ge- 
worfen wird.  Mit  Zuhilfenahme  derselben  ist  man  unter  anderem 
auch  in  den  Stand  gesetzt,  sofort  zu  entscheiden,  dass  die  Prisma- 
kanteii  ee,  und  cc,  der  Schattengrenze  angehören. 

Mit  Rücksicht  auf  die  bereits  früher  festgestellten  Principien 
wird  es  nun  leicht  sein,  den  Schlagschatten  ins  Innere  des  als 
hohl  vorausgesetzten  Prisma  zu  bestimmen. 

Von  besagtem  Schlagschatten  kommt  jedoch  nur  der  Theil  ccj, 
welcher  von  der  Kante  ch  herrührt,  zur  Geltung.  Von  dem  letztgenannten 

PesfUa,  Darstellsnde  n.  ptojeetive  Oeometiie.  IV.  29 
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l'uukte  0)  übergeht  der  Schlagschatten  sogleich  auf  die  Cylinder- 
fläche. 

Um  irgead  einen  Punkt  des  letutereu,  beispielsweiSB  jenen  fest- 
zustellen, welcher  dem  Eckpunkte  h  entspricht,  legen  wir  durch  h 
die  horizontal-projicierende  Liehtebene  ißß,.  Dieselbe  schneidet  den 
Cylinder  nach  der  Erzeugenden  ßj  ßg,  in  welcher  offenbar  der  verlangte 
Schlagsohatten  liegt.  Man  erhalt  denselben  im  Durchschnitte  ß^  von 
ßiß^  mit  dem  durch  6  geführten  Lichtstrahle  iß^. 

Ganz  in  der  gleichen  Weise  wurden  die  Schlagschatten  der 
Punkte  a,  c,  d...  coustniiert  und  so  durch  entsprechende  Verbindung 
der  einzelnen  Schattenpunkte  der  Schlagschatten  selbst  dargestellt. 

Zu  bemerken  wäre  noch,  dass  jener  Schlagschatten  auf  der  Cylinder- 
fläche,  welcher  einer  Kante  des  gegebenen  Fünfeckes  entspricht,  irgend 
ein  Theil  derjenigen  Ellipse  ist,  die  den  Schnitt  des  Cyünders  mit  der 
durch  die  betreffende  Kante  gelegten  Lichtebene  repräsentiert;  es  werden 
demnach  die  besagten  Schlagschatten,  entsprechend  erweitert,  die  Con- 
t  cur  erzeugenden  der  Cylinderfläche  berühren  müssen. 

Diese  Eigenschaft  kann  zweckmäßig  sowohl  zur  Erhöhung  der 
Genauigkeit  als  auch  zur  Controle  benützt  werden. 

Die  Tangente  an  irgend  einen  Punkt  des  Sehlagschattens 
resp.  der  Schattencurve  unmittelbar  anzugeben,  wird  auch  hier 
keinerlei  Schwierigkeit  bieten. 

Bezeichnete  Tangente  werden  wir  ■  wieder  als  den  Schnitt  der 
Tangentialebene  der  Fläche  mit  der  entsprechenden  Lichtebene  eon- 
struieren.  So  wird  beispielsweise  für  die  Tangente  im  Punkte  ßg  des 
Schlagschattens  der  Kante  bc  ein  zweiter  Punkt  erhalten,  wenn  die 
Verticaltrace  der  betreffenden  Tangentialebene  des  Cyliuders  (die 
sich  unmittelbar  ergibt,  wenn  man  die  Tangente  in  ß,  bis  £  verlängert 
und  von  dem  erfolgten  Schnitte  eine  Vertieale  zieht)  mit  der  Geraden 
hc  (Trace  der  entsprechenden  Liehtebene)  zum  Schnitte  gebracht  wird. 

Die  Selbstschattengrenzen  des  Cyliuders  gehen  durch 
die  Berührungspunkte  der  Leitellipse  JKA'  mit  den  an  die  letztere 
parallel  zu  l'  geführten  Tangenten. 

Der  Schlagschatten  ins  Innere  der  Cylinderfläche 
wird  nach  der  in  §.  368)  besprochenen  Weise  bestimmt.  Selbstver- 
ständlich wird  der  besagte  Schatten  diesfalls  (in  Bezug  auf  den  Cylinder) 
bloß  bis  zum  Punkte  ft  zu  führen  sein,  da  er  von  diesem  Punkte  aus 
auf  die  den  Cylinder  durchdringende  Seitenfläche  aba^  des  Prisma 
übergeht. 

Um  den  Schlagschatten  »*„  irgend  eines  Punktes,  etwa  den  von 
m'  zu  erhalten',  welcher  der  Ellipse  als  Begrenzungscurve  des 
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Schattens  auf  die  obgenaante  Seitenefaeae  aha,  entspricht,  führt  man 
die  Liehtebene,  welche  das  Prisma  nach  Eraeiigeaden  schneidet, 
durch  den  besagten  Punkt.  Die  Tracen  dieser  Lichtebene  sind  durch 
m'ft,  nifi  dargestellt.  Im  gemeiasamea  Puniite  der  betreffenden  Er- 
zeugenden mMg  und  des  aus  m'  geführten  Lichtstrahles  ergibt  sich 
bereits  der  verlangte  Schatten  m„. 

Selbstverständiieh  wird  der  von  der  schattenwerfenden  Ellipse 
MN  herrührende  Schlagschatten  auf  die  Seitenebene  ai«,  des  Prisma 
eise  mit  der  erstgenannten  Ellipse  (Leitlinie)  in  Bezug  auf  die  Lieht- 
strahlenrichtung  affine  Ellipse  sein.  Die  Affinitätsaehse  ergibt 
sieh  in  dem  Schnitte  der  .Ebene  aha,  mit  der  Leitliaienebene  der 
Cylißderfläciie. 

Wie  bereits  früher  (§.  368)  erwähnt,  besitzt  der  Schlagschatten 
in  jenen  Punkten,  in  welchen  derselbe  in  den  Selbstsehattea  einer 
stetig  ki'ummen  Fläche  übergeht,  Tangenten,  welche  durch  das  Beleueh- 
tungseentrum  gehen, 

lim  vorliegendenfalls  m  den  besagten  Punkten  zu  gelangen, 
bestimmen  wir  den  Schnitt  der  zur  Lichtstrahlenrichtung  parallelen 
Berühruagsebene  {JV  n,  n)  des  Cylinders  mit  der  Kantenkette  des  Prisma, 
welche  die  Selbstsehattengrenze  des  letateren  darstellt. 

Einen  der  verlangten  Punkte  erhalten  wir  diesfalls  in  n.  Der 
Sehlagschatten  desselben  wird  sich  demgemäß  in  Hg,  und  die  zu- 
gehörige Tangente  nn„  in  dem  durch  n  geführten  Lichtstrahle  ergeben. 

§.  372. 

84.  Aufgabe.  Die  Durchdringung  eines  Rotatioiiskegels  und 
.  eines  Cylinders,  welche  zwei  Berühmiigs ebenen  gemein  haben  und 
deren  Achsen  sich  unter  rechtem  Winkel  sehneiden,  ist,  in  schiefer 
Projection  dargestellt,  gegeben.  Die  Schatten  der  beiden  Flächen 
aufeinander  sind  unter  Voraussetzung  von  Parallelbeleuchtung  zu 
construleren, 

Dass  Fig.  146,  Taf.  SSU,  den  obgestellten  Bedingungen  that- 
sächlich  entspricht,  erscheint  durch  den  Pohike'seheu  Lehrsatz') 
gerechtfertigt. 

Als  Coordinateuachsen  des  rechtwinkligen  Systems  gelten  hier 
die  Richtungen  AB{x},  CBijj)  und  al{s).  Weiters  ist  Aß  =  U, 
CD  =  1^,  w&hrend  die  Größe  der  s-Einheit  aur  Größe  ah  in  dem- 
selben Verhältnisse  steht,  wie  der  zu  ah  conjugierte  Durchmesser  fS 
zu  CD. 


')  Pesolilia,  Sitsungsbericlite  der  kais.  Äkad.  d.  Wissenschaften,  Wien  1878. 


y  Google 


Dieser  Annahme  gemäß,  wurde  die  Richtung  des  sctiiol'-proji- 
ciereDdeu  Strahles,  welche  übrigens  für  den  weiteren  Verlauf  der  gestellten 
Aufgabe,  resp.  für  die  durchzuführenden  Constructiouen  eiuflusslos  ist, 
bestimmt. 

Die  Durchdringung  beider  Flächen  wird  bekanntücli  in  zwei 
Kegelschnitte  zerfallen,  welche  durch  die  Berührungspunkte  M,  M, 
gehen. 

Die  LichtstrahlenrichtuDg  sei  durch  das  Bild  l  und  durch  die  Bilder 
l'  und  l"  der  Projectiouen  des  Lichtatraiiles  auf  die  Ebenen  der  beiden 
Leitlinien  festgestellt.  Vou  diesen  drei  Bildern  ist  offenbar  durch  die 
Angabe  zweier  das  dritte  schon  an  und  für  sich  bestimmt  und  kann 
daher,  sowie  im  vorhergehenden  Beispiele,  das  dritte  stets  aus  zwei 
gegebenen  abgeleitet  oder  construiert  werden.  Der  Schnitt  der  beiden 
Ebenen  der  Leitlinien  sei  ||. 

Die  schattenwerfenden  Cylinder  er  zeugenden  ergeben 
sieh  sofort,  wenn  man  an'die  Leitlinie  abcd  (Taf.  XXII,  Fig.  146) 
der  Cylinderüäche  die  zu  l"  parallelen  Tangenten  QU  führt.  Die 
sich  hierbei  ergebenden  Berührungspunkte  H  gehören  bereits  den 
vorerwähnten  Selbstschattenerzeugenden  SS,  des  Cjliuders  an. 

Um  die  Trennungsiinie  zwischen  Licht  und  Schatten 
bei  dem  vorliegenden  Kegel,  oder  was  dasselbe  ist,  die  schat- 
tenwerfenden Kegelerzeugenden  oder  auch  die  Selbstsehattenerzeu- 
geaden  des  Kegeis  zu  finden,  wird  man  wieder,  sowie  in  früheren 
Fällen,  zweckmäßig  den  Schnitt  ^  des  durch  die  Kegelspitze  S  parallel 
zu  (I,  l')  geführten  Lichtstrahles  (X,  i,')  mit  der  Ebene  der  Leitlinie 
aufsuchen. 

Die  durch  z/  an  die  Leitlinie  ABCD  gelegten  Tangenten  JJ'l 
bestimmen  durch  ihre  Berührungspunkte  E  die  Selbstschatt en- 
greuzen  oder  die  schattenwerfenden  Kegelerzeugen- 
den ££,. 

Durch  die  so  gefundenen  Selbsts  chatten  erzeugenden  beider  Flächen 
in  Verbindung  mit  jenen  Theilen  der  Leitlinien,  welche  die  Selbst- 
schattengrenzen vervollständigen,  sind  auch  schon  die  Leitlinien  jener 
Strahlenfiächeü  bestimmt,  deren  Durchdringung  mit  den  gegebenen 
Flächen  in  ihren  entsprechenden  Theilen  den  Schlagschatten  dar- 
stellen wird. 

So  wird  beispielsweise  der  Sehlagschatten  des  Kegels  auf  dem 
Cylinder,  in  den  Punkten  ft  und  rj  beginnend,  eiu  Theil  jener  Ellipse 
sein,  welche  den  Schnitt  der  Kegeltangentialebene  Ee'eE 
mit   der  Cylinderfiäche  vorstellt.    Zur  Bestimmung  i 
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außer  den  Punkten  ft  und  t;  noch  die  Contonrerzeugenden  des  Cyliaders 
als  Tangenten  vor. 

Ein  beliebiger  Punkt  dieser  Ellipse,  etwa  jener,  welcher  dem 
Punkte  E  entspricht,  kann  gefunden  werden,  indem  man  durch  E 
jene  Lichtebene  führt,  welche  den  Cylinder  nach  Erzeugenden  schneidet. 
Die  Tracen  besagter  Ebene  sind  diesfalls  Eä'  uud  ä'a,  wobei  d'a  parallel 
zu  l'  ist.  Im  Schnitte  e„  des  durch  E  geführten  Lichtstrahles  Ee^ 
mit  der  entsprechenden  Cylindererzeugenden  ««,  erhält  man  den  Tcr- 
langten  Punkt  e^. 

Die  Tangentenconstructioß  in  irgend  welchen  Punkten  der 
Scbattencurve  neuerdings  zu  erSrtern,  erscheint,  mit  Rücksicht  auf 
die  bereits  in  früheren  Fällen  erfolgte  Besprechung,  flherflussig. 

Von  dem  Punkte  E  der  Leitellipse  EFB. . .  ausgehend,  gelangt 
der  Schatten  derselben  anf  der  Cylinderfläche  zur  Geltung.  Der 
Schatten  f„  irgend  eines  Punktes  F  der  genannten  Ellipse  wird  ganz 
auf  dieselbe  Weise  bestimmt,  wie  dies  in  Bezug  auf  den  Punkt  E 
derselben  vollführt  wurde. 

Sowie  Kur  Schattenbestimmung  des  Kegels  auf  den  Cylinder 
unmittelbar  zwei  Punkte  und  zwei  Tangenten  vorlagen,  ebenso  werden 
sich  zum  Zwecke  der  Construction  des  Cylinderschattens  auf  den 
Kegel,  insoferne  man  denselben  wieder  als  Schnitt  der  Berührungs- 
ebene längs  MH^  mit  der  Kegelfläche  betrachtet,  zwei  Punkte  h  und 
V,  sowie  die  Contourerzeugenden  des  Kegels  als  Tangenten  ergeben. 
Auch  noch  einen  dritten  Punkt  dieses  Sehlagschattens  finden  wir 
direct  in  p;  es  ist  dies  jener  Punkt,  in  welchem  die  Beruhrungsebene 
QHNR  die  untere  Leitlinie  des  Kegels  schueidet.  Es  unterliegt 
sonach  die  Verzeichnung  des  Schlagschattens  keinerlei  weiteren 
Schwierigkeiten. 

Ebenso  einfach  wird  die  Construction  der  Schlagschatten  dann 
durchzuführen  sein,  wenn  wir  die  oben  gestellte  Aufgabe  dahin  er- 
weitern, dass  wir  unter  denselben  Bedingungen,  die  dort  ge- 
geben waren  und  für  die  nämliche  Lichts'trablenricbtnng,  also 
auch  für  dieselbe  Durchdringung  den  Schlagschatten  in 
den  halben  hohlen  Theil  der  letateren  bestimmen. 

Der  Berührungspunkt  G  (Taf.  XXII,  Fig.  145}  der  Tangente  ans 
^  kennzeichnet  die  Selbstschattenerzengende  des  Kegels.  Der  Berüh- 
rungspunkt K  der  aii  l"  parallelen  Tangente  an  die  Cylinderleitlinie 
hingegen  liefert  denjenigen  Punkt  derselben,  durch  welchen  die 
EChatteawerfende  Erzeugende  der  Cylinderfläche  geht. 

Der  Schlagschatten,  welchen  der  Theil  der  Kegelleitliuie  GA 
in  das  Innere  des  hohlen    Kauraes   wirft,    kann,   anf  Grund   voraus- 
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geschickter  Principien ,  nach  bereits  bekannter  Methode  anstandslos 
bestimmt  werden.  Derselbe  erstreckt  sieh  bis  p  und  übergeht  von  da 
aus,  d.  i.  von  der  Durohdringuagseurve  der  beiden  Flächen,  auf  den 
hohlen  cylindrischen  Kaum. 

Um  irgend  einen  Punkt  dieses  Schatteas,  der  in  den  hohlen 
Cylinder  fUllt,  beispielsweise  also  den  zu  bestimmen,  welcher  dem 
Punkte  A  entspricht,  legen  wir  durch  A  diejenige  Lichtebene, 
welche  den  Cylinder  nach  Erzeugenden  schneidet.  Die 
Tracen  derselben  sind  bekanntlich  AA',  A'a,  wobei  A'a  parallel  zu 
l"  sein  muss.  Im  Schnitte  der  betreffenden  Cylindererzeugenden  aA^ 
mit  dem  Liehtstrahle  aus  A  erhalten  wir  sofort  den  gesuchten  Schlag- 
schatten Ag. 

Die  Kante  AC  des  Kegels,  deren  Schatten  auf  die  Cylinderfläche 
mit  Ag  beginnt,  schließt  mit  dem  Schatten  0^  von  C  ab,  welcher 
Punkt  0„  sowie  jeder  zwischenliegende  Punkt  genau  in  derselben  Weise 
wie  Ag  bestimmt  werden  kann. 

Der  Theil  A^^Gg  des  Schattens,  als  Schnitt  der  durch  AG  paraJlel 
zum  Lichtstrahle  geführten  Lichtebene  mit  der  Cylinderfläche,  gehört 
offenbar  wieder  einer  Ellipse  an,  zu  deren  Bestimmung  die  Punkte 
Ag,  Cg,  F  und  die  Coutourkanten  des  Cylinders  als  Tangenten  vor- 
liegen. 

Der  Schatten  der  Cylinderkante  GB  auf  die  Cylinderfläche  selbst 
fällt  in  die  Erzeugende  y  nach  G^D„.  In  p  und  v  bricht  sich  der 
Schatten  und  übergeht  auf  den  Kegel. 

Da  behufs  der  diesbezüglichen  (Jonstrnction  die  Punkte  ;t,  v,  C, 
H  und  die  Contoureraeugenden  des  Kegels  als  Tangenten  vorliegen, 
bietet  diese  nichts  neues  und  kann  nach  Früherem,  ohne  irgend  eine 
Schwierigkeit  zu  bieten,  voUfuhit  werden. 

Weiters  sind  noch  jene  Schlagschatten  zu  construieren ,  welche 
die  Grenzcurven  DKP  und  HK,F  des  hohlen  Cylinders  in  das 
Innere  desselben  werfen.  Hierbei  ist  zunächst  au  bemerken,  dass 
KK^  eine  Selbstschattenerzeugende  der  Cylinderfläche  darstelle.  Auch 
die  eonstructive  Durchführung  dieser  Schatten  kann,  unter  Berufung 
auf  das   in  den  §§.  368  bis  inclusive  371  Gesagte,    anstandslos  ge- 


Es  erübrigt  somit  nur  noch  die  Bestimmung  jener  Schlagschatten, 
welche  die  Curve  HEF  in  das  Innere  des  Hohlkegels  wirft. 

Der  Ausgangspunkt  des  besagten  Schattens  ist  offenbar  in  dem 
Punkte  -E  der  Selbstschatteuerzeugenden  des  Kegels  zu  suchen.  Um 
den  Schlagschatten  irgend  eines  anderweitigen  Punktes,  etwa  denjenigen 


y  Google 


455 

zu  finden,  der  vom  Puakte  F  herrührt,  kann  mau  durch  F  jene 
Lieitebene  legen,  welche  gleichzeitig  durch  den  Kegelscheitel  geht. 
Die  Trace  derselben  ist  durch  ^Ä,  welche  die  Leitlinie  des  Kegels 
in  einem  weiteren  Punkte  a  sehneidet,  bestimmt.  Durch  a  ist  die- 
jenige Erzeugende  bereits  fixiert ,  in  welche  der  Schatten  F^  von 
F   fällt. 

Im  Übrigen  können  auch  hier  jene  Hilfsmittel,  welche  sich  behufs 
der  Construction  von  Schatten  einer  ebenen  Curve  auf  einen  Kegel 
und  zwar  ins  Innere  desselben  darbieten,  sowie  in  den  früher  bespro- 
chenen Beispielen,  mit  Vortheil  benutzt  werden, 

§.  373. 

Ö5.  Aufgabe.  Ein  Object,  welches  durch  derartige  Pläclieji  be- 
grenzt wird,  die  bisher,  bezüglich  der  Construction  der  Schlag- 
schatten, den  Gegenstand  unserer  Erörterungen  bildeten,  Hege,  per- 
spectiviseh  dargestellt,  vor;  es  sind  die  Schlagschatten  unter  der 
Voraussetzung  zn  bestimmen,  dass  gleichzeitig  das  Spiegelbild  des- 
selben mit  in  Betracht  gezogen  werde. 

Wir  wollen  diesfalls  eine  Oombination  eines  Durchlasses  mit 
seitlich  angebrachten  Stufen  annehmen;  die  Grundebene  (Wasser- 
fläche) diene  als  spiegelnde  Fläche. 

Das  Spiegelbild  wird  unter  der  gemachten  Voraussetzung  am 
einfachsten  construiert  werden  können,  wenn  wir  an  dem  Grundsatze 
festhalten,  dass  das  Spiegelbild  eines  Punktes  in  der  Senkrechten 
zur  spiegelnden  Fläche  und  Kwar  in  der  nämlichen  Entfernung 
hinter  dieser  liege  als  der  g^ebene  (ieuchtende)  Punkt  vor  der- 
selben sich  befindet ,  dass  ferner  zur  Spiegeiebene  parallele 
Gerade  mit  ihren  Eefiesen  gemeinschaftliche  Fluchtpunkte 
besitzen  und  dass  endlich  die  Bilder  von  aur  Spiegelebene  senk- 
rechten Geraden   mit    diesen  letzteren   selbst  zusammenfallen. 

Die  Richtung  der  Lichtstrahlen  sei  durch  deren  Fluchtpunkt 
(Ve,  V,)  (Taf.  XXH,  Fig.  147)  bestimmt. 

Die  Schlagschatten  des  Objectes  selbst  können,  auf  Grund  der 
in  §.  369  erörterten  Prineipien,  anstandslos  construiert  werden.  Be- 
merkt mag  hier  nur  werden,  dass  die  sammtlichen  Schlagschatten 
der  horizontalen  Stufenkanten  aul  die  als  Bildebene  dienend« 
verticale  Stirnfläche  des  gewählten,  le^p  dargestellten  Durch- 
lasses zur  Verbißdungsgeraden  jIuj  parallel  seien  und  dass  sich  dio 
besagten  Schatten  immer  bis  zum  Schnitte  mit  der  nächst  uateien 
Stufenkante  fortsetzen,  um  sodann  unmittelbar  ihre  Ergänzung,  resp. 
Fortsetzung  auf  der  jeweilig  entsprechend  tu  Horizontalebene  der  be- 
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treffenden  Stufe  zu  finden.  Selbstverständlich  werden  diese  gerad- 
linigen horizontalen  Abgrenzungen  im   Hauptpunkte  A   verschwinden. 

Der  Schatten  der  Kante  $r  auf  die  einzelnen  Stufen  wird  be- 
stimmt, indem  man  zunächst  ihren  Schlagschatten  auf  die  Horizontal- 
ebene der  untersten  Stufe  eonstruiert.  Derselbe  fällt  nach  ^i^r^  und 
entspricht  demselben,  als  einer  horizontalen  Gerade«,  der  in  der  Hori- 
zontlinie KU  liegende  Fluchtpunkt  tp. 

Mit  Benützung  des  Fluchtpunktes  ip  und  je  eines  weiteren  Punktes, 
welcher  sieh  mittelst  der  Methode  des  „Zuriickführens  der  Lieht- 
btrahlen"  auf  der  horizontalen  Kante  der  nächst  höheren  Stufe  ergibt, 
wurde  der  fragliehe  Schatten  von  pr  auf  die  übrigen  Stufen  gefunden. 

Auf  die  Bestimmung  des  Schattens  im  Spiegelbilde 
übergehend,  sei  vor  allem  bemerkt,  dass  dieser  sich  auf  zweifache 
Weise  feststellen  lasse. 

Entweder  kann  nämlich  das  Spiegelbild  der  bereits  ge- 
fundenen Schlagschatten  eonstruiert  werden  oder  man  kann 
unabhängig  von  diesen  das  verlangte  Resultat  dadurch  erreichen, 
dass  man  das  Spiegelbild  der  Lichts trahleu  aufsucht  und  für 
diese,  indem  man  das  Spiegelbild  ais  selbständiges  Object 
auffasst,  die  Schlagschatten  im  Spiegelbilde  dir  ect  bestimmt. 

Das  Spiegelbild  i>f  des  Fluchtpunktes  («s,  «'s)  der  Lichtstrahlen 
wird,  wie  aus  der  Construetion  des  Eeflexes  eines  beliebigen  Punktes 
hervorgeht,  für  den  vorliegenden  Fall  in  der  Vertiealen  {p^,  t>'s)  zu 
suchen  und  in  einem  Abstände  «'s«f  ~v,v\  zu  finden  sein.  Selbst- 
verständlich bleibt  o's  seiner  Eigenschaft  nach  unverändert. 

"Was  die  Schatten  auf  die  spiegelnde  Ebene  selbst  an- 
belangt, so  gilt  hiefür  das  in  den  „Vorbemerkungen"  Gesagte.  Der- 
selbe ist  nämlich  umso  weniger  sichtbar,  je  vollkommener  die  totale 
Beflesion  des  Lichtes  ist.  Die  Sichtbarkeit  des  Spiegelbildes 
überhaupt  und  die  Sichtbarkeit  der  Schlagschatten  auf  die 
spiegelnde  Fläche  stehen  also  im  reeiproken  Verhältnisse,  Bei 
der  Ausfühi'ung  der  Schattierung  wird  hierauf  nothwendig  Rücksicht 
zu  nehmen  sein. 

§.  374. 
Construetion  der  Schatten  von  Developpablen. 

In  der  Entwicklung  des  Vorausgeschickten  fortschreitend,  ge- 
langen wir  von  der  Schattenbestimmung  special  1er  ab- 
wickelbarer Flächen  (Kegel-  und  Cylinderflächen)  zu  jenen  von 
Developpablen  allgemeinen  Charakters. 
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Allgemeine  üeveloppahle  können  bekanntlich  immer  als  Ort 
der  Tangenten  einer  Eanmcurve  (RQckkehroiirve)  aufgefasst 
werden,  In  vielen  Fällen  jedoch  können  dieselben,  wie  wir  ans 
Früherem  wissen,  anch  als  Ümhüllungsflächen  von  Ebenen,  welche 
zwei  gesetzmäßig  gestalteten  Flächen  (Leitfiächen  oder  Leitenryen)  um- 
schrieben sind,  definiert  werden. 

Diese  letztere  Auffassungsart  erweist  sich  namentlich  für  den 
Fall,  als  die  eine  Leitfläehe  resp.  Leitcurve  unendlich  ferne 
und  durch  einen  ßichtungskegel  vertreten  ist,  für  die  Construe- 
tion  der  Selhstschattengrenzen  von  Developpablen  wesent- 
lich förderlich. 

Eine  punktförmige  Lichtquelle  vorausgesetzt,  werden  die 
Selhstschattengrenzen  der  zu  betrachtenden  Flächen ,  infolge 
der  Entstehnngsweise,  resp.  der  Natur  dieser  Flächen  entsprechend, 
immer  Gerade  sein  müssen.  Es  sind  dies  bekanntlich  Berüh- 
rungserzeugenden jener  Tangentialebenen,  welche  gleich- 
zeitig auch  den  leuchtenden  Punkt  enthalten. 

Liegt  eine  abwickelbare  Fläche  als  umhüllende  zweier 
gesetzmäßig  gestalteter  Flächen  vor,  so  wird  es  im  allge- 
meinen keinerlei  Schwierigkeit  bieten  ,  die  besagten  Tangentialebenen 
aufzufinden.  Es  sind  dies,  wie  bekannt ,  jene  an  beide  Flächen  mög- 
lichen gemeinsamen  Berührungsehenen,  die  gleichzeitig  durch 
den  leuchtenden  Punkt  gehen. 

Die  Verbindungsgeraden  zweier  entsprechenden  Berührungspunkte 
bestimmen  bereits  diejenigen  Erzeugenden  der  Developpablen, 
welche  für  das  gewählte  Beleuchtungseentrum  als  Selbstsehatten- 
g  r  9  n  7.  e  n  auftreten. 

Eine  der  bekanntesten  Developpablen  ist  die  abwickelbare  Schrau- 
benfläehe  rmd  wollen  wir  daher  diese  als  geeignetes  Beispiel  wählen. 
§.  375. 

86.  Aufgabe.  Eine  aufWickelbare  Schranbenfläelie  liegt  als 
gegeben  vor;  es  sind  die  ScMagsehatten-Constructionen  für  Parallel- 
beleuehtung  dnrolizuffihren. 

Die  genannte  Fläche  kann  selbstverständlich  auch  in  dem  eben 
angedeuteten  Sinne  aufgefasst  werden. 

Als  Leitfiächen  treten  hier  das  senkrechte  Sehrauben- 
conoid  und  ein  Tinendlich  ferner  Kreis  auf,  welcher  durch  einen 
gewissen  mit  dem  Conoide  coaxialen  senkrechten  Kreiskegei,  als 
Bichtungskegel,  repräsentiert  wird.  Dass  au  den  Erzeugenden 
dieses  Kegels  die  der  Developpablen  parallel  sind,  braucht  wohl  an 
dieser  Stelle  nicht  mehr  besonders  erwähnt  zu  werden. 
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Hier  sowie  in  allen  jenen  Fällen,  in  welchea  der  Richtungs- 
kegel  der  abwickelbaren  Fläche  bekannt  ist  —  Paralleibeleueh- 
tung  vorausgesetat  —  wird  es  sich  ais  zweckmäßig  erweisen,  bei  der 
Gonstruetion  der  SelbstsohattBDgrenzen  von  diesem  auszugehen. 

Sueben  wir  die  zur  Lichtstrahlenriebtung  parallelen  Tangentiai- 
ebeneii  an  besagtem  Kegel,  so  sind  in  dessen  Berührungserzeugenden 
auch  schon  die  Kiehtungsgeraden  derSelbstschatten- 
grenzen  für  die  gegebene  Developpable  gefunden.  Die  endgiltige 
Feststellung  derselben  kann  sodann  unschwer  vollzogen  werden. 

Zur  Erläuterung  des  ohangeführten  Problems  sei  bloß  Nach- 
stehendes ergänzend  hinzugefügt. 

Die  Schraubenfläche  wird  durch  einen  mit  dem  Grundcylinder 
coaxialen  Ojlinder  begrenzt  gedacht,  welcher,  wie  hekaant,  die  ge- 
nannte Fläche  in  einer  Schraubenlinie  von  gegebener  constanter  Gang- 
höhe (Ganghöhe  des  Conoides)  schneidet.  Die  Spur  der  Fläche  auf 
der  horizontalen  Projeetionsebene,  insoweit  sie  ffir  den  vorliegenden 
Fall  in  Betracht  kommt,  erscheint  durcb  das  Stück  der  Kreisevol- 
vente  A'B'2  (Taf.  SXII,  Fig.  148)  dargestellt. 

Die  Selbstschattengreuze  des  Kichtungskegels  für  die 
angenommene  Liehtstrahlenriehtung  (ü,  l')  wird  durch  Oft  und  Ov 
(als  schatten  werfende  Erzeugende)  repräsentiert.  Die  entsprechenden, 
hiezu  selbstverständlich  parallelen  Selbstschattengrenzen  der 
Developpablen  gehen  durch  die  Punkte  {M,  M')  und  (JV,  N'). 

Die  Selbstsehatteugrenzen  des  Grundcylinders  sind  die  Erzeu- 
genden (C,  C)  und  (r,  P);  der  Schlagschatten  (CPB,  CTB'), 
den  der  Cylinder  auf  die  developpable  Sehraubenfläche  wirft,  ist  sonach 
der  Schnitt  der  durch  die  genannten  Erzeugenden  gleichzeitig  mit- 
bestimmten Tangentialebenen  (Lichtebenen)  mit  der  Schraubenfläche. 
Die  Tangente  im  Punkte  E  der  Schatten  cur  ve  CPR  ist  parallel 
zur  Lichtstrahlenrichtung  (J,  V). 

Um  den  Schlagschatten  zu  finden,  den  die  äußere  Be- 
grenzung der  Schraubenfläche  auf  den  Grund- 
cylinder wirft,  Trenden  wir  diesfalls  Ebenen  an,  welche  einerseits 
zur  Lichtstrahlenrichtung  parallel  sind,  andererseits  aber  den  Grund- 
cylinder nach  Erzeugenden  schneiden.  Eine  dieser  horizontal-projieie- 
renden  Ebenen  ist  hier  durch  A'  a'  (Horizontaltraee)  dargestellt.  Mittelst 
derselben  findet  man  den  Punkt  a  der  äußeren  Schraubenlinie,  welcher 
seinen  Schatten  in  die  vertieale  Coutourkante  des  Grundcylinders  nach 
«s  wirft.  Auf  ähnliche  Weise  wird  der  Punkt  c„,  in  welchem  der 
Schlagschatten  in  den  Selbstschatten  übergeht,  gefunden. 
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Weiters  erübrigt  noch  die  Seh  lagschatten  be  Stimmung  der 
Schraubenfläche  in  das  Innere  derselben. 

Der  besagte  Schatten  ergibt  sich  als  Schnitt  des  diircb  die 
äußere  Schraubenlinie  bestimmten  Lichteylinders  mit  der 
Sehraubenfläehe. 

Um  beispielsweise  den  Punkt  ä^  zn  finden,  mit  welchem  gleieh- 
aeitig  auch  die  Tangente  (Liehtstrahlenrichtang)  an  die  betreffende 
Schattencnrre  in  dem  genannten  Punkte  bestimmt  erseheint,  legen  wir 
durch  die  entsprechende  Greazerzeugende  Md^  die  Lichtebene,  suchen 
deren  Schnitt  mit  der  äußeren  Schraubenlinie  und  erhalten  in  dem- 
selben jenen  Punkt,  dessen  Schatten  in  die  bezeichnete  Eraeugende  fällt. 

Es  bedarf  wohl  keiner  speciellen  Erwähnung,  dass  sich  für  die 
angenommene  Parallelbeleuchtung,  wenn  wir  die  Sehraubenfläehe  fort- 
gesetat  denken,  die  eonstruierteu  Schatten  in  Perioden,  welche  je  einer 
Ganghöhe  entsprechen,  congruent  bleiben. 

Parallelbeleuchtung  vorausgesetzt,  wird  man,  ähnlich  wie 
hier,  in  all  jeaen  Fällen  verfahren,  in  welchen  sieh  bei  allgemeinen 
Developpablen  ein  Eichtungskegel  angeben  lässt. 

Für  die  Durchführung  derartiger  Aufgaben  in  centraler  Pro- 
jection  sei  bemerkt,  dass  mau  als  Scheitel  des  Richtungskegels 
zweckmäßig  das  Projeetionscentrum  annehmen  wird.  Die  Bildspur  des 
Kegels  ist  sodauii  gleichzeitig  die  Fluehtspur  der  Fläche,  d.  h.  das 
Bild  jener  Curve,  in  welcher  die  Fläche  von  der  unendlich 
fernen  Ebene  des  Raumes  geschnitten  wird. 

In  den  Tangenten,  welche  man  vom  Fluchtpunkte  sämmtlieher 
Lichtstrahlen  au  die  Fluehtspur  der  Fläche  führen  kann,  erhält 
man  diesfalls  die  Fluchttracen  der  zu  den  Lichtstrahlen  parallelen 
Tangentialebenen  der  Developpablen  und  in  den  Berührungspunkten 
derselben  bereits  die  Fluchtpunkte  d-er  Selbstsebatten- 
erzeugendeu. 

Wären  in  den  betrachteten  Fällen  die  Selbstschatte ngrenzen  für 
centrale  Beleuchtung  (Beleuchtungscentrum  in  endlicher  Ent- 
fernung) zu  finden  —  wobei  die  Developpahle  ganz  allgemein  durch 
Kwei  Leitflächen  bestimmt  gedacht  werden  mag  —  so  würde  man  den 
leuchtenden  Punkt  als  Scheitel  des  Riehtungskegels  an- 
nehmen und  an  diesen  sowie  an  eine  der  Leitflächen  die  gemein- 
samen Tangentialebenen  legen. 

Durch  den  jeweiligen  Berührungspunkt  einer  derselben  mit  der 
Leitfläche,  resp.  der  Beröhrungserz engenden  mit  der  Developpablen  ist 
bereits  eine  Selbstschattenerzeugeude  bestimmt. 
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Wird  in  irgend  welchen  Fällen  die  abwiekeltiare  Fläche  durch 
eine  genügende  Anaahl  aafeinaaderfolgender  Erzeugenden 
gegeben,  so  kann  die  SelbstsohattengrenKe  gefunden  werden, 
indem  noan  durch  das  Beleuchtungscentrnm  eine  beliebige  Ebene  von 
der  Art  legt,  dass  sich  deren  Schnitt  mit  der  gegebenen  Fläche 
möglichst  genau  bestimmen  l^sst, 

Fübrt  man  sodann  aus  dem  leuchtenden  Punkte  die  möglichen 
Tangenten  an  die  Schnittcurve,  so  sind  durch  die  Berüh- 
rungspunkte derselben  auch  jene  Erzeugenden  charakterisiert,  welche 
der  Selbstschattengrenze 'angehören. 

Für  den  allgemeinsten  Fall  endlich,  in  welchem  die  Develop- 
pable  bloß  durch  ihre  Eückkehrcurve  gegeben  ist,  kann 
man  zum  Ziele  gelangen,  indem  man  letztere  aus  dem  Beleuehtungs- 
centrum  auf  irgend  eine  Ebene  projiciert. 

Die  Mebei  zutage  tretenden  Inflexionapunkte  der  Pro- 
jection  entaprechen  denjenigen  Punkten  der  KiickkehrcurTe,  deren 
Tangenten  die  Selhstscbattengrenzen  darstellen. 

Die  Erklärung  hiefur  ergibt  sich  aus  dem  Umstände,  dass  jede 
Berührungsebene  einer  Developpablen  zugleich  Oseula- 
tionsebene  der  Eückkehrcurve  ist. 

Wenn  man  daher  die  letztere  aus  irgend  einem  Punkte 
einer  Berührungsebene  projiciert,  so  wird  in  der  Projection 
dem  Osculationspunkte  ein  Inflexionspunkt  entsprechen 
müssen,  nachdem  sieh  die  drei  aufeinanderfolgenden  Punkte  der 
Osculation  als  drei  aufeinanderfolgende  Punkte  in  der  Trace  der 
Berührungsebene  projicieren, 

§.  376. 
Constructioii  der  Schatten  an  krumme  Flächen  im  allgemeinen. 

Wie  bei  den  vorausgegangenen  Erörterungen  zerfillit  auch  hier 
die  Schattenconstruction  in  zwei  Theile  und  zwar: 

a)  In  die  Bestimmung  des  Selbstschattens,  reap.  der  Selbst- 
schattengreDze,  und 

h)  in  die  Bestimmung  des  Schlagschattens,  resp.  des 
Schnittes  der  durch  die  gefundenen  Selbstschattengrenzen  und  das 
Beleuehtungscentrum  bestimmten  Straülenfläche  mit  anderen  gegebeneu 
Flächen. 

Der  erste  Theil  —  eine  punktförmige  Lichtquelle  vorausgesetzt 
—  ist  identisch  mit  der  Aufgabe:  „Die  Berührungseurve  des  der 
Fläche  ans  einem  gegebenen  Punkte,  welcher  außerhalb  der  Fläche 
liegt,  nmseliriebenen  Kegels    aufzusuchen." 


y  Google 


461 

Wir  werden  demnaoh  diesbezüglicli  all  jene  Hilfsmittel  vei- 
weuden  und  verwerten  können,  welche  uns  aus  Früherem  bekannt 
sind  nnd  welche  die  darstellende  Geometrie  für  die  Lösung  des  oh- 
angeführten  Problems  bietet. 

Eine   der   allgemeinsten  Verfahrungsarten   ist   die  nachstehende- 

Man  legt  durch  den  leuchtenden  Punkt  L  (Taf.  SXII,  Flg.  149) 
beliebige  Ebenen,  sucht  deren  Schnitte  0,,  G^. . .  mit  der  gegebenen 
krummea  Fläche  auf  und  führt  an  die  so  erhaltenen  Schuitteurven 
aus  L  die  entsprechenden  Tangenten  i,,  t^,  t^,  t^...;  die  betreffenden 
Berührungspunkte  1,2,3,4...  bilden  in  ihrer  stetigen  Aufein- 
anderfolge die  Sei  bstschatteugrenze. 

Es  ist  von  selbst  einleuchtend,  dass  die  letKtbezeichnete  Curve 
auch  die  Contour  der  Fläche  berühren  muss.  Man  erhält  diese 
„Coiitourpuokte"  in  allen  Fällen  und  für  jede  Projeetionsart 
direct  in  den  Berührungspunkten  der  aus  der  Projection  des  Beleueh- 
tuugscentrums  L   an  die  Contour  geführten  Tangenten  LT,  LT^... 

Dieses  im  allgemeinen  ziemlich  langwierige  Verfahren  wird  seltener 
und  in  der  Kegel  nur  für  Flächen  angewendet,  denen  kein  bestimmtes 
Gesetz  zugrunde  liegt,  wie  es  beispielsweise  bei  Terrainfläohen 
der  Fall  ist. 

Liegt  die  krumme  Fläche  durch  eine  Sehar  Erzeugender 
—  von  möglichst  einfacher  Natur  —  als  gegeben  vor,  so  kann 
man  die  Selbstschattengrenze  auch  dadurcb  bestimmen,  dass  man  aus 
dem  Beleuchtungscentrum  die  Projectionen  der  Erzeugenden  auf  eine 
zweckmäßig  gewählte  Ebene  bildet,  und  die  Enveloppe  aller  dieser 
Projectionen  verzeichnet. 

Die  jeweiligen  Berührungspunkte  der  Projectioneu  dieser 
Erzeugenden  mit  der  Enveloppe  in  die  entsprechenden  Erzeu- 
genden zurückprojiciert,  geben  bereits  Punkte  der  Selbst- 
schattengrenze. 

Durch  die  besagte  Enveloppe  ist  zugleich  auch  schon  der  Schlag- 
schatten der  Fläche  auf  die  betreffende  Ebene  gewonnen,  und  es 
erklärt  sich  hiernach  das  in  Fig.  150,  Taf.  SXII,  durch  bildliche 
Darstellung  angedeutete  Verfahren  als  eine  bloße  Anwendung  der 
Methode  des  „Zurückführens  der  Lichtstrahlen". 

Der  yorbezeicbnete  Weg  kann  mit  Vortheü  dann  eingeschlagen 
werden,  wenn  die  Projectionen  der  Erzeugenden  aus  dem  Centrum  auf 
eine  entsprechend  gewählte  Ebene  einfach  und  sofort  construierbar 
sind,  also  beispielsweise  aus  geraden  Linien  oder  aus  Ki'eisen  bestehen. 
Es  ist  unschwer  2U  erkennen,  dass  das  Gesagte  bei  Kegelflächen 
sowohl,  als  auch  bei  Rotationsflächen  eintreten  könne, 
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Vollständige  Genauigkeit  bietet  das  angeregte  Verfahren  nament- 
lich dann,  wenn  von  vornherein  ein  ürtheil  über  die  Art  des  Schlag- 
schattens möglich  ist  und  man  hieraus  unmittelbar  eine  Methode  zur 
Bestimmung  der  Berührungspunkte  der  Enveloppe  mit  den  Ein- 
gehüllten folgern  kann ,  wie  dies  beispielsweise  bei  Flächen 
zweiten  Grades  vorkömmt. 

Es  werden  sieh  übrigens,  wie  wir  in  der  Folge  sehen  werden, 
für  die  genannten  Flächengattungen  auch  andere  besondere  Ver- 
fahrnngsarten  finden  lassen ,  auf  welche  gestützt  die  Constructionen 
mit  solcher  Genauigkeit  vollführt  werden  können,  als  es  überhaupt, 
mit  Eücksicht  auf  die  Art  der  für  die  Fläche  gegebenen  Daten,  nur 
irgend  möglich  ist. 

§.  377. 

Im  Hinblick  darauf,  dass  sieh  das  Problem  der  Selbst-  und 
Schlagschatten-Constructionen  im  allgemeinen  immer  darauf  reduciert, 
den  irgend  einer  Fläche  aus  dem  Beleuchtungscentrum 
umschriebenen  Kegel  (Cylinder)  zu  finden,  und  den  Schnitt 
desselben  mit  einer  Fläche  oder  Ebene  aufzusiichea,  steht 
die  besagte  Schattenbestimmung  im  reciproken  Verhältnisse 
zu  jener  Aufgahe,  welche  die  Forderung,  „den  Schnitt  einer  Fläche 
mit  einer  Ebene  zu  construieren"  in  sich  schließt. 

Sind  die  Methoden  zur  Lösung  des  letztgenauuten  Problems  be- 
kannt, so  werden  sich  anf  dem  Wege  reeiproker  Transformation 
leicht  auch  Methoden  zur  Lösung  des  letzteren  ermitteln  lassen. 

Bekanntlich  fasst  man  hehufs  der  „Schnittbestimraung"  die 
Fläche  als  „Linienschar"  auf.  Die  Gesammtheit  der  Schnitte  dieser 
einzelnen  Linieaemeugenden  mit  der  Ebene  liefert  das  verlangte 
Eesultat. 

Die  dieser  Auffassungsweise  gegenüberstehende,  durch  welche 
nämlich  die  Fläche  als  Einhüllende  einer  Schar  von  De- 
veloppablen  betrachtet  wird,  gewährt  ähnliche  Vortheile  wie  die 
oben  angedeuteten,  für  die  Construction  des  berührenden  Kegels. 

Hier  wie  dort  werden  Scharen  von  Erzeugenden,  die  möglichst 
einfacher  Natur  sind,  verwendet.  Der  einfachsten  Linienerzeugenden, 
d.  i.  der  Geraden,  entspricht  das  Ebenenbüsehel  als  die  ein- 
fachste Developpable. 

In  vielen  Fällen  wird  man  übrigens  für  jedes  der  beiden  Pro- 
bleme, um  mitunter  bestimmtere  Resultate  zu  erhalten,  je  nach  Bedarf 
von  der  einen  Auffassungsweise  auf  die  andere  übergehen. 
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Um  etwa  beispielsweise  die  Tangente  für  irgend  eiuen  Punkt 
«ines  ebenen  Schnittes  zu  erhalten,  wird  die  Tangentialebene  iö  dem 
betreffenden  Punkte  mit  der  sehneidenden  Ebene  combiniert.  üni 
andererseits  eine  Erzeugende  des  umschriebenen  Kegels  aufzufiadeu, 
wird  der  Berührungspunkt  der  betreffendeu  Tangentialebene  mit  dem 
Kegelseheitel  verbunden. 

Die  Tangentialebene  im  ersten  Falle  gehört  der  Develop- 
pablen  an,  welche  der  Fläche  längs  der  durch  den  betreffenden 
Punkt  geführten  Linienerzeugenden  umschrieben  ist. 

Der  Berührungspunkt  im  zweiten  Falle  dagegen  gehört  der 
Berührungscurve  au,  ia  welcher  die  die  entsprechende  Tangential- 
ebene enthaltende  Erzeugende  der  Developpablen  die  Fläche  berührt. 
Die  Eeciprocität  der  Coustruetionen  in  den  genannten  Fällen 
ist  dann  eine  vollständige,  wenn  der  betrachteten  Fläche  die 
gleiche  Ordnuags-  und  Classenzahl  zukommt,  oder  auch  daun 
wenn  die  Fläche  in  gleichmäßiger  Weise  aus  Linienerzeugendeu 
und  gleichwertigen  Developpablea,  welche  einander  entspre- 
chend zugeordnet  sind,  erzeugt  gedacht  werden  kann. 

In  die  erstere  Gruppe  gehören  alle  K eg e  1  fl  ä c  h  e n ,  in  die 
letztere  ds^egen  die  UmhüUungsfläehen,  zu  welchen  auch  die 
Eotationsflächen  zählen. 

Bei  den  Segelflächen  sind  Ordnungs-  und  Ciassenzahl  ein- 
ander gleich.  Die  Umhüllungsflächen  entstehen  in  gleich- 
mäßiger Weise  aus  Liniener  zeug  enden  und  aus  Develop- 
p  a  b  l  e  n. 

Den  Schnitt  zweier  aufeinanderfolgenden  eingehüllten  Flächen 
wollen  wir  kurz:  die  Linien-Charakteristik,  uud  die  gemeinsauae 
Developpable  zweier  aufeinander  folgender  Eingehüllten  die  Develop- 
pableu-Cbarakteristik  nennen.  Jeder  Linien-Charakteristik  ent- 
spricht eine  bestimmte  Developpable  und  umgekehrt. 

Die   Eotationsflächen   können  in  doppelter  Weise  als  Um- 
hüUungsfläehen von  Scharen  einfacherer  Natur  gedacht  werden  und  zwar: 
ö)    Entweder   als    Enveloppe   eiuer  Kugelschar  mit  Parallel- 
kreisen   als    Linien-Charakteristiken   und    senkrechten  Kreiskegeln 
als  Developpablen-Charakteristlkea ;  oder  aber 

i)  als  Enveloppe  einer  Schar  von  Cy lindern,  welche  in  diesem 
Falle  gleichzeitig  die  Serie  der  Developpablen- Charakteristiken 
repräsentieren.  Die  zugehörigen  Linien  -  Charakteristiken  sind  durch 
die  Meridiane  vertreten. 

Sowohl  für  die  Construction  des  ebenen  Schnittes,  als  auch  für 
die  des  umschriebenen  Kegels  wird  bei  den  letztgenannten  Flächen 
von    den  beiden  obangeführteu  Auffassungsarten  Gebrauch  gemacht. 
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Dea  beiden  der  vorbeaeiclineteu  Fläeiiengruppen  gleich- 
zeitig, gehört  weiters  eine  Flächenfamilie  an,  bei  welcher  das  eine 
der  besagten  Probleme  direct  auf  das  andere  führt  und  das  eine 
Problem  unmittelbar  durch  das  andere  gelöst  wird,  wo  also  die 
Keciprocität  der  Constructionea  eine  polare  ist.  Es  sind  dies 
die  Flächen  aweiten  Grades,  deren  Polaren  fläche  eine 
Ebene  ist. 

§.  378. 

Alle  gesetzmäßigen  Flächen,  deren  Behandlung  vom  Standpunkte 
der  darstellenden  Geometrie  gerechtfertigt  erscheint ,  werden  von  den 
beiden  vorerwähnten  Gruppen  selbst  dann  umfasst,  wenn  man  in  die 
erstere  Gruppe  bloß  die  Kegelflächen,  in  die  letztere  dagegen  nur  jene 
Umhüllnngsflächen  einbeaieht,  deren  Eingehüllte  den  Grad  „zwei" 
nicht  öbersteigt. 

Alle  höheren  Flächen  legen  der  graphischen  Darstellung  meist 
derartige  Schwierigkeiten  in  den  Weg,  dass  selbst  schon  die  in  den 
Angaben  gelegenen  Fehler  die  darauf  gestützten  Con- 
strnetionen  ungenau  und  damit  zwecklos  machen, 

Hiednrch  erscheinen  uns  auch  schon  die  Grenzen  des  hier  au 
behandelnden  Stoffes  gezogen,  und  wollen  wir  daher  nur  beaügiich 
der  Art  der  .Durchführung  noch  bemerken,  dass  wir  die  näheren 
Details  der  Eeciprocität  der  Construetionen  für  ebene 
Schnitte  einerseits  und  für  umschriebene  Kegel  andererseits 
an  der  Hand  entsprechend  gewählter  oder  gegebener  Beispiele  erörtern 
und  hieraus  gleichzeitig  die  nothwendigen  Hilfsmittel  für  die  uns 
vorliegende  specielle  Aufgabe  schöpfen  wollen. 

Das  erste,  dem  Eeciprocitäts Verhältnisse  entsprin- 
gende Hilfsmittel  ist,  wie  im  Vorhergegangenen  bereits  darauf 
hingewiesen  wurde,  das  Auffassen  der  Fläche  als  Enveioppe  einer 
Developpablenschar. 

Diese  Auffassung  wird  den  Grundzug  aller  folgenden  Construe- 
tionen bilden.  Selbstverständlich  wird  es  sich  meist  als  zweckmäßig 
erweisen,  Developpable  einfacher  Natur,  womöglich  also 
Ebenenbösehel  oder  Kegelflächen  zu  wählen. 

Da  die  Olasse  der  Fläche  und  ihrer  Developpablen- 
schar durch  coUineare  Transformation  ungeäadert  bleibt, 
so  werden  die  nachstehend  durchzuführenden  Construetionen  auch  natur- 
gemäß als  allgemeine,  d.  i.  als  für  alle  Projectionsarten  giltige, 
angesehen  werden  können. 

Wir  werden  demnach,  dem  in  der  Schattenlehre  angenom- 
menen Principe  entsprechend,  alle  hierher  gehörenden  Probleme,  sowie 
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die  einsehlageadeti  CoLstructionen,  von  den  verschiedenen  Pro- 
jectionsmethoden  unabhängig  behandeln  und  sie  so  in  ganz 
allgemeiner  Form  ihrer  Lösung  zuführen. 

Äusnahmeu  von  diesem  Principe  werden  wir  nur  dann  eintreten 
lassen,  wenn  bereits  durch  die  Natur  der  gegebenen  graphischen  Dar- 
stellung einer  Fläche  eine  bestimmte  specielle  Projectionsart  aus- 
gesprochen sein  sollte  oder  die  Verwendung  einer  solchen  direct  ge- 
fordert würde.  Aber  selbst  auch  die  für  diese  Fälle  geltenden  speciellen 
Couatructionen  lassen  sich  als  für  alle  Projectionsmethoden  giltig  be- 
trachten, wenn  nur  der  Begriff  der  zur  Darstellung  gelangenden  Fläche 
in  solcher  Weise  modiflciert  oder  erweitert  werden  kann,  dass  von 
einer  im  vorhinein  bedingten  speciellen  Projectionsart  abgesehen 
werden  darf. 

Die  Grundlage  für  die  Besprechung  und  graphische  Behandlung 
höherer  Fläehengattungen  bilden,  wie  schon  im  Früheren  gesagt, 
die  Flächen  zweiten  Grades,  daher  wir  uns  auch  bei  der  Con- 
struction  der  Schatten   zunächst  mit  diesen  beschäftigen  wollen. 

Vorerst  sei  auch  diesfalls  eine  punktförmige  Liehtcjueile 
vorausgesetzt  und  für  diese  Annahme  die  Selbstschattengrenze, 
d.  i,  die  Berührungscurve  des  von  dem  gegebenen  Punkte  als  Scheitel 
der  Fläche  umscliriebeuen  Kegels,  bestimmt. 

In  den  meisten  Fällen  werden  die  centrischen  Flächen 
zweiten  Grades  durch  drei  eonjugierte  Durchmesser  als  ge- 
geben vorausgesetzt  oder  es  können  diese  doch  aus  der  Art  der  Be- 
stimmung der  Fläche  leicht  gefunden  werden. 

§.  379. 

87.  Aufgabe.  Eine  Fläche  zweiten  Grades  ist  durch  drei  eon- 
jugierte Durchmesser  ÄÄ,,  BB^  und  CG,  gegeben;  es  ist  für  eine 
bestimmte  Lichtquelle  die  Selbstschattengrenze  der  vorliegenden 
Fläche  zu  bestimmen. 

Das  Bild  der  Lichtquelle,  d.  i.  des  leuchtenden  Punktes,  sei  L 
(Taf,  XXII,  Fig.  151),  das  Bild  seiner  nach  der  Richtung  C(7,  auf  die 
Ebene  AB  bezogenen  Projection  sei  L'.  Diesen  Angaben  entsprechend, 
wollen  wir  zunächst  „Paralleiprojection"  voraussetzen. 

Die  drei  eonjugierten  Durchmesser  zu  je  zweien  combiniert, 
geben  bekanntlich  die  eonjugierten  Durehmesser  je  eines  Dia- 
metralschnittes; der  dritte  Durehmesser  kennzeichnet  sodann 
die  Richtung  der  Erzeugenden  des  ßerührungscylinders, 
welcher  der  Fläche  längs  dieses  Diametralschnittes   umschrieben  ist. 
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Es  sind  hiernach  drei  unrßitteibar  der  Fläche  umscbriebeoe 
Cjlinder  bekannt.  Die  Contoureizeugenden  derselbfto  werdea  die  Con- 
tour  der  Fläche  berühren. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkung  ergeben  sieh  aus  den  drei  Durch- 
messern sofort  sechs  Tangenten  sammt  den  zugehörigen  Berüh- 
rungspunkten für  die  Contour  der  Fläche.  Nachdem  übrigens 
die  letztere  eine  Curve  zweiter  Ordnung  ist,  so  erscheint  dieselbe  schon 
durch  drei  dieser  Tangenten  mit  den  ihnen  entsprechenden  Berüh- 
rungspunkten vollständig  bestimmt. 

Sowie  nun  bezüglich  des  ebenen  Schnittes  —  um  sofort  zu  con- 
jugierten  Durchmessern  zu  gelangen  —  die  Fläche  zweckmäßig  als  eine 
Schar  von  Curven  zweiter  Ordnung,  welche  auf  den  Ebenen 
eines  Parailelbüschels  liegen,  aufgefasst  wurde,  so  werden  wir  uns  für 
das  vorstehende  Problem  die  Fläche  als  Knveloppe  einer  Schar 
von  Kegeln  zweiter  Ordnung  denken  können ,  deren  Scheitel 
8ämmtlich  auf  einem  Durchmesser  der  Fläche  gelegen  sind. 

Die  unendlich  ferne  Achse  des  Ebenenhüschels  im  erstangeführfceUi 
Falle  entspricht  reciprok  der  durch  den  Mittelpunkt  gehenden  Ge- 
raden der  Kegelseheitel  im  letzteren. 

Ist  dar  Ort  dieser  Kegelseheitel  der  Durchmesser  GOi,  so 
werden  die  sämmtlichen  Berührungscurven  der  umschriebenen  Kegel  in 
Ebenen  liegen,  welche  an  der  dem  Durchmesser  CC^  conjugierten 
Diametralebene  parallel  sind. 

Das  Gesagte  allgemein  gestaltet,  können  wir  behaupten: 

„Die  Berührungscurven  aller  einer  Flache  zweiten 
Grades  umschriebenen  Kegel,  deren  Seheitel  sich  auf 
fliner  festen  Geraden  vorfinden,  liegen  in  den  Ebenen 
eines  Parallel- Ebenenbüschels,  dessen  unendlich  ferne 
Achse  die  Polare  zu  der  Geraden  der  Kegelseheitel,  in 
Bezug  auf  die  Fläche  ist." 

Sowie  man  weiters  bei  der  „Sehnittbestimmung"  den 
Schnitt  der  Ebene  mit  den  einzelnen  Kegelsehnittslinien  aufsucht, 
wird  man  hier  die  Tangentialebenen  bestimmen,  welche  vom 
Beleuchtungscentrum  au  die  eiuzelneu  Kegel  geführt  werden  können. 
Jedem  erzeugenden  Elemente  entsprechen  hier  wie  dort  zwei  Ele- 
mente des  Resultates. 

Wählen  wir  zunächst  für  das  uns  vorliegende  Problem  den 
Scheitel  des  berührenden  Kegels  als  den  unendlich  fernen  Punkt 
des  Durehmessers  CC„  so  wird  der  umschriebene  Kegel  in  einen 
Cylinder  übergehen,  dessen  Berührungscurve  der  Diametralschnitt 
AB  ist. 
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Euiiren  wir  an  den  besagten  Cyliader  die  durch  den  Punkt  L 
gehenden  Tangentialebenen,  indem  wir  dureli  L  eine  Gerade  LL' 
parallel  zu  den  Cylindererzeugenden  legen  und  weiters  aus  dem  Schnitte 
L'  dieser  Geraden  LL'  mit  der  Ebene  der  Leitlinie  die  Tangenten 
L'F=^z  und  L'Q^ty  weben.  Durch  LL'F  einerseits  und  durch 
LL'Q  andererseits  sind  sodana  die  beidea  dea  Cyliader  berührenden 
Ebenen  bestimmt. 

In  den  Punkten  JP  und  Q,  welche  in  der  Berührungseurve  des 
Cylinders  liegen ,  taogieren  diese  gleichzeitig  auch  die  gegebene 
riäehe. 

Hiernach  ergeben  sich  bereits  in  F  und  Q  zwei  Punkte  der 
Berührungscurve   des  umschriebenen  Kegels. 

Nebenbei  sei  hier  nur  bemerkt,  dass,  wie  bekannt,  dem  dies- 
fallsigen  Auffinden  der  Berührungspankte  bei  der  Bestimmung  des 
ebenen  Schnittes  das  Ermitteln  von  Tangentialebenen  in  Punkten  der 
Schnittcurve  reciprok  eabspricht. 

Nehmen  wir  min  den  Scheitel  des  berührenden  Kegels  in  irgend 
einem  anderen  Punkte  voij  OC,,  etwa  in  s  an,  so  entspricht  diesem  Kegel 
eine  Berührungscurve  aa,,  welche  parallel  und  deshalb  auch  ähn- 
lieh dem  Diametralschnitte  AB  ist.  Der  Mittelpunkt  o  der 
besagten  Curve  ergibt  sich  höchst  einfach  als  der  vierte  harmo- 
nische Punkt  zu  den  Punkten  G,  C,   und  s. 

Um  die  berührenden  Ebenen  an  diesem  Kegel  zu  finden,  suchen 
wir  den  Schnitt  -^  der  Geraden  sL  mit  der  Ebene  der  Leitlinie  »«,, 
Selbstverständlich  liegt  der  zu  suchende  Punkt  z/  in  der  Schnitt- 
linie der  dm'ch  CG^  und  L  gelegten  Diametralebene  mit  der  Ebene 
ötf,,  d.  i.  in  jener  Geraden  oj,  welche  durch  o  parallel  zu  OL'  ge- 
führt werden  kann. 

Die  durch  ^  gelegten  Tangenten  ^jt  und  ^v  liefern  in  ihren 
Berührungspunkten  ft  und  v,  aus  ähnlichen  Gründen  wie  vorhergehend, 
Punkte  der  verlangten  Berührungscurve.  Die  Berührungssebne 
((.V  ist  dem  Durchmesser  ^o  conjugiert. 

Aus  dem  ümstaade  nun,  dass  die  Berührungscurven  aller  um- 
schriebenen Kegel  parallel  und  ähnlich  sind  und  die  Richtung  ^o 
der  Durchmesser  unverändert  dieselbe  bleibt,  geht  hervor,  dass  diese 
Berührungssehnen  FQ,  (iv,...  sämmtlich  zueinander  parallel  sein 
werden ,  dass  alle  ihre  Mittelpunkte  o,  ra, . . ,  in  der  DiametraJebene 
CG,L  liegen;  und  dass  somit  auch  die  Grenalagen  dieser  Sehnen, 
d.  s.  jene,  wo  Punkte  wie  fi  und  v  in  einem  einzigen  Punkt  zu- 
sammenfallen, die  vorbezeichneten  Sehnen  demnach  ia  Tangenten 
an    die    Selbstscbattengrenae    übergehen,    durch  jene  Dia- 
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metralebene  charakterisiert  werden.  Diese  werden  erhalten,  indem 
man  aus  L  die  Tangenten  an  den  vorerwähnten  Diametralaebnitt  fniirt 
und  deren  Berührungspunkte  bestimmt. 

Um  den  Diametralschnitt  —  awei  seiner  eonjugierten  Halbmesser 
sind  CO  und  WO  —  nicht  erst  seiclmen  zu  müssen,  denlien  wir  uns 
denselben  sammt  dem  Punkte  L  in  die  Ebene  GOA  in  der  "Weise 
schief  projiciert,  dass  W  mit  A  zusammenfällt. 

Der  Diametralsehnitt  WOG  wird  sodann  durch  den  bereits  ge- 
zeichneten GOA  dargestellt  erscheinen. 

An  diesen  Schnitt  AOG  können  wir  nun  aus  dem  in  gleicher 
Weise  schief  projicierten  Punkt  L^  (wobei  L'L'„  parallel  zu  LL„  und 
parallel  zu  WA  ist)  die  Tangenten  L^Mg  und  L^J^g  ziehen  und  die 
Berührungspunkte  M^  und  N^  in  entsprechender  Weise  nach  M  und 
N  in  den  obgenannten  Diametralschnitt  zurückführen.  Hierbei  können 
die  zu  WOA  parallelen  und  ähnlichen  Dreiecke  No,N„  khA  Mo^M^ 
als  Äffinitätsdreiecke  benutzt  werden.  Die  so  erhalteuen  Punkte 
JK"  und  iV  bestimmen  gleichzeitig  die  Grenzpunkte  der  Berüli- 
rungscurye,  in  welchen,  wie  vorher  bereits  besprochen,  die  za  PO 
parallelen  Sehnen  in  die  Tangenten  t  und  t,  übergeben. 

Die  Contourpnnkte  der  Selbstschattengrenze  erhalten 
wir  (nach  der  in  §.  376  angedeuteten  Weise),  indem  wir  aus  L  die 
Tangenten  XT  und  LT,  an  den  Umriss  führeü. 

Weitere  Punkte  der  Selbstschattencurve,  welche  in  den 
Diametralsehnitten  CAO  und  CS  0  gelegen  sind,  ergeben  sich  analog 
wie  jene  in  AGB  liegenden  Punkte  P  und  Q.  Man  wird  diesfalls 
L  in  der  Eichtung  des  zu  der  betreffenden  Diametral  ebene  eonju- 
gierten Durehmessers  auf  diese  selbst  projieieren  und  aus  dem  so 
erhaltenen  Punkte  die  zugehörigen  Tangenten  fähren.  So  finden  wir 
beispielsweise  als  Berührungspunkte  der  aus  L"  an  ACA,C  gelegten 
Tangenten  die  Punkte  n  und  p. 

Die  Bertihrungscurve  einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  einem 
ihr  umschriebenen  Kegel  ist,  wie  wir  wissen,  eine  durch  die  Natur 
der  obgenannten  Fläche  bedingte  ebene  Curve  und  zwar  eine  E egel- 
seh nittslinie. 

Auf  Grund  des  von  uns  gewählten  Vorganges  erhielten  wir  in 
dem  vorliegenden  Falle  durch  PQ,  jiv. ..  ein  System  paraller  Sehnen 
dieses  Kegelschnittes  und  in  M  und  N  die  Endpunkte  des  den  be- 
sagten Sehnen  eonjugierten  Durchmessers,  Der  zugehörige  zweite 
Durchmesser  kann  nun  anstandslos  gefunden  werden. 

Abgesehen  davon ,  dass  zur  Bestimmung  des  BerQhrungskegel- 
i  fünf  Elemente  hinreichen,    von  welchen  bereits  die  beiden 
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Tangenten  LT  und  -tT,  mit  den  Contourpunkten  T  und  T,  als  ?ie 
derselben  angenommen  werden  können,  stellt  sich  aui^h  die  directe 
Bestimmung  der  vorerwähnteu  eonjugierten  Dureliniesser 
des  olDgeaannten  Kegelschnittes  als  ziemlieh  einfach  dar,  wenn  wir 
■die  ConstruetioE  der  übrigen  Punkte,  welche  wir  hier  bloß  der  syste- 
matischen Entwickelung  halber  vollzogen  haben,  ganz  bei  Seite  lassen. 
Die  Ebene  der  Beriihrungscurve  ist  bekanntlich  die  Polar- 
ebene  des  KUgehörigen  Kegelscheitels  (Pol).  Dieselbe  kann 
a«s  den  harmonischen  Eigenschaften  yoa  Pol  und  Polar- 
ebene leicht  coostruiert  werden. 

In  Bezug  auf  das  vorliegende  Beispiel  erhalten  wir  die  Traee  i.';, 
der  ohbezeichneten  Ebene  auf  OAB  durch  die  awei  in  dieser  Ebene 
■OAB  liegenden  Punkte  P  und  Q  bestimmt.  Die  Traeen  auf  den 
übrigen  Diametralebenen  gehen  gleichfalls  durch  die  diesbezüglichen 
Punkte  der  Berühruiigscurve, 

Die  Polarebene  sehneidet'  die  Diametralebene  CG,  L  in  der 
Verbiaduugsgeraden  MN  der  Halbierungspuükte  oj,  ra, . , .  der  parallelen 
Sehnen  PQ,  (iv...  und  somit  auch  den  Diameter  CO,  in  einem 
Punkte  J^.  Die  geradlinige  Verbindung  von  B.  mit  dem  Schnitt- 
punkte X  von  Ek  und  JiB^  gibt  bereits  die  Trace  E^  der  Polarebene 
auf  der  Ebene  BOG. 

Der  Schnitt  dieser  Poiarebene,  welch  letztere,  wie  oben 
bemerkt,  auch  unabhängig  von  der  Berührungsaufgabe  aus  den  har- 
monischen Eigenschaften  von  Pol  und  Polare  gefanden  werden  kann, 
mit  der  gegebenen  Fläche  liefert  unmittelbar  die  Berührungs- 
curve  des  umschriebenen  Kegels  mit  derselben. 

Es  erscheint  somit  hei  der  vorgegebenen  Elächengattung  die 
■Constrnetion  des  der  Fläche  umschriebenen  Kegels  auf 
die  einfache  Construction  eines  ebenen  Schnittes  zurück- 
geführt und  umgekehrt. 

Die  Tangente  in  irgend  einem  Punkte  der  Berühruagäcurve 
ergibt  sich  als  Schnitt  ihrer  Ebene  mit  der  diesem  Punkte  enl;spre- 
chenden  Tangentialebene  der  Piäche.  Dieselbe  bestimmt  mit  der 
gleichfalls  in  der  letztgenannten  Ebene  liegenden  Erzengenden  des 
umschriebenen  Kegels  ein  Paar  conjugierter  Tangenten  der 
Fläche. 

Alle  Paare  conjugierter  Tangenten  in  einem  Punkte 
einer  Fläche  zweiten  Grades  geben  bekanntlich  ein  in  volutoriscbes 
Strahlenhüschel,  dessen  Doppelstrahlen  die  durch  den  bezeich- 
neten Punkt  gehenden  geradlinigen  Erzeugenden  (reell  -  imaginär) ' 
der  Fläche  sind. 
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Diese  Bemerkung  ist  namentlich  für  die  Constructioii  der  Tan- 
genten an  die  Selbstschattengrenze  von  Flächen  höheren 
Grades  von  Wesenheit. 

Was  unsere  Darstellung  (Fig.  151,  Taf.  XXII)  anhelangt,  sei 
noch  erwähnt,  dass  insoferne,  als  wir  annehmen,  ÄA„  BB^  und  CC, 
seien  drei  eonjugierte  Durchmesser  der  Fläche  (dieselben  erscheinen 
auch  in  der  Projection  durch  den  ihnen  gemeinsamen  Puniit  0, 
als  Mittelpunkt  der  Fläche,  halbiert),  wir  selbstverständlich  nur  eine 
„Parallelproj  ection"  (kiyoographische  oder  orthogonale)  voraus- 
setzen konnten. 

Besagte  Darstellung  gilt  indes  auch  für  die  centrale  Projection 
—  also  aligemein  —  sobald  wir  AA^,  BB„  GC,  als  die  Bilder  von. 
drei  conjugierten  Sehnen  der  Fläche  betrachten,  deren  ge- 
meinsamer Punkt  0  der  Pol  der  vorderen  Spurebene  in 
Bezug  auf  die  Fläche  ist. 

Mit  der  Verallgemeinerung  der  Projeßtiousart  steht  gleichzeitig 
auch  die  VerallgemeineniDg  des  Begriffes  bezüglich  der  dargestellten, 
resp.  darzustellenden  Fläche  im  Zusammenhange. 

Sowie  die  hier  gewählte  Fläche  für  „Parallelprojection" 
immer  wieder  nur  als  EUipsoid  erscheinen  wird,  kann  dieselbe  fflr 
die  centrale  Projection  jede  elliptische  Fläche  (Nichtregelfläehe) 
zweiter  Ordnung,  d.  i.  das  Eltipsoid,  das  elliptische  Paraboloid  und 
das  zweiachsige  Hyperboloid  repräsentieren.  Die  Art  der  Fläche  ist 
sodann  bloß  von  der  Wahl  des  Centrums  abhängig.  Nur  die 
Bedingung  bleibt  hierbei  aufrecht,  dass  die  vordere  Spurebeue  keinen 
reellen  Schnitt  mit  der  Fläche  liefere. 


88.  Aufgabe.  Der  Schatten  von  der  Hälfte  eines  durch  drei 
eonjugierte  Halbmesser  AO,  BO  «ad  CO  in  ParaHelprojeetion  dar- 
gestellten Ellipsoides  ist,  aater  Voraussetznag  eiaer  Tinendiioli  feraea 
Liohtiiaelle,  zu  bestimmen. 

Die  Lichtstrahlenrichtung  sei  durch  das  Bild  l  und  das  Bild  der 
nach  CO  auf  die  Ebene  AOB  bezogenen  Projection  l'  des  durch  0 
geführten  Lichtstrahles  {l,  l')  (Taf.  XXIII,  Fig.   152)  festgestellt. 

Der  Vorgang  bleibt  im  allgemeinen  derselbe  wie  der  in  der 
vorherbesprochenen  Aufgabe  befolgte. 

Die  in  der  Ellipse  AOB  liegenden  Punkte  der  Selbstschatten- 
grenze erhält  man  in  den  Berührungspunkten  QR  der  zu  l'  parallelen 
Tangenten.  Die  Verbindungsgerade  Q  R  erscheint  hiernach  als  der 
zu  l'  eonjugierte  Durchmesser  der  Ellipse  AÄ^BB^. 
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Ein  beliebiger  zweiter  zu  AOB  parallel  geführter  Schnitt  der 
Fläebe  mit  dem  Scheitel  des  umschriebenen  Kegels  in  s,  liefert  die 
Punkte  ft  und  v  als  Berührungspunkte  der  durch  s^  an  die  entspre- 
ohende  Ellipse  aoh  geführten  Tangenten.  Hierbei  repräsentiert  s„  den 
Schnitt  der  durch  s  parallel  zu  l  gelegten  Geraden  mit  der  Ebene  aoh. 

Auf  diesem  Wege  weiter  vorgehend,  findet  man  ein  System 
paralleler  Sehnen  QB,  iiv...,  deren  Mittelpunkte  to...  in  der  zur 
Lichtstrahlenrichtung  parallelen  imd  durch  CO  gehenden  Diametral- 
ebene OOW  liegen. 

Auch  die  Grenzldgen  dei  bezeichneten  Sehnen  werden  durch 
die  Ebene  GOTT  chirakterifieit  Man  erhält  dieselben,  indem  man 
an  die  Ellipse  COlf   die  7u  ?   parallelen  Tangenten  führt. 

Um  das  Zeichnen  dei  EUip&e  zu  umgehen,  projicieren  wir  die- 
selbe, sowie  im  vorbei  gegangenen  Falle,  sammt  dem  durch  0  gebenden 
Lichtstrahle,  schief  in  die  Pbene  COB  in  der  Art,  dass  die  schiefe 
Projection  derseitien  mit  der  bereits  verzeichneten  Ellipse  BGO 
zusammenfällt.  Die  Buhtung  des  in  gleicherweise  schief  pro- 
jicierten  Lichtstrahles  ist  durch  lg  dargestellt. 

Der  Berührungspunkt  M^  der  parallel  zu  („  au  BGB^  geführten 
Tangente  gibt,  entsprechend  nach  M  zurückgeführt,  den  (ier  vor- 
liegenden Hälfte  des  Eilipsoides  zukommenden  Grenzpunkt. 

Die  Ebene  der  Berührungseurve  wird  in  dem  gegebenen 
Falle,  da  das  Beleuohtungscentrum  im  Unendlichen  gedacht  wurde, 
selbstverständlich  durch  den  Mittelpunkt  0  gehen.  Wir  erhalten  dem- 
nach unmittelbar  in  0^  und  OJIf  zwei  conjugierte  Halbmesser 
der  Selbstschattengrenze. 

Der  Contourpunkt  der  vorbezeichneten  Curve,  welche  den 
beleuchteten  Theil  der  Fläche  von  dem  im  Schatten  befindlichen 
Theile  trennt,  also  die  Trennungslinie  zwischen  Lieht  und  Schatten 
bildet,  wiri  durch  den  Berührungspunkt  T  der  zu  l  parallelen  Tan- 
gente an  die  Contourellipse  bestimmt. 

Der  Schlagschatten  der  Fläche  wurde  diesfalls  auf  der  Ebene 
AOB  gesucht  und  festgestellt.  Derselbe  ist  offenbar  nichts  anderes, 
als  die  nach  der  Lichtstrahlenrichtung  auf  AOB  gebildete  Projec- 
tion der  obbezeichneten  Selbstschattengrenze. 

Den  conjugierten  Halbmessern  OR  und  OM  werden  sonach 
wieder  conjugierte  Halbmesser  des  Schlagschattens  entsprechen  und 
wir  erhalten  folglich  den  letzteren,  nachdem  QR  in  der  schatten- 
aufnehmenden Ebene  selbst  liegt,  unmittelbar  bestimmt,  wenn  wir 
den  Schatten  Ms  von  M  in  Bezug  auf  die  vorgenannte  Ebene  fest- 
zustellen in  der  Lage  sein  werden. 
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Besagter  Schatten  ergibt  sich  direct  im  Schnitte  von  V,  d.  i.  der 
Trace  der  zur  LiehtstrahlenrichtuDg  parallelen,  den  Punkt  M  enthal- 
tenden Diametralebenen,  mit  dem  durch  M  geführten  Lieht- 
strahle. 

Zu  bemerken  ist  hierbei  noch,  dass  die  Tangente  des  Contour- 
Punktes  der  Selbstsehattengrenze,  nachdem  diese  die  Contourerzeugende 
des  Lichtcylinders  darstellt,  die  Sehlagscbattencurve  berühren  muss. 

Obwohl  wir  bei  Besprechung  des  vorstehenden  Problemes  „Pa- 
rallelpro] ection"  voraussetuten,  so  hat  dennoch  die  Lösung  und  Durch- 
führung allgemeine  Giltigkeit,  wenn  nur  der  Begriff  der  Darstel- 
lung entsprechend  modificiert  wird. 

So  müsste  beispielsweise  für  die  Cenfcralprojeetion,  wenn 
wir  dieselbe  Fig.  152,  Taf.  XXIH,  beibehalten,  angenommen  werden, 
dass  die  Beleuchtung  selbst  eine  centrale  sei,  das3  das  Beleuchtungs- 
centrum in  der  vorderen  Spurebene  liege  und  dass  ÄA^,  SB^ 
und  CCi  drei  conjugierte  Sehnen  seien,  deren  gemeinsamer 
Punkt  der  Pol  der  vorderen  Spurebene  ist. 

§.  381. 

89.  Aufgabe.  Die  Schatten  eines  elliptiaelien  Paraboloides, 
welches  dnrcli  einen  ebenen  Sclmitt  AQBB,  und  dem  Scheitel  s  des 
die  genannte  Pläehe  in  diesem  Schnitte  berührenden  Kegels  gegeben 
ist,  sind  unter  Voraussetzung  von  Parallelbeleuchtung  zn  eonstruieren. 

Das  Paraboloid  liege  in  „Parallelprojeetion"  dargestellt  vor. 
Wäre  statt  des  Scheitels  des  ohbezeiohneten  Kegels  der  zum  Schnitte 
AQBB  (Taf.  XSIII,  Fig.  153)  conjugierte  Durchmesser  der  Fläche 
gegeben,  so  könnte  der  erstere,  wie  bekannt,  sofort  ermittelt  werden, 
indem  man  die  Strecke  von  0  bis  zum  Durchmesserendpunkte  von 
diesem  Punkte  aus  noch  einmal  auf  der  Eiohtung  desselben  aufträgt. 

Wir  wollen  diesfalls  die  Ebene  des  Schnittes  ^^i-'i^  gleich- 
zeitig als  Gruudebene  annehmen. 

Die  Contour  des  Paraboloides  wird  eine  Parabel  sein,  deren 
Achsenrichtuug  die  Projection  der  Achse  des  Paraboloides  ist. 

Zwei  Tangenten  au  die  besagte  Contour  mit  den  Berührungs- 
punkten in  A  und  B  erhalten  wir  direct  in  den  aus  s  an  AQBB 
berührend  gezogenen  Geraden  s^  und  sB.  Der  Sehne  AB  entspricht 
als  conjugiei'ter  Durchmesser  für  die  Contourparabel  die  Gerade  os, 
welche  durch  den  Halbierungspunkt  0  der  Strecke  os  begrenzt  wird-. 
Aus  diesen  Bestimmungsstüeken  kann  ohueweiters  auch  die  Contour 
der  Fläche  verzeichnet  werden. 
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Die  L i chts tralilen rieht u  11  g  ist  durch  das  Bild  l  des  Lichtstrahles 
lind  durch  jenes  l'  der  nach  der  Richtung  der  Fläehenaehse  gehildetcn 
Grundflächprojeotion  desselben  bestimmt. 

Infolge  dieser  Angabe  finden  wir  sofort  zwei  Punkte  der  Selbst- 
scbattengrenze,  wenn  wir  aus  dem  Punkte  s^  der  Örundflächspur 
<lea  durch  den  Kegelseheitel  gelegten  Lichtstrahles  die  Tangenten  s^^ 
nnd  s^R  an  die  Sehnitteliipse  ÄQBJt  fahren.  Die  Berührung s- 
pnnkte  Q  und  B   bestimmen    bereits   zwei  Puokte    des    verlangten 


"Über  die  Natur  der  Selbstschattengrenze  lässt  sieh  übrigens 
in  dem  vorliegenden  Falle  schon  von  vorherein  eEtscheiden,  Wir  wissen 
nämlich,  dass  die  Berührungseurve  eines  einem  Paraboloide  umschrie- 
benen Cylinders  eine  Parabel  sei,  deren  Aehsenrichtung  mit  jener 
der  Fläche  übereinstimmt. 

Die  Ebene  derjenigen  Parabel,  als  welche  sich  diesfalls 
die  Selbstschatteiigrenze  darstellen  wird,  ist  demnach  durch 
ihre  Grundflächtrace  E  Q  und  die  Richtung  der  Fläehenachse ,  also 
durch  die  Geraden  RQ  uud  mF,  oder  was  dasselbe  ist,  durch  das 
Dreieck  PQR  bestimmt. 

Die  Tangentialebenen  der  Fläche  in  Q  und  B  werden  von 
der  Ebene  der  Selbstsehattengrenze  in  den  Tangeuten  QF 
uud  RP  geschnitten.  Hiernaob  ergibt  sich  unmittelbar  der  Endpunkt 
des  zu  QR  conjugierten  Durchmessers  toP  in  dem  Haibierungspunkte 
M  der  letztgenannten  Strecke  coP. 

Die  Ebene  der  Contourparabel  sehneidet  die  der  Selbst- 
schattenparabel  in  einer  zur  Achse  der  Fläche  parallelen  Geraden 
TT',  und  dem  Schnitte  dieser  Geraden  mit  der  Contour  der  Fläche 
entspricht  der  Contourpunkt  2\  dessen  Tangente  (bei  richtiger  Zeich- 
nung) zur  Lichtstrahlenrichtung  parallel  sein  muss. 

Der  Schlagschatten  des  Paraboloides  auf  die  Grund- 
ehene,  welcher  auf  bekannte  Weise  aufgesucht  uad  bestimmt  wird, 
muss  offenbar  wieder  eine  Parabel  sein,  welche  durch  die  Sehne  BQ 
mit  den  Tangenten  iJs^  und  ^s^  unmittelbar  gegeben  erscheint.  Der 
zu  RQ  eonjugierte  Durchmesser  ist  (os^  mit  dem  Endpunkte 
Jlfj,  d.  i.  dem  Haibierungspunkte  der  Strecke  ms^.  Bei  richtiger 
Zeichnung  muss  M^  offenbar  auch  in  dem  durch  M  geführten  Licht- 
strable  liegen. 

Der  Schlagschatten  T„  des  Contourpunktes  kann  ebenfalls 
unmittelbar  bestimmt  werden,  indem,  wie  bekannt,  dessen  Tangente 
mit  dem  betreffenden  Lichtstrahle  ausammenfäilt. 
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Selbstverständlich  gilt  die  Darstellung  in  Fig.  153,  Taf.  XXIil, 
auch  wieder  ganz  allgemein.  Für  die  CRntrale  Projection  und 
ftir  Centralbeleuchtung  aus  einem  Punlite  der  vorderen  Spur- 
ebene hat  die  yorstehende  Figur  für  jede  der  elliptischen  Flächen 
(Nichtregelfläehen)  zweiten  Grades,  welche  die  vordere  Spurebene 
in  irgend  einem  Punkte  berührt,  ihre  Giltigkeit, 

Dass  die  Constructionen  in  dem  behandelten  Beispiele  eine  sO' 
wesentliche  Vereinfachung  darboten,  ist  in  dem  Umstände  za  suchen, 
dass  man  in  dem  gegebenen  Falle  schon  einen  Punkt  der  Selbst- 
schattengreuze  unmittelbar  kennt. 

Für  Parallelbeleuchtung  und  ParalleiprojectioK  ist  dies 
nämlich  der  unendlich  ferne  Punkt  der  Fläche,  welcher  als  der  Tangie- 
rungspunkt  der  unendlich  fernen  Kbene,  die  man  aus  dem  Beleuch- 
tungscentrum  berührend  an  die  Fläche  legen  kann,  aufgefasst  werden 
darf.  Für  Centralprojection  und  Centralbeleuchtung  ist  es 
aus  ähnlichen  Gründen  der  Berührungspunkt  der  Fläche  mit  der  vor- 
deren Spure  heue. 

Die  bier  angedeutete  Vereinfachung  wird  übrigens  auch,  unter 
Annahme  von  Parallelprojectio»  und  Parallelbeleuchtung, 
beim  hyperbolischen  Paraboloide  und  überhaupt  bei  allen 
Flächen  hervortreten,  wenn  der  TJmriss  der  Fläche  ftir  eine  gegebene 
Projectionsart  parabolisch  und  das  Bild  des  Beleuchtungscentrums 
in  unendlicher  Ferne  erscheint. 

Auch  in  allgemeiner  central-projectivischer  Darstellung 
des  parallel  beleuchteten  Paraboloides  (des  elliptischen  sowohl  wie 
des  hyperbolischen),  dessen  sichtbarer  TJmriss  dann  offenbar  nicht  mehr 
als  Parabel  erscheint,  stellt  sich  eine  Vereinfachung  heraus,  wenn  man 
das  Bild  des  unendlich  fernen  Punktes  der  Fläche  un- 
mittelbar als  einen  Punkt  der  Selbstschattengrenze  benütat. 

Für  das  hyperbolische  Paraboloid  bildet  die  Tangente  in 
dem  bezeichneten  Punkte  die  Selbstsehattengrenze  der  Verbindungslinie 
des  letzteren  mit  dem  Beleuchtungscentrum  und  den  beiden  unendlich 
fernen  Erzeugenden  der  Fläche  (Fluchttraceu  der  beiden  Eiehtebenen) 
ein  harmonisches  Strahlenbüschel, 

In  den  vorausgeschickten  Beispielen  wurden  behufs  Fiiierung 
und  Darstellung  jener  krummen  Flächen ,  deren  Selbst-  oder  Schlag- 
schatten KU  bestimmen  waren,  entweder  direct  drei  eonjugierte 
Durchmesser  (in  der  Parallelprojectio n)  oder  doch  (in  der  cen- 
tralen Projection)  drei  derartig  eonjugierte  Sehnen  vorausgesetzt, 
die  sich  im  Bilde  als  eonjugierte  Durohmesser  der  durch  sie  be- 
stimmten  Flächenschnitte  darstellen. 
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Die  Folge  dieser  etwas  speciellen  Annahme  war,  dass  sich  hieraus 
,  wenn  auch  nur  sehr  allgemeine  Bedingung  für  die  Art  der  dar- 
,  Fläche  ergab,  welche  Eamentlich  hei  der  Verallgemeinerung 
der  jeweiligen  Figur  klar  vor  Äugen  trat. 

Nun  wollen  wir  die  für  die  Fläche  gegebenen  Daten  so  wählen, 
dass  diese  von  der  Projectionsart  vollkommen  unabhängig  sind; 
beispielsweise  also  drei  beliebige  In  einem  Punkte  sieh 
sohlleidende  conjugierte  Sehnen,  welche  sich  im  allgemeinen 
wieder  nur  als  conjugierte  Sehnen  der  durch  sie  bestimmten  Fläehen- 
schnitte  projieieren  werden. 


90.  Aufgabe.  Eine  Fläche  zweitea  Grades  ist  durch  drei  con- 
jugierte Sehnen  ÄÄ,,  BB^  und  CC,,  die  sieh  in  0  schneiden, 
gegeben ;  es  ist  für  centrale  Beleuchtung  die  Trennungslinie  zwischen 
Licht  und  Schatten  zu  bestimmen. 

Zimäehst  suchen  wir  auf  einer  der  Sehnen,  etwa  auf  AA^ 
(Taf.  XSIII,  Fig.  154),  den  vierten  zu  0  in  Bezug  auf  AA^  har- 
monisch coajugierten  Punkt  v^,  so  ist,  wie  bekannt,  dieser  der  Scheitel 
jenes  Kegels,  welcher  der  Fläche  längs  des  durch  die  beiden  anderen 
Sehnen  bestimmten  Schnittes  umschrieben  ist. 

Sehlagen  wir  denselben  Weg  bezüglich  der  Sehnen  JS^ß,  uud 
GC^  ein,  so  bilden  die  so  gefundenen  drei  Punkte  jj«,  n  und  «„ 
welche  dem  Punkte  0  in  Beaug  auf  die  Endpunkte  der  betreffenden 
Sehnen  harmonisch  conjugiert  sind,  im  Vereine  mit  dem  gemein- 
samen Punkte  0  die  Eckpunkte  eines  der  Fläche  entsprechenden 
Polartetraeders,  welches,  wie  wir  aus  Froherem  wissen,  die  Eigen- 
schaft besitzt,  dass  jeder  Eckpunkt  desselben  der  Pol  der  gegenüber- 
liegenden Ehene,  und  jede  Kante  die  Polare  der  gegenflb erliegenden 
Kante  ist. 

Jede  der  Seitenflächen  liefert  einea  Schnitt  der  Fläche,  für 
welchen  die  Eckpunkte  ein  Tripel   eonjugierter   Punkte  bilden. 

Die  drei  obbezeichneten  Sehnen,  zu  je  zweien  combiniert,  be- 
hestimmen  einen  ebenen  Schnitt  der  Fläche,  welcher  durch  die 
Endpunkte  der  Sehnen  sammt  den  zugehörigen  Tangenten  unzweideutig 
gegeben  erscheint.  Die  Tangenten  in  den  Eckpunkten  einer  Sehne 
schneiden  sich  bekanntlich  in  dem  zu  0  eonjugierten  Punkte  auf  der 
anderen  Sehne, 

Hiernach  kennen  wir  unmittelbar  drei  ebene  Fläche  n- 
schnitte  sammt  den  Scheiteln  der  zugehörigen  umschrie- 
benen Kegel. 
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Büsagte  Kegel  werden  Kum  Beliufe  der  Lösung,  resp.  zur  Durdi- 
führung  des  vorliegenden  Problemea  Yoükommen  ausreichen.  Die  Con- 
tourerzeugenden  derselben  liefern  Tangenten  der  Fläche,  während 
ihre  Berührungspunkte  mit  den  entsprechenden  Leitlinien  Punkte 
für  die  Contour  der  Fläche  bestimmen. 

In  Anbetracht  dessen,  dass  der  Umriss  eine  Curve  zweiter 
Ordnung  ist,  werden  drei  dieser  Tangenten  mit  zwei  derselben 
entsprechenden  Berührungspunkten  zur  Bestimmung  des  besagten  Um- 
risses vollkommen  genügen. 

Fassen  Ewir  demnach  vorerst  den  der  Fläche  umschriebenen 
Kegel  ins  Äuge,  dessen  Berübrungseiirve  durch  die  Sehnen  ;'j1j4,  und 
GC,  bestimmt  wird. 

Der  Scheitel  dieses  Kegels  ist  jij,,  die  Leitlinie  AÄiCC,.  Die 
Tangenten  an  die  letztere  in  A  und  A\  schneiden  sich  im  Pole  der 
Berührungssehne,  welcher  auf  GC,  im  Punkte  v^  liegt.  Ebenso  geben 
andererseits  auch  die  Tangenten  in  den  Punkten  C  und  0,  durch  Va.  Die 
Leitlinie  des  obbeaeichneten  Kegels  erscheint  somit  dem  von  den 
Strahlen  v^A,  «c^,,  v^C  und  VaC,  gebildeten  Vierseit  eingeschrieben. 

Die  Tangenten  an  die  Leitlinie  aus  dem  zugehörigen  Seheitel  v/, 
geben  die  Contourerzeiigenden  des  umschriebenen  Kegels. 

Um  diese  letzteren  leicht  und  sicher  au  bestimmen,  denken  wir 
uns  den  Kegelschnitt  ÄA^OC,  collinear  in  einen  Kreis  trans- 
formiert, dessen  Durchmesser  CG,  ist.  Der  zu  CG^  conjugierten 
Sehne  AA^  entspricht  sodann  die  aam  Durchmesser  CG,  senkrechte 
(conjugierte)  Kreissehne  aa,.  Die  Sehne  CC,  erscheint  somit  als  Gol- 
iineationsachse,  während  sieb  A,  a  und  A„a,  als  zwei  Paare 
entsprechender  Punkte  darstellen,  deren  Verhindungsgeraden  Aa  und 
A,a,  sich  im  Collineationseentrum  Sla  schneiden.  Als  Gegen- 
achse im  Kreissj'steme  ergibt  sich  diesfalls  die  Gerade  ga- 

Nachdem  nunmehr  das  Oentmm  £ia  und  die  Achse  CG^  der 
Collineatioö  bekannt  sind,  wird  auch  der  zu  v/,  entsprechende  Paukt 
<Pß  des  Kreissystems  leicht  zu  finden  sein. 

Die  Berührungspunkte  der  aus  tpß  an  den  Kreis  gezogenen  Tan- 
genten geben,  entsprechend  zurückgeführt,  die  Berührungspunkte 
der  Contourerzeugenden  des  umschriebenen  Kegels  mit  der 
Fläche.  Hiernach  finden  wir  in  I  und  II  zwei  Punkte  mit  den  zu- 
gehörigen Tangenten  Ivt,  und  IIv/,. 

Auf  gleiche  Weise  suchen  und  finden  wir  die  Contourerzeugenden 
des  umschriebenen  Kegels,  dessen  Berührungscurve  durch  die  conju- 
gierten Sehnen  BS^  und  CC'j,    respective   durch   das  Vierseit  v^B, 
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VcJ5,,  ViC  und  VhC-^  mit  den  Berührungspunkten  in  S,  JJ,,  C  und  C, 
bestimmt  ist. 

Auch  diesfalls  transformieren  wir  die  besagte  Berühruagseurvft 
wieder  collißear  in  einen  Kreis,  wobei  wir  jedoch  unmittelbar  den 
bereits  geaeichoeten,  durch  CG,  geführten  Kreis  K  benutzen  können. 

Die  Coliineationaaehse  ergibt  sich  demnach  in  CC, ,  wäb- 
rend  dag  Collineationseentrum  in  ßj,  liegt.  Auf  diese  Weise  erhalten 
wir  gleichfalls  zwei  Tangenten  (eine  derselben  ist  durch  Valll 
dargestellt)  der  Contourcurve  m.it  den  zugehörigen  Berührungs- 
punkten. 

Eigentlich  benöthigen  wir,  da  zwei  Punkte  I  und  II  mit  den 
entsprechenden  Tangenten  bereits  als  gefunden  vorliegen,  nur  noch 
ein  Element  zur  Contourbestimmung ,  weshalb  die  ohne  Mühe  und 
Zeitaufwand  sich  ergebenden  überflüssigen  Bestimmungsatücke  nur  zur 
Controle  für  die  ßichtigkeifc  der  Construction  dienen. 

Zum  Zwecke  der  Bestimmung  der  Selbstsehattengrenze 
kann  man  die  gefundene  Gontour  sowohl,  als  auch  die  drei  un- 
mittelbar festgestellten,  der  Fläche  umschriebenen  Kegel  vor- 
theilbaft  verwenden. 

Ist  L  (Taf.  XXIII,  Fig.  154)  das  gegebene  Beleucbtungs- 
oentrum,  so  finden  wir  in  den  durch  L  an  die  Contour  geführten 
Tangenten  iJ",  und  LT^  mit  den  Berührungspunkten  1\  und  1\ 
direct  zwei  Punkte  der  Selbstschattengrenae  mit  den  zu- 
gehörigen   Tangenten. 

Weitere  Punkte  ergeben  sich,  auf  Grund  TOrausgegangener  Er- 
örterungen, mit  Benützung  der  oberwähnten  Kegel, 

Wir  verbinden  beispielsweise  L  mit  dem  Kegelscheitel  vi,  und 
ermitteln  den  Schnitt  dieser  Geraden  mit  der  entsprechenden  Ebene 
der  Leitlinie  ÄÄ^CG^.  Besagter  Schnittpunkt  sei  Ly.  {Ly  ist  in 
dem  vorliegenden  Probleme,  als  zweites  nothwendiges  Bestimmungs- 
stück für  die  räumliehe  Lage  der  Lichtquelle  auf  der  Geraden  Lvi 
angenommen  worden  und  fällt  nur  zufällig  mit  der  Trennungslinie 
zwischen  Licht  und  Schatten  zusammen.) 

Die  Berührungspunkte  der  aus  ij,  an  den  Kegelschnitt  J.^,CCj 
geführten  Tangenten  sind  wieder  zwei  Punkte  der  Selbstsehatten- 
grenze. Dieselben  wurden  in  dem  gegebenen  Falle  gleichfalls  durch 
Vermittehmg  des  bereits  gezeichneten  zu  AA^  CCt  coUinearen  Kreises 
K  gefunden. 

Der  dem  Punkte  Lg  im  Kreissysteme  entsprechende  Punkt  L^ 
ist  der  gemeinsame  Punkt  der  entsprechenden  Kreistangenten,  deren 
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Berührungspunkte  m  uad  w  nach  M  und  iV"  züröckgeführt  die  be- 
treffenden Punkte  der  obbezeicliuetea  Trennungslinio  (Selbst- 
Kchattengrenze)  liefern- 

Die  besagte  Treiiuungslinie  ist  als  Ciirve  zweiter  Ordnung 
nunmehr  durch  die  Punkte  T,  und  T^  sammt  den  entsprechenden 
Tangenten  uud  durch  die  Punkte  JW  und  N  um  ein  Element  über- 
bestimmt, welches  wieder  als  Controle  benätzt  und  somit  die  ver- 
langte Curve  ohue  weiteres  aus  den  gefundenen  Bestimmungsstücken 
coustruiert  werden  kann, 

%.  383. 

Wie  bereits  vorher  bemerkt,  repräsentiert  die  in  Fig.  154, 
Taf.  XXIII,  vollfahrte  Oonstruction  den  allgemeinen  Fall  der  Lösung 
des  gestellten  Problems  für  Flächen  zweiten  Grades,  welche 
durch  drei  conjugierte  Sehnen  gegeben  sind. 

Speciell  kann  die  besagte  Darstellung  als  Lösung  der  betref- 
fenden Aufgabe  für  den  Fall  aufgefasst  werden,  wenn  die  Fläche,  wie 
es  häufiger  vorkommt,  durch  drei  conjugierte  Durchmesser  in  „cen- 
traler Projeetion"  gegeben  ist. 

Für  diese  Annahme  stellen  sodann  «„,  »j  und  Vc  die  Flucht- 
punkte jener  Cylindererzeugenden  vor,  welche  in  den  eiitsprecbeaden 
Diametralschnitten  der  Fläche  selbst  umschrieben  gedacht  werden. 
Dieser  Umstand  rechtfertigt  gleichzeitig  die  hier  gewählte  Bezeiehnnag. 

In  unserem  Beispiele  haben  wir  ferner  die  Endpunkte  aller  drei 
Sehnen  reell  gewählt.  Es  können  selbstverständlich  auch  die  End- 
punkte auf  einer  oder  auch  auf  zweien  der  Sehnen  imaginär  sein 
und  in  diesem  Falle  als  die  (imaginären)  Doppelelemente  einer 
Punktinvolution  gegeben  vorliegen. 

Die  Lösungsart  der  Aufgabe  wird  hiedureh  nicht  wesentlich  be- 
einträchtigt. Lassen  wir  überdies  noch  die  Beschränkung,  dass  die 
Endpunktepaare  aller  drei  Sehnen  reell  sein  sollen,  fallen,  so  gelangen 
wir  zu  jenem  Probleme,  in  welchem  nicht  nur  die  Lösungen  für 
alle  Projectionsarten,  sondern  auch  für  alle  Fläeheu  »weiten 
Grades,  der  elliptischen  sowohl,  wie  auch  der  hyperbolischen 
und  der  abwickelbaren,  zusammengefasst  erscheinen. 

Es  liegt  jedoch  stets  in  der  Natur  der  gegebenen  Daten  ein 
Kriterium,  welches  sofort  erkennen  lässt,  mit  welchen  der  Flächen  von 
den  Gruppen  der  elliptischen,  hyperbolischen  und  abwickelbaren  wir 
es  in  einem  gegebenen  Falle  zu  thun  haben.    Es  sind  nämlich: 
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a)  Bei  den  elliptischeu  Flächeu  (Niclifcregelfiächen)  ent- 
weder die  Endpunkte  aller  drei  Sehnen  reell  oder  die  Endpunkte 
zweier    imaginär   und  der  dritte  reell; 

b)  bei  den  hyperbolischen  Flächen  (Kegelflächen)  dagegen 
sind  immer  die  Endpunkte  einer  der  Sehnen  imaginär,  die  der 
beiden   anderen  aber  reell;   und 

c)  bei  den  parabolischen  (abwickelbaren)  Flächen  fallen  immer 
auf  einer  der  Sehnen  die  reellen  Endpunkte  in  einen  einaigen 
Punkt  zusammen. 

Diese  letztgenannten  Flächen  bilden  den  Übergang  Ton  den 
hyperbolischen   zu   den   elliptischen. 

Besagter  Übergang  wird  dadurch  hergestellt,  dass  entweder  die 
imaginären  Endpunkte  der  einen  Sehne  durch  die  zusammenfallenden 
reellen  in  zwei  getrennte  reelle  übergehen  (aus  zwei  reellen  und  einem 
imaginären  erhalten  wir  diesfalls  drei  reelle  Sehnen  -  Endpunktpaare), 
iider  aber,  dass  sich  die  reellen  Endpunkte  einer  der  Sehnen  nach  Ver- 
mittlung durch  zusammenfallende  Punkte  in  imaginäre  verwandeln. 
(Zwei  reelle  and  ein  imaginäres  Sehnenpunktepaar  der  hyperbolischen 
Fläche  entwickelt  sich  sodann  zu  einem  reellen  und  zwei  imaginären 
der  elliptischen  Plächp.) 

Deutlicher  tritt  dieser  Übergang  durch  eine  um  einen  Kegel,  als 
gemeinsamer  Asymptotenkegel,  gruppierte  Schar  von  hyper- 
bolischen und  elliptischen  Hyperboloiden  hervor,  wenn  wir  für 
sämmtliche  Flächen  eine  bestimmte  Ebene,  eine  in  ihr 
liegende  Gerade  und  einen  auf  der  Geraden  liegenden  Punkt 
als  fixe  Elemente  eines  für  jede  einzelne  Fläche  zu  coustruierenden 
Polärtetraeders  annehmen,  dessen  gegenüberliegender  Eckpunkt 
■den  Schnitt  der  drei  conjugierten  Sehnen  vorstellt. 

§.  384. 

Die  allgemeinere  Art  der  Bestimmung  von  Flächen,  wie  diese  in 
den  letztbesprochenon  Fällen  zur  Geltung  gelangte,  lässt  sich  übrigens 
unter  allen  Umständen  auch  auf  die  speciellere  Form,  wie  diese  im 
§.  379  zum  Ausdrucke  kam,  transformieren,  oder  mit  anderen  Worten, 
das  durch  drei  conjugierte  Sehnen  mit  ihren  Endpunkten 
gegebene  Polartetraeder  lässt  sieh  auf  ein  solches  reducieren, 
dessen  eine  Seitenfläche  mit  der  vorderen  Spurebene  zu- 
sammenfällt. 

Sind  also  beispielsweise  drei  sich  in  einem  Punkte  schneidende 
conjugierte    Sehnen    der    Fläche   mit   i&ren  Endpunkten  durch  AA,, 
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BB^,  CC,  (Taf.  XXIII,  Fig.  155)  dargestellt,  und  seieu  die  zu  ihrem 
gemeinschaftlichen  Schnittpunkte  ii  harmonisch  conjugierten  Punkte 
v^,  Vi,  und  v^  bereits  gefunden. 

Um  hei  Erläuterung  der  diesfaliaigen  Construetion  bestimmter 
sprechea  eu  können,  wollen  wir  „Paralleiprojection" 

Bekanntlich  gibt  der  Mittelpunkt  der  Sehne  ei 
mit  ihrem  Pole  verbuuden  einen  Durchmesser  der  Curpe,  wäh- 
rend die  Verbindungegerade  dea  Mittelpunktes  eines  ebenen  Schnittes 
einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  dem  Seheitel  des  zugehörigen  um- 
sohriebenen  Kegels  (Pol)  ,  einen  Durehmesser  der  Fläche 
liefert.  Zwei  Diirchmesser  derselben  schneiden  sieh  bekanntlich  im 
Mittelpunkte  der  Fläche. 

Diese  Bemerkungen  zugrunde  gelegt,  werden  wir  die  Traüs- 
formation  durchführen. 

Suchen  wir  zunächst  deu  Mittelpunkt  des  Schnittes 
AA,BB,  der  Fläche,  so  erhalten  wir  denselben  im  Schnitte  cjc  der 
Verbindungsliuien  von  v^  und  v^  mit  den  Halbierungspunkten  o,  und 
Oj  der  Sehnen  AA^  und  B  B,, 

Verbinden  wir  weiters  coc  nnd  v,,  (Seheitel  des  der  Fläche  längs 
AAfBB,  umschriebenen  Kegels),  so  finden  wir  bereits  einen  Dureh- 
messer der  Fläche,  auf  welchem  selbstverständlich  auch  der 
Mittelpunkt  derselben  liegen  muss.  Um  letzteren  festzustellen, 
suchen  wir  in  analoger  Weise  noch  einen  zweiten  Plächendurch- 
messer,  indem  wir  den  Mittelpunkt  kh,  der  Curve  AA,GG,  mit 
dem  zagehörigen  Pole  vt  verbinden. 

Das  Bild  des  Mittelpunktes  der  Fläche  ergibt  sieh 
sonach  in  0. 

Unter  Beibehaltung  des  Durchmessers  Ov^  wollen  wir  nun 
dessen  Endpunkte  bestimmen.  Besagte  Endpunkte  sind,  wie  be- 
kannt, die  Doppelpunkte  einer  Involution  von  conjugierten 
Polen  auf  die  Gerade  Ovc.  Zwei  Paare  von  Punkten  dieser  Involution 
kennen  wir,  indem  dem  Punkte  We  der  Punkt  v^  und  dem  Punkte  0 
(Mittelpunkt)  der  unendlich  ferne  Punkt  auf  Ov^  entspricht. 

Die  Involution  ist  hiernach  vollständig  bestimmt  und  können  die 
Doppelpunkte  Z  uad  Z,  mit  Zuhilfenahme  des  Steiner'sehen  Kreises 
K,  auf  welchen  die  Involution  (Involutionsachse  ||)  abertragen  wurde, 
leicht  gefunden  werden. 

Diesem  somit  auch  in  seinen  Endpunkten  bestimmten  Durch- 
messer ist  der  durch  0  parallel  za  AA,BB,  gelegte  Diametral- 
schnitt eonjngiert.    Ferner  sind  zu  je  zwei  conjugierten  Durch- 
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raessern  des  SeLiiittes  ÄAiBSi  auch  zwei  eonjugierte  Durchmesset 
des  Diametralschnittes  parallel, 

Bestimmeu  wir  demnach  zunächst  zwei  eonjugierte  Durchmesser 
der  Curve  AÄ^SB^  indem  wir  ihren  Mittelpunkt  0=  mit  dem  au  ß 
conjugierten  Punkte  uj  der  einen  Sehne  BB^  rerhindeii  und  hierauf 
durch  Oc  die  Parallele  cocX  aur  andern  Sehne  ÄÄ,  führen. 

Die  Endpunkte  dieser  Durchmesser  xx^  und  yy,  können  leicht 
mittelst  eines  eollinearen  Kreises  gefunden  werden,  welchem  die  Sehne 
AA^  als  Durchmesser  entspricht. 

Zu  XX,  und  ?/)/[  sind  nun  beÄieh«ng3 weise  die  conjugierten 
Durchmesser  XX,  und  TT,  der  Fläche  parallel.  Die  Endpunkte 
derselben  werden  gleichfalls  mit  Hilfe  eines  durch  ZZ^  gelegten  eol- 
linearen Kreises  aus  dem  Durchmesser  ZZ^  und  den  hiezu  conjugierten 
Sehnen  xx,  einerseits  und  yy,  andererseits  bestimmt.  Die  so  gefun- 
denen drei  Durohmesser  XX„  YY,  und  ZZ,  stellen  drei  eonju- 
gierte Durchmesser  der  Fläche  dar. 

Hätten  wir  es  statt  mit  der  vorausgesetzten  Parallel projectiou 
mit  centraler  Projection  zu  thun,  so  wäre  der  Gang  der  durch- 
zuführenden Conatructionen  mit  den  hier  gewählten  ganz  identisch, 
nur  würden  wir  statt  vom  Mittelpunkte  und  dem  Durchmesser  der 
Fläche,  vom  Pole  der  vorderen  Spurebene  und  den  durch  den 
besagten  Pol  gehenden  Sehnen  sprechen  müssen. 

Die  weitere  Durchführung  der  Aufgabe  in  Bezug  auf  die  Con- 
struction  der  Schatten  ist  nunmehr  mit  den  vorher  gelösten 
Problemen  in  voller  Übereinstimmung. 

Die  hyperbolischen  Flächen  zweiter  Ordnung  sind  in 
den  meisten  Fällen    durch    drei   ihrer  Erzeugenden   bestimmt. 

Obwohl  aus  diesen  drei  Erzeugenden  jederzeit  leicht  drei  eon- 
jugierte Durchmesser,  resp.  Sehnen  derFläche  abgeleitet 
und  hiernach  die  Probleme  der  Schattencoustruction  auf  Gruod  der 
bereits  gelösten  Beispiele  anstandslos  durchgeführt  werden  könnten, 
so  gestatten  doch  auch  andererseits  die  oherwähntea  Flächen  eine 
eigenartige,  in  der  ßegel  weit  einfachere  Behandlungsweise, 
weshalb  diese  hier  einer  speciellen  Erörterung  unterzogen  werden 
sollen. 

Die  Vereinfachung  stützt  sich  auf  den  umstand,  dass  bei 
hypertiolischen  Flächen  zweiten  Grades,  als  Flächen  mit 
reellen  geradlinigen  Erzeugenden,  die  Benützung  des  Ebenen- 
büschels als  einfachste  umschriebene  Developpable  er- 
möglicht ist. 
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Jede  durch  eiüe  Erzeugende  gelegte  Ebene  ist  eine  Tangential- 
ebene,  deren  Berührungspunkt  sich  eiofacb  im  Schnitte  der  in 
der  Ebene  liegenden  zweiten  Erzeugenden  mit  der  gegebenen  ergibt. 

§.  385. 

Ol.  Aufgabe.  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  durch  drei  Er- 
zeugende dv,  df-o,  und  d,v^  (in  centraler  Projeetion)  des  einen 
Systems  gegeben ;  es  sind,  unter  Voraussetzung  von  Parallelbeleuch- 
tnng,  der  Selbstschatten  und  der  Schatten  ins  Innere  der  Fläche  zu 
bestimmen. 

Die  Erzeugenden  dv,  d,v,  und  d^v^  (Taf.  XXIII,  Fig.  156)  der 
einen  Schar  sind  ihrerseits  durch  die  Dnrchstoßpunite  d,  d,,  d^  und 
die  Fluchtpunkte  v,  i),  «nd  v^  festgestellt.  Alle  Erzeugenden  der 
zweiten  Schar  können,  auf  bekannte  Weise,  als  Gerade,  welche  die 
drei  gegebenen  kreuzenden  Geraden  schneiden,  leicht  dargestellt  werden. 

Speciell  ergeben  sich  die  zu  den  Geraden  dv  und  d,v,  parallelen 
Erzeugenden  der  zweiten  Schar  in  öu  und  d,  ij,  .  '' 

Hiernach  liegen  fünf  Erzeugende  der  Fläche  als  bekannt  vor. 
Die  Durchstoßpunkte  d,  d, ,  d^,  §  und  ^^  bestimmen,  als  fünf  Elemente 
eines  Kegelschnittes,  die  Bild  flächspur  (diesfalls  eine  Ellipse)  der 
Fläche.  Die  Fluchtspur  derselben  ist  durch  die  drei  Punkte  v, 
v^  und  v^  mit  den  lu  dd  ußd  (J,  d,  parallelen  Tangenten  in  v  imd  ^i 
gegeben. 

Wie  wir  bereits  wissen,  wird  die  Büdfläch-  und  Fluchtspui' 
(Bild  aller  unendlich  fernen  Punkte  der  Fläche)  durch  zwei  ähn- 
liche und  ähnlich  gelegene  Kegelschnitte  dargestellt. 

Auch  der  Umriss  der  Fläche  ist  durch  die  obbezeichneten 
fünf  Erzeugenden  vollkommen  bestimmt;  derselbe  ist  ein  Kegelschnitt, 
für  -welchen  die  Bilder  der  Erzeugenden  Tangenten  sind. 

Halbieren  wir  die  Strecken  dö  und  d^^,  beziehungsweise  in  o 
und  o^  und  verbinden  wii-  diese  Halbierungepunkte  mit  v  und  v^ ,  so 
liefern  die  sich  so  ergebenden  Geraden  zwei  Erzeugende  des 
Asymptotenkegels.  Im  Schnitte  ß  derselben  erhalten  wir  den 
Scheite!  des  letzteren,  oder  mit  anderen  Worten,  das  Bild  ß  des 
Mittelpunktes  der  Fläche. 

Die  Berührungspunkte  der  aus  ß  an  die  Fluchtti-ace  geführten 
Tangenten  geben  zugleich  die  Berührungspunkte  der  Gontour 
mit  der  Fluchttrace. 

Nach  den  somit  getroffenen  Vorbereitungen  wollen  wir  auf  unsere 
eigentliche  Aufgabe  übergehen. 
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Der  Fluchtpunkt  der  parallel  einfallenden  Lichtstrahlen  sei  v, 
(Taf.  SXIII,  Fig.  156) ;  das  Beleuehtungscentrum,  dessen  Bild  «,  ist, 
liegt  in  der  unendlich  fernen  Ebene,  deren  Schnitt  mit  der  Fläche 
sich  als  deren  Fluchttrace  abbildet. 

Wir  erhalten  demnach  unmittelbar  zwei  Punkte  der  Selbst- 
schattengrenze (§.  376,  Fig.  149)  in  den  Berührungspunkten  T 
und  y,  der  durch  u,  an  die  besagte  Fluchttrace  geführten  Tangenten. 
Die  Verbindungsgerado  TT^  gibt  die  Fluchttrace  JEc  der  Ebene 
der  Selbstschattengrenze. 

Nachdem  wir  Parallelbeleuchtung  voraussetzeo ,  so  enthält  die 
Ebene  E  den  Mittelpunkt  il  der  Fläche  und  es  ergibt  sich 
sonach  auch  anstandslos  die  Bildflächtrace  Eb  derselben.  Die  Trace 
Eb  schneidet  die  Biidfläehspur  der  Fläche  gleichfalls  in  zwei 
Punkten  A  und  B,  welche  offenbar  wieder  der  Selbstschattengrenze 
angehören. 

Die  Verhindungslinien  des  Mittelpunktes  iß  mit  den  unendlich 
fernen  Punkten  Tund  2",  sind  Tangenten  für  die  Selbst  schatte  n- 
grenze  und  erachemt  somit  die  letztere  vollständig  bestimmt. 
Nahtsdestowenigei  können  noch  weitere  Punkte  derselben  mit  größter 
Leichtigkeit  getunden  werden. 

Legen  wir  bpispiels  weise  durch  die  Erzeugenden  d,  v,  die  Licht- 
ebene,  so  ist  deren  Fluchttrace  p,  Vs  oder  e^,  während  deren  Bildfläch- 
tiace  dmch  die  au  a  Parallele,  d,  i.  durch  u*  bestimmt  erscheint. 
Die  erstgenannte  Trace  trifft  die  Pluchfccurve  in  einem  Punkte  91,, 
die  letztere  dagegen  die  Bildflächspur  im  Punkte  äq ,  welche  Punkte 
der  m  dei  obgenannten  Liehtebene  liegenden  aweiten  Erzeugenden 
dei  Flache  angehören.  Im  Schnitte  der  beiden  Erzeugenden  ö,  v, 
und  d^ip,  ergibt  sich  der  Berührungspunkt  /  der  Lichtebene 
mit  dei  Fläche  und  somit  ein  Punkt  der  Selbstschattengrenze. 

Auch  die  augehörige  Tangente  in  dem  besagten  Punkte  I  lässt 
sich  direct  bestimmen.  Dieselbe  ist  offenbar  die  Schnittlinie  der 
Tangentialebene  in  I  mit  der  Ebene  Ei,  E„.  Die  Tangente  in  /  geht 
daher  durch  den  Schnitt  1  der  beiden  Biidfläehtracen  der  eben  ge- 
nannten Ebenen.  Auf  gleiche  Weise  können  nunmehr  noch  ander- 
weitige Punkte  II. . .  der  Seibstsehatteagrenze  mit  den  zugehörigen 
Tangenten  ermittelt  werden. 

Was  nun  den  Schlagschatten  betrifl't,  welcher  von  der 
Bildflächspur  aus  ins  Innere  der  Fläche  geworfen  wird,  so 
wird  dieser,  wie  bekannt,  durch  den  Schnitt  des  Lichtojlinders, 
dessen  Leitlinie  die  Biidfläehspur  ist,  mit  der  Fläche  c 
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Alle  Erzeugenden  des  besagten  Cylinders  verschwinden  in  Vs; 
die  Contourerzeugenden  desselben  sind  die  von  «3  an  die  Bildflächapiir 
geführten  Tangenten  t  und  t,. 

Nachdem  die  Fläche  und  der  LiohtcyÜnder  die  Bildfläciispur  als 
Curve  zweiter  Ordnung  gemein  haben,  muss  der  Rest  des  Schnittes, 
d.  i.  die  Schlagschatteneurve  wieder  aus  einer  Curve  aweiter 
Ordaung  bestehen,  welche  die  Contourea  der  Fläche  sowohl,  als 
auch  die  des  Cylinders  tt,  heiOhren  muss.  Besagte  CurTe  geht  aber 
außerdem  auch  durch  die  Berührungspunkte  der  beiden  zum 
Schnitte  kommenden  Flächen.  Die  bezeichneten  Punkte  ergeben  sich 
in  Ä  «nd  B,  und  erscheinen  durch  die  Schnitte  der  Selhstschafcten- 
grenze  mit  der  Bildflächspur  dargestellt. 

Um  irgend  einen  anderweitigen  Punkt  des  verlangten  Schlag- 
schattens, beispielsweise  etwa  jenen  Punkt  zu  finden,  welcher  dem 
Punkte  ä  der  Bildflächapur  entspricht,  legen  wir  durch  die  diesen 
Punkt  enthaltende  Erzeugende  dv,  die  entsprechende  Lichtebene  vvs(p^ 
oder  a\,  dd'^  oder  ff'*.  Die  letztere  schneidet  die  Fläche  in  einer 
Erzeugenden  S'^tp^.  Nach  Früherem  würde  der  Schnitt  dieser  Erzeu- 
geaden mit  dv  auch  einen  Punkt  der  Selbstschattengrenze  geben. 

Führen  wir  nun  iu  der  vorbezeichnete  u  Lichtebene  durch  d  den 
Liciitstrahl  dvs,  so  trifft  dieser  die  Fläche  zum  zweitenmale  in  der 
Erzeugenden  S'^  ip^  und  zwar  in  jenem  Punkte  äs,  welcher  dem 
Schlagschatten  des  Punktes  d  ins  Innere  der  Fläche  ent- 
spricht. Aus  dem  Vorgange  ist  gleichzeitig  zu  entnehmen,  daas  wir 
auf  diese  Weise  nicht  nur  Punkte  des  Schlagschattens  ins 
Innere,  sondern  auch  Punkte  der  Selbstsehattengrenze  fest- 
zustellen vermögen. 

Die  Bildftäehtracen  aller  durch  die  Erzeugenden  der  Fläche  ge- 
legten Lichtebenen  repräsentieren  gleichzeitig  auch  die  Schlagschatten 
derselben  auf  die  Bildebene. 

Die  Enveloppe  all  dieser  Tracen  gibt  den  Schlagschatten 
der  Fläche  auf  die  Bildebene.  Derselbe  erscheint  bereits,  als 
Curve  zweiter  Ordnung,  durch  fünf  seiner  Tangenten  vollständig 
bestimmt. 

Pur  den  vorliegenden  Fall  wurde  die  besagte  Sohlagschatteü- 
bestimmung  unterlassen,  da  die  Bildebene,  der  hier  gewählten  Dar- 
stellung zufolge,  nicht  als  schattenaufnehmende  Ehene  angesehen 
werden  kann. 

Die  vorstehende  Figur  156,  Taf.  SXIII  gilt  ganz  allgemein  auch 
für  centrale  Beleuchtung  und  für  Parallelprojection,  wenn 
die  Bildflächspur  irgend  einen  ebenen  Schnitt  derFläche,  die  Flucht- 
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spur  aber  den  zu  diesem  Sehnitte  durch  das  Beleucbtuiigscenkum 
parallel  geführten  Schnitt  vorstellt, 

Insheaondere  führt  uusere  Darstellung  ihrer  ganzen  Anlage  zu- 
folge, auch  die  gewöhnlichste  Lösungsart  der  gestellten  Aufgabe  in 
„freier  schiefer  Projection"  für  den  Fall  vor,  dass  die  Distan«- 
ebeiie,  als  eine  durch  das  Beleuehtungseentrum  gehende 
Ebene,  gewählt  wurde. 

Der  Asymptotenkegel  entspricht  diesfalls  dem  der  Fläche 
längs  des  Distanzschuittes  umschriebenen  Kegel. 


Das  hyperbolische  Paraboloid  ist,  wie  wii 
ecialfall  des  windschiefen   Hyperboloides 
werden  somit  auch  die  Lösungen  der  betreffenden.  Aufgaben  in  I 


ialfall  der  letzteren  bilden. 

ich  des  hyperbolischen 

Geraden  (Fluchttraeen 


auf  die  erstgenanate  Fläche  nur  einen  Speei 

Zu  bemerken  wäre  hier  nur,  dass  bezügli 
Paraboloides  die  Fluchtspur  in   zw 
der  beiden  ßichtebenea)  übergeht. 

Die  Bildflächspur  dagegen  wird  eine  Hyperbel  sein,  deren 
Asymptoten  zu  den   vorgenannten  Geraden  parallel  sein  werden. 

Ein  Punkt  der  Selbstschattengrenze  ergibt  sich  hier  un- 
mittelbar im  Schnitte  der  Fluchttraeen,  während  sich  die  zagehörige 
Tangente  in  der  aur  Verbindungsgeraden  dieses  Punktes  mit  Vs  har- 
monisch eonjugierten  Geraden  in  Bezug  auf  die  Fluchttraeen  der 
BJchtebenen  ergeben  wird. 

§.  387. 

"Wiederholt  wurde  bereits  darauf  hingewiesen,  dass  der  Schlag- 
schatten einer  durch  einen  ebenen  Schnitt  begrenzten 
Fläche  zweiter  Ordnung  auf  die  Fläche  selbst,  nur  wieder  ein 
Theil  einer  Curve  zweiter  Ordnung  sein  könne.  Die  Übergangs- 
punkte des  Schattens  sind  die  in  dem  betreffenden  Flächen- 
schnitte liegenden  Punkte  der  Selbstschattengrenze. 

Umgekehrt  können  wir  jede  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades 
liegende  ebene  Curve  als  den  Schlagschatten  auffassen ,  welcher 
einem  zweiten  ebenen  Schnitte  der  Fläche  entspricht. 

Die  zugehörigen  Boleuchtungscentren  bilden  den  Scheitel  jener 
Kegelflächen,  welche  durch  die  beiden  ebenen  Curven  be- 
stimmt werden. 

Wird  einer  der  Curven  die  Bolle  der  Flächenöffnung,  der  an- 
deren dagegen  die  des  Schlagschattens  zugewiesen,    so    ist   hiedurch 
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aach    der   Sinn   der   Lichtstrahlen    (entweder   vom    Beleuchtungscen- 
trum  ausgehend  oder  gegen  dieses  convergierend)  entschieden. 

Um  allgemein  die  Kegelscheitel  im  Eaume  zu  finden,  werden 
wir  die  Schnittlinie  der  beideu  Curvenebenen  aufsuchen  und  von  irgend 
einem  Punkte  P  derselben  die  möglichen  Tangenten  an  die  beiden 
KegelschDÜtslinien  ziehen. 

Den  beiden  Tangentenpaaten  entsprechen  vier  Berührungs- 
punkte, welche  in  einer  Ebene,  der  Polar  ebene  des  Punktes  P  in 
Bezug  auf  die  Fläche,  gelegen  sind.  Die  drei  Diagonalpunkte 
des  auf  diese  Weise  bestimmten  Viereckes  geben  die  Kegelseheitel. 
Einer  dieser  Kegelseheitel  wird  in  der  Schnittlinie  der 
Curvenebenen  liegen  und  entspricht  demnach  dem  degenerierten 
Kegel,  welcher  durch  die  beiden  Curvenehenen  selbst  repräsentiert 
wird.  Besagter  Kegelscheitel  kommt  jedoch  im  vorliegenden  Falle 
nicht  in  Betracht,  da  für  unsere  dermalig  zu  lösenden  Probleme 
degenerierte  Kegel  ohne  jeder  Bedeutung  sind. 

Aus  diesen  einfachen  Erörterungen  ist  zu  ersehen,  dass  für  z  w  e  i 
ebene  Curven  einer  Fläche  zweiter  Ordnung,  von  welchen 
die  eine  die  Flächenöffnung,  die  andere  aber  den  durch  die  letztere 
bedingten  Schlagschatten  darstellen  soll,  im  allgemeinen  zwei  dieser 
Bedingung  Geaflge  leistende  Belenchtungscentra  gefunden  werden 
können. 

Für  die  Construetion  in  der  Ebene  entspringen  die  Bestim- 
mtiugsweisen  dieser  Kegelscheitel  am  einfachsten  aus  der  Bemerkung, 
dass  dieselben  als  Collineationscentra  für  beide  Curven  auf- 
gefasst  werden  können. 

Nachdem  diese  Colüneation  für  jede  Projectionsart  aufrecht 
erhalten  bleibt,  so  werden  die  Bilder  der  Kegelscheitel  in  den 
Collineationscentren  der  projicierten  Curven  zu  suchen  sein.  Es 
wird  demnach  nur  noch  erübrigen,  aus  diesen  die  der  jeweiligen  Auf- 
gabe resp.  der  räumlichen  Lage  entsprechenden  zwei  Lösungen  aus- 
zuscheiden. 

Lassen  sich  an  die  Projectionen  der  Curven  vier  gemeinsame 
(reelle)  Tangenten  führen,  so  ergeben  sieh  unter  allen  Umständen  die 
Bilder  der  beiden  Kegelscheitel  in  den  Schnittpunkten  der  gegen- 
überliegenden Tangentenpaare. 

Auf  Grund  der  hier  gepflogenen  Erörterungen,  wird  es  nunmehr 
auch  keine  Schwierigkeit  bieten,  eine  Reihe  einsehl^ender  Probleme 
zu  lösen  und  durchzuführen. 

Ist  die  Fläche  und  der  sie  begrenzende  ebene  Schnitt 
im   Bilde   gegeben,  so  kann  zu  jedem  anderen,    der  Flache  an- 
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gehörigen  Kegelschnitte,  ein  Beleuchtnugseentrum  so  gefunden 
werden,  dass  die  beiden  Curven  in  das  Verhältnis  7on  Einfallsöffnuag 
des  Lichtes  und  Schlagschatten  treten. 

Die  hezüglich  der  beiden  letztgenannten  Curven  zu  erfüllende 
Bedingung  lässt  sich  kurz  dahin  aussprechen,  da,?s  sie  die  Coatour 
der  Fläche  reell  oder  imaginär  in  zwei  Punkten  berühren 
müssen. 

Selbstferständlich  können  an  die  in  irgend  einem  vorgegebenen 
Falle  zu  erhaltende  Schlagsehattencurve  noch  anderweitige  Be- 
dingungen geknüpft  erscheinen.  So  kann  beispielsweise  die  Forderung 
gestellt  werden,  dass  dieselbe  durch  drei  gegebene  Punkte  gehe, 
oder  dass  dieselbe  drei  gegebene  Gerade  berühre,  oder  in  ihrem 
Bilde  als  Kreis  von  bestimmtem  Radius  (innerhalb  gewisser 
Grenzen,  welche  durch  die  Contour  der  Fläche  bediogfc  sind)  er- 
scheine etc. 

Dass  die  Lösung  der  hier  angeführten  oder  anderweitig  gestellten 
Probleme  nicht  an  die  Voraussetzung  einer  speciellen  Projectionsart 
gebunden  ist,  braucht  wohl  kaum  besonders  erwähnt  zu  werden. 

Man  eoustruiert,  mit  Zugrundelegung  der  gestellten  Bedingungen, 
die  Schlagsehattencurve  ganz  allgemein  als  eine  die  Flächen  contour 
in  zwei  Punkten  berührende  Curve  und  sucht,  gestützt  auf  die  voraus- 
geschickten Principien,  ia  Bezug  auf  die  Eiufaileurve,  die  jeweilig 
brauchbaren  CoUineationseentra.  Die  so  erzielten  Darstellungen  gelten 
sodann  gleichfalls  ganz  allgemein. 

Die  Wähl  einer  bestimmten  Projectionsart  bleibt  dagegen  un- 
erlüsslich,  wenn  nicht  das  auf  allgemeinem  Wege  hergestellte  Bild 
der  Schlagsehattencurve,  sondern  die  Schatteucurve  selbst 
bestimmte  Eigenschaften  aufweisen  soll. 

§.  388. 

92.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges,  dnrch  einen  ebenen  Schnitt  be- 
grenztes ElUpsoid  ist  gegeben;  es  ist  ein  Beleuchtungscenfrum  in 
solcher  Weise  zu  bestimmen,  dass  der  der  Einfallseurve  (Schnitt) 
des  Lichtes  entspreeliende  Schlagschatten  ins  Innere  ein  Kreis  von 
gegebenem  Radius  werde. 

Wir  wollen  diesfalls  zum  Zwecke  der  Durchführung  des  gestellten 
Problemes  die  orthogonale  Projectionsmethode  wählen. 

Das  Ellipsold  sei  durch  die  zu  den  Projectionsebenen  parallelen 
Hauptachsen  0  Ä,  OB,  0  0  {Taf.  XXIII,  Fig.  Iö7)  gegeben.  Die 
Fläche    werde   durch    den    in    der    fibene    Ei  Ei,    liegenden    Schnitt 
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Um  zunäebst  den  ebenen  Schnitt  zu  construieren,  suchen  wir 
Uie  Sclioitto  (0,  e'j  und  (p,  q')  der  Ebene  Et,Ei,  mit  den  Hauptebenen 
{OÄB,  O'A'Ü')  und  (OAC,  O'Ä'C)  deren  gemeinsame  Punkte 
mit  der  Contour  der  Fläche  die  Contourpunkte  (M,M'),  (N,  N') 
und  (E,  It'),  {Q,Q']  der  Einfallseiirve  geben.  Die  letztere  er- 
scheint somit  unmittelbar  durch  vier  Punkte  und  durch  die  Tan- 
genten in  je  zweien  derselben  {in  verticaler  und  horizontaler  Piojec- 
tion)  bestimmt. 

Behufs  Lösung  der  vorstehenden  Aufgabe  haben  wir  weiters  jene 
auf  der  Fläche  liegenden  Kreise  zu  suchen,  deren  jeweilige 
Kadiea  dem  gegebenen  Eadius  gleich  sind,  und  ferner  die  Scheitel 
der  Kegel  zu  bestimmen,  welche  dem  zu  suchenden  Kreise  und  der 
Einfallscurve  gemeinsam  umschrieben  sind. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  0A>  0B>.  OC  sei,  erhalten 
wir  bekanntlieh  die  Richtungen  der  Kreisschnittsehenen  durch 
die  Ebeaen  der  beiden  größten  Kreise  bestimmt,  in  welchen  die  mit 
dem  Kadius  OB  beschriebene  Kugel  das  Ellipsoid  schneidet.  Besagte 
Kreisschnittsehenen  sind  für  den  vorliegenden  Fall  vertical-projicierend 
und  durch  die  Richtungen  der  Vertiealtracen  fg  und  yip  fixiert. 

Tim  die  Kreise  der  Fläche,  denen  der  gegebene  Radius  r  ent- 
spricht, zu  finden,  tragen  wir  diesen  von  dem  Mittelpunkte  0  aus  zu 
beiden  Seiten  der  Verticaltrace  einer  der  Hauptkreise  (etwa  auf  fg) 
auf,  führen  aus  den  sich  so  ergebenden  Endpunkten  die  zur  bezeich- 
neten Trace  conjugierten  Sehnen  fF  und  gG,  und  erhalten  durch 
deren  Schnitt  mit  der  Verticalcontour  der  Fläche  den  verlangtec  Kreis 
(FCf,  F'G')  vom  Radius  r  festgestellt. 

Hieraus  ist  unmittelbar  zu  ersehen,  dass,  wenn  die  gegebenen 
Daten  widerspruchsfrei  sein  sollen,  der  Bedingung  OB^  r  >  0 
Genüge  geleistet  werden  müsse. 

Im  allgemeinen  erhalten  wir  vier  Fläcbenkreise,  deren  jedem 
ein  Radius  von  der  Größe  r  zukömmt.  In  Fig.  157,  Taf.  XXIII  wurde 
die  Construction  der  Kegelscheitel  bloß  für  einen  der  Kreise,  d.  i.  für 
FG,  durchgeführt.  Die  horizontale  Projection  F'  G'  dieses  Kreises, 
obwohl  für  die  weitere  Construction  entbehrlich,  wurde  bloß  mit 
Rücksicht  auf  ein  besseres  Verständnis  unserer  Auseinandersetzungen 
eingezeichnet. 

Auf  Grund  vorausgeschickter  Erörterungeu  ergibt  eich  die  Ver- 
tiealprojection  eines  Beleuchtungscentrums  unmittelbar  in  dem 
Schnitte  L  der  beiden  gemeinsamen,  gegenüberliegenden  Tangenten  t, 
und  t„. 
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Die  augehörige  HoriBon Ulprojectiou  L'  wird  eines  jener 
Colliaeationscentra  seiu ,  welche  den  Horizontalprojectioaen 
M-N'E-Q'  und  F'G'ii'v'  der  beiden  Curven  (MA'UQ,  M'N'E'Q') 
und  (FGfiv,  F'G'fi'v')  entsprechen. 

Die  für  den  vorliegenden  Fall  in  Betracht  kommende  Colli- 
neationsachse  ist  die  Schnittlinie  der  beiden  Curven  ebenen,  welche 
sieh  in  a'ß'^'  horizontal  projiciert.  Die  dieser  Collineationsachse  ent- 
sprechenden Collin  eationscentra  erhält  man,  wenn  ans  irgend 
einem  Punkte  der  letzteren  die  Tangeuten  an  die  horizontalen  Pro- 
jeetionen  der  vorbezeichneten  Curven  geführt  und  die  Verbindungs- 
geraden ihrer  Berührungspunkte  zum  Schnitte  gebracht  werden. 

Es  ergeben  sich  hiernach  nebst  einem  in  der  Collineationsachse 
selbst  liegenden  Centrum  noch  zwei  verschiedene  Centra,  jenachdem 
die  zu  gleichen  oder  au  verschiedenen  Seiten  der  Collineations- 
achse liegenden  Berührungspunkte  einander  als  entsprechend  zu- 
gewiesen wurden. 

Abgesehen  von  dem  ersten  dieser  drei  Fälle,  welcher  dem  im 
§.  378  erwähnten  degenerierten  Kegel  entsprechen  würde,  stellt 
sieh  in  dem  gegebenen  Beispiele  heraus,  dass  das  aus  dem  zweiten 
Falle  resultierende  Collioeationscentrum  dasjenige  sei,  welches  der 
bereits  gefundenen  verticalen  Projection  L  entspricht. 

Um  das  Ziehen  der  Tangenten  an  beide  Curven  zu  umgehen, 
werden  wir  von  dem  Schnittpunkte  (^,  z/')  der  Geraden  {aß,  a'ß') 
mit  der  Ebene  {Ä  OB,  A'O'B')  ausgehen.  Die  Berührungspunkte 
aller  aus  dem  genannten  Punkte  an  die  beiden  vorbezeiehneten  Curven 
geführten  Tangenten  fallen  in  eine  Gerade,  welche  mit  der  Be- 
rührungssehne T' T\  der  aus  z/'  an  die  Horizontaleöntour  der 
Fläche  gezogenen  Tangenten  identisch  ist. 

Die  Erklärung  hiefür  liegt  in  dem  Umstände,  dass  im  Punkte  z/' 
gleichzeitig  die  Berührungssehnen  (BQ,  B' Q')  und  {[iv,  fi'v')  zu- 
sammentreffen müssen.  Sucht  man,  unter  Hinweis  auf  die  harmo- 
nischen Eigenschaften  von  Pol  und  Polare,  die  Polare  des  genannten 
Punktes  in  Bezug  auf  eine  der  Curvea  M'IN'B'Q'  oder  F'G'ii'v', 
so  ist  sofort  zu  ersehen,  dass  diese  mit  der  Polare  T' T\  in  Bezug 
auf  den  horizontalen  Flächenumriss  zusammenfällt. 

Alle  in  Betracht  kommenden  Collin  eationscentra  liegen  sonach 
iu  der  besagten  Geraden  T' T\,  und  wir  erhalten  demgemäß  das  der 
gefundeneu  verticalen  Projection  L  entsprechende  in  dem  Schnitte 
von  T"!"^  mit  dem  Projectionsstrahle  aus  L  in  L'  dargestellt. 

Bezüglich  der  Mittel  aum  Zwecke  der  Durchführung  des  ge- 
stellten Problemes  wäre  allenfalls  noch  zu  erwähnen,   dass    das  Ver- 
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zeichnen  der  der  horizontalen  Projection  der  gegebenen  Fläche  ein- 
geschriebenen CniTen  vollkommen  entbehrlich  ist,  und  dass  für  die 
vertieale  Projection  der  Sehnittcurve  die  Angabe  der  Punkte  M 
und  N  mit  den  zugehörigen  Tangenten  und  die  eines  dritten  Punktes, 
etwa  J?  oder  Q,  genügt  hätte. 

Die  aus  -F  and  G  an  die  Scbnitteufve  möglieben  Tangenten 
ergeben  sieh  als  Doppelstrahlea  eonjeetiviseher  Strahlen- 
büschel,  deren  Bestimmung,  wie  bekannt,  anstandslos  mit  Zirkel 
und  Lineal  vollzogen  werden  kann. 

Die  Zuhilfenahme  der  Transformation  der  Projeetionen, 
vermittelst  welcher  beide  der  betrachteten  Curvenebeneo  in  projieierende 
Ebenen  verwandelt  worden  wären,  würde  diesfalls,  obwohl  sieh  dann 
die  beiden  Curven  als  Gerade  dargestellt;  hätten,  keine  Vereinfachung 
der  Durchführung  zur  Folge  gehabt  haben.  Wflrde  von  der  Trans- 
formation Gebrauch  gemacht,  so  müssten  die  Schnitte  der  vorerwähnten 
Geraden  mit  der  neuen  Flächencontour  bestimmt  und  hiezu  dieselben 
Hilfsmittel  in  Anwendung  gebracht  werden,  deren  wir  uns  bei  der  ob- 
besprochenen  Lösung  bedienten. 

Prindpiell  entsprechen  der  gestellten  Aufgabe  acht  Lösungen, 
von  welchen  jedoch  diejenigen  auszuscheiden  sind,  bei  welchen  das 
Beleuchtungseentrum  zwischen  die  beiden  oben  näher  bezeichneten 
Curven  zu  liegen  kömmt. 


9.5.  Aufgabe.  Ein  liyperbolisehes  Paraboloid  ist  durch  ein 
windscMefes  Viereck  AA,ßB,  (Taf.  XXIII,  Fig.  158)  in  Parallel- 
projeotion  gegeben.  Drei  Ecken  A,B,A,  des  letzteren  mögen  in  der 
Grundebene  selbst  liegen,  die  Grundflächprojection  der  vierten  Ecke 
jfj,  sei  B\.  Es  sind  für  eine  bestimmte  Lichtstrahlenriclitung,  welche 
durch  das  Bild  l  und  das  Bild  l'  ihrer  Grundflächprojection  dar- 
gestellt erscheint,  alle  vorkommenden  Schatten  zu  construieren. 

Bei  dem  hyperbolischen  Paraholoide  werden  bekanntlich  alle  Er- 
zeugenden des  einen  Systems  durch  sämmtliche  Erzeugende  des  anderen 
Systems  in  ähnlichen  Punktreihen  geschnitten. 

Die  Ähnlichkeit  dieser  Punktreihen  bleibt  durch  Parallelpro- 
jection  aufrecht  erhalten.  Wir  werden  demgemäß  einzelne  Lagen  der 
Erzeugenden  erhalten,  wenn  wir  zwei  gegenüberliegende  Seiten  des 
Viereckes,  welche  zwei  Erzeugende  desselben  Systems  der  Fläche 
repräsentieren,  in  eine  beliebige  Zahl  aliquoter  Theile  theilen  und  die 
entsprechenden  Theilpunkte  miteinander   geradlinig  verbinden.    Hiebei 
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sind  die  Endpunkte  jeder  der  beiden  aoderen  Vierecksseiten  ais 
entspreeliend  anEuseben. 

Die  Bilder  alier  Erzeugenden  der  fläclie  berühren  die 
Oontour.  Besagte  Contour  kann  demnach  als  das  Erzeiignis  zweier 
ähnlicher  Punktreihen  aufgefasst  werden,  welche  durch  die  Bilder 
zweier  Vierecksseiteo  mit  ihren  Endpunkten  bestimmt  erseiieinen. 

Nehmen  wir  beispielsweise  ais  Träger  dieser  Punktreihen  die 
einander  gegenüber  liegenden  Seiten  AB  und  Ä,B^  an,  so  ergibt 
sich  der  Berührungspunkt  der  Contour  mit  einer  dieser  Ge- 
raden, indem  wir  jenen  Punkt  bestimmen ,  welcher  dem  gemeinsamen 
Punkte  c  —  als  Punkt   der  anderen  Reihe  aufgefasst  —  entspricht. 


Es  I 


1  nämlich 


AG 
GB  ' 


cB, 


C.B, 


Ac 
'  cB 


Hiernach  wird  G  am  einfachsten  eonstruiert,  wenn  man  A^  mit 
B  verbindet,  aus  c  die  Parallele  cy^  zu  BB^  zieht  und  von  ihrem 
Schnitte  y,  mit  A^B  die  Parallele  f^C  zu  AA^  führt.  Die  Gerade 
f^G  theilt  AB  in  dem  verlangten  Yerhäitnisse.  Auf  ganz  analoge 
Weise  ergibt  sich  C,,  indem  man  aus  c  zu  AA-^  die  Parallele  cy 
und  aus  y  die  Parallele  zu  BB,  zeichnet,  im  Schnitte  der  letzteren 
YC^  mit  Ä,B,. 

Der  Halbierungspunkt  o  der  Berührungssehne  OC,  mit  c  ver- 
bunden ,  bestimmt  bereits  einen  Durchmesser  der  Contour- 
parabel;  der  Halbierungspuukt  ÜZ  der  Strecke  cro  den  zugehörigen 
Scheitel.     Es  somit  Ist  die  Contourparahel  hinlänglich  bestimmt. 

Die  Selbstschattengrenze  des  Paraboloides  wird,  mit 
Zugrundelegung  der  frtther  gepflogenen  Erörternngen,  da  wir  Parallel- 
beleuchtung voraussetzen,  wieder  eine  Parabel  sein.  Ebenso 
wird  der  Schlagschatten  der  Fläche  auf  die  Grundebene  zum 
Theile  aus  einer  Parabel  bestehen.  Die  Acbsenrichtung  der  ersteren 
stimmt  mit  der  Fläche  na  chse,  die  Acbsenrichtung  der  letzteren 
dagegea  mit  dem  Schlagschatten  derselben  überein. 

Die  Schlagschattenparabel  kann  in  gleicherweise  wie  die 
Contour  der  Fläche  als  das  Erzeugnis  ähnlicher  Punktreihen  eonstruiert 
werden,  deren  Elemente  durch  den  Schlagschatten  des  Begrenzungs- 
viereckes auf  die  Gruadebene  hinreichend  bestimmt  sind. 

Der  Schlagschatten  der  Geraden  BB^  auf  die  Grund- 
ebene fällt  nach  BB'^,  bricht  sich  jedoch  im  Punkte  e,  um  von  da 
ab  auf  die  Fläche  selbst  au  übergehen. 
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Dieser  letztbezeichnete  Theil  des  Schattens  fällt  mit  einer  Er- 
zeugenden der  Fläche  zusammen,  da  derselbe  nichts  anderes  als  den 
Sehaitt  der  durch  die  Erzeugende  BJB,  gelegten  Liehtebene  mit  dem 
Paraboloide  vorstellt.  Ein  Punkt  der  besagten  Erzeugenden  ist  e. 
Einen  k  weiten  Punkt  derselben  finden  wir  im  Punkte  £,  welcher 
die  Strecke  BS,  in  dem  nämlichen  Yerhältnisse  theilt,  in  welchem 
die  Strecke  AÄ,  dnrcb  den  Punkt  e  getheüt  wurde.  Zu  diesem  Behufe 
ziehen  wir  es  parallel  zu  AB  und  sE   parallel  zu  A^B,. 

Durcli  E  wird  gleichzeitig  auch  der  Berührungspunkt  der  durch 
BB,  gelegten  Liehtebene  mit  der  Fläche  dai^gestellt.  Besagter  Punkt 
gehört  somit  auch  der  Selbstsehattengrenae  an.  Der  Sehlag- 
schatten desselben  auf  die  Grundebene  fällt  nach  E„  in  den  Berüh- 
rungspunkt der  Schlagschattenparabel  mit  der  Geraden  BB'g. 

Die  Sehlagschattenparabel  kann  nunmehr  leicht  als  das 
Erzeugnis  der  zwei  ähnlichen  Punktreihen,  welche  durch 
die  Strecken  AA,  und  BB'^  (Schlagschatten  der  entsprechenden  Vier- 
ecksseiten) gegeben  sind,  bestimmt  werden. 

Der  Berührungspunkt  i',  dieser  Parabel  mit  AÄ,  theilt  die 
genannte  Strecke  AA,  wieder  in  dem  Dämlichen  Verhältnisse  wieder 
Punkt  e  die  Strecke  BB'^.  Ziehen  wir  daher  es,  parallel  zu  A^B'^ 
und  £,  £,  parallel  zu  AB,  so  erhalten  wir  im  Schnitte  von  s,E^ 
mit  AA,  den  verlangten  Punkt  £,.  So  wie  vorher  liegt  auch  hier 
die  Erklärung  für  die  Richtigkeit  dieser  Construction  in  der  Ähnlich- 
keit zweier  Paare  von  Dreiecken. 

Die  Verbindungsgerade  des  Punktes  e  mit  dem  Halbierungs- 
pnnkte  toi  der  Berührungssehne  E^E^  gibt  einen  Durchmesser 
der  Schlagschattenparabel,  während  der  Halbierungspunkt  (i 
der  Strecke  eo,  den  zugehörigen  Scheitel  und  die  in  fi  zur  Sehne 
EfEg  parallele  Gerade  die  Scheiteltangente  bestimmt. 

Der  bis  nun  construierte  Schlagschatten  auf  die  (irundebene 
erhält  seinen  Abschluss  durch  die  Gerade  A^B'^,  welche  als  Schlag- 
schatten der  Vierecksseite  A,  B,  entspricht. 

Behufs  Vervollständigung  des  Schattens  durch  den  Sei  b  s  t  - 
schatten  der  Fläche  haben  wir  zu  beachten,  dass  in  E  bereits 
ein  Punkt  derselben  gefunden  wurde.  Die  Tangente  dieses  Punktes 
würde  mit  dem  zum  Lichtstrahle  harmonisch  conjugierten 
Strahle  in  Bezug  auf  EB  und  Ee  identisch  sein.  Ein  weiterer 
Punkt  der  Selbstschattengrenze  wurde  in  E,  festgestellt. 

Obwohl  sich  nun  schön  die  Selbstschattencurve  auf  Grund 
von  früher  hervorgehobenen  Eigenschaften,   basiert  auf  die  Principien 
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der  „neueren"  oder  richtiger  der  „höheren"  Geometrie,  anstandslds 
coBstruieren  ließe,  wollen  wir  doch  noch,  als  wesentliches  Bestim- 
mungsstüek  Kum  Zwecke  der  Verzeichnung  derselben,  ihren  Berührungs- 
punkt mit  der  Contourparabel,  d.  i.  Ihren  Coatourpunkt  angeben. 
Wie  bekannt,  findet  man  denselben  in  dem  Berührungspunkte  der  zum 
Lichtstrahlenbilde  parallelen  Tangente  mit  der  Contourparabel. 

Um  besagten  Punkt  genau  bestimmen  zu  können,  betrachten  wir 
die  Contour  als  einen  Kegeisehnitt,  welcher  dem  Dreiecke,  das  durch 
die  Geraden  AB,  Ä,  B^  und  die  unendlich  ferne  Gerade  gebildet  wird, 
eingeschrieben  ist.  Die  Berührungspunkte  der  Dreiecksseiten  sind  C, 
C,  und  ff„. 

Ist  demnach  durch  Fig.  159,  Taf.  XXIII  ein  einem  Kegelschnitte 
umschriebenes  Dreieck  mit  deu  Berührungspunkten  0,  G^  und  6^  der 
Seiten  desselben  dargestellt,  so  findet  man,  nach  dem  Brianchon- 
schen  Satze,  wie  bekannt,  die  Tangente,  welche  aus  irgend  einem 
Punkte  L^  einer  der  Seiten  an  die  Curve  gezogen  werden  kann  — 
wenn  man  L^  mit  c  und  Äai  mit  ^  verbindet  —  in  der  Verbindungs- 
linie La,  mit  R.  Der  Berübriingspunkt  P  derselben  befindet  sich  in 
dem  durch  G  und  jt  bestimmten  Strahle, 

Wenden  wir  diese  Construetion  auf  das  oben  näher  heaeichnete 
Dreieck  (Fig.  156,  Taf.  XXIII)  an,  so  ist  c  mit  I™>  zu  verbinden, 
d.  b.  d  ch  d  Parallele  zum  Lichtstrahle  zu  fahren  und  aus  dem 
Sehn  tt  ft  de  1  t  teren  mit  e,  eine  Parallele  (iB  zu  BA  zu  ziehen. 
Die  1  t  t  nan  t  Gerade  ^B,  gibt  im  Schnitte  B  mit  Ä^B^  einen 
Punkt  d  g  s  ht  n  Tangente,  welche  somit,  da  zwei  Punkte  der- 
selben 1  b  u  vorliegen,  anstandslos  gezogen  werden  kann.  Ihr 
Berührungspunkt  P  ist  im  Strahle  C/i  gelegen. 

§.  390. 

9i.  Aufgabe.  Ein  windschiefes  Hyperboloid  ist  durch  seinen 
Mittelpunkt  0,  durch  zwei  äquidistante  Schnitte  AMNB  und 
A'N^M^B'  nnd  ein  Erzeugendenpaar  ßiM,,NN,  mit  dem  gemein- 
samen Punkte  P  im  Halbierungspunkte  derselben,  in  Parallelprojec- 
tiou  gegeben;  es  sind  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Fläche 
längs  des  oberen  Schnittes  AMNB  und  der  beiden  Erzeugenden 
Jl/Jf,  und  A''iV|  offen  gedacht  wird,  und  dass  das  Bild  der  Licht- 
quelle im  Unendliehea  liege,  die  vorkommenden  Selbst-  und  Schlag- 
schatten zu  bestimmen. 

Die  Ebene  des  unteren  Plächensehnittes  ^'F,  ilf,£' [Taf.  XXIII, 
Fig.  160)  wollen    wir   als  Grundebene  und  die  Richtung  der  Erzen- 
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genden  des  Cyünders,  welcher  durch  die  beiden  Grenzschnitte  (BlUpseti) 
bestimmt  wird,  als  grundfiäch-projieierend  Toraiissetzen.  Ist  weiters 
noch  durch  X  und  l'  das  Bild,  resji.  das  Bild  der  Gruadflächprojeetion 
der  Lichtstrahlen  gegeben,  so  ist  auch  schon  die  Form  der  Auflösung 
des  gestellten  Problemes  gegeben. 

Bezeichnen  wir  den  durch  P  geführten  zur  Grundehene  parallelen 
Diametralsehnitt  der  Fläche  als  „Kehlellipse",  so  ist,  wenn  man 
erwägt,  dasa  diese  eine  mit  A'M^N^B'  eoneentrisehe  uüd  ähnliche 
Ellipse  sein  müsse,  deren  Grundfiächprojeetion  durch  die  Tangente 
M^N^  und  den  Berührungspunkt  P'  vollkommen  festgestellt.  Es  können 
hiernach  die  den  Punkten  Ä'  und  S'  entsprechenden  Punkte  a'  und 
b'  leicht  gefunden  und  somit  auch  jene  a  und  b  der  Kehlellipse  be- 
stimmt werden. 

Die  sechs  Punkte  Ä,  B,  a,  h,  A'  und  B'  liefern  eine  Meridian- 
byperbel,  deren  Tangenten  in  den  Punkten  a  und  b  grundfläch- 
projieierend  sind.  Mit  Zugrundelegung  dieser  beiden  Tangenten, 
ihrer  Berührungspunkte  und  einem  der  übrigen  Punkte,  können 
nunmehr,  nach  dem  Pascarscheo  Satze,  die  Tangenten  in  A  und 
B,  in  A'  und  B'  leicht  gefunden  werden. 

Die  genannten  Tangenteupaaie  sehneiden  sich  in  zwei  gegen 
0  symmetrisch  liegenden  Punkten  S  und  ä,  der  Geraden  0^0\, 
welche  gleichzeitig  die  Scheitel  der  dem  Hyperboloide  längs  den 
beiden  äquidistanten  Ellipsen  umschriebenen  Kegel  sind. 

Die  diesen  Kegeln  entsprechenden  Punkte  a  und  j3,  y  und  d 
der  Selbstschattengrenze  können  auf  bereits  bekannte  Weise 
unmittelbar  bestimmt  werden. 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  Selbstschattengrenze,  deren  Mittel- 
punkt für  Parallelbeleuchtung  mit  dem  Fläehenmittelpunkte 
zusammenfällt,  direct  zwei  parallele  Sehnen  a^  und  yö.  Die 
Verbindungslinie  ihrer  Halbieruugspunkte  ra  und  ra,  liefert  den  den- 
selben  conjugierten  Durchmesser  rac»,. 

Den  zweiten,  zu  den  Sehnen  parallelen  Durchmesser 
construieren  wir,  indem  wir  durch  0  die  Parallele  zu  den  Sehnen 
führen  und  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Fläche  aufsuchen.  Besagte 
Schnitte  liegen,  nachdem  die  Sehnen  zur  Grundebene  parallel  sind,  in 
der  Kehlellipse  und  können  daher  anstandslos  aus  der  verzeichneten 
Grundfiächprojeetion  a'B'b'...  derselben  ermittelt  werden.  Es  sind 
dies  die  Punkte  {1,1')  und  (11,11%  Die  Tangenten  an  die  Selbst- 
sehattengrenze  in  J  und  J7  sind  parallel  zu  oo,.  Die  Abgren- 
zung des  Selbstschattens  unterliegt  somit  keiner  weiteren  Schwie- 
rigkeit. 
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Der  Sehlagschatteu  der  Erzeugendea  MM,  und  NN,  auf 
die  Grundebene  fällt  nach  M,M'g  und  IN,N'g,  bricht  sich  alier  in 
den  Punkten  ji  und  v,  und  geht  von  da  ab  auf  die  Fläche  über.  Die 
Fortsetzung  des  besagten  Schattens  auf  dem  Hyperboloide  selbst 
ergibt  sich  als  der  Schnitt  der  durch  die  betreffenden  Erzeugenden 
gelegten  Lichtebene  mit  der  Fläche,  besteht  also  wieder  aus  Er- 
zeugenden des  Hyperboloides. 

So  schneidet  beispielsweise  die  durch  MMj  geführte  Lichtebene 
die  obere  Begrenzung  der  Fläche  in  einem  Punkte  ft^,  welcher  sich 
in  dem  Schnitte  der  Ellipse  AMNB  mit  der  aus  M  parallel  zu 
M^M'g  geführten  Geraden  ergibt.  Die  Verbindungslinie  ft(t,  stellt 
die  in  der  Licbtebene  MM^  liegende  zweite  Erzeugende  der  Fläche, 
d.  i.  den  Sehlagschatten  der  Geraden  il/Jtf,  ins  Innere  der 
dargestellten  Fläche  vor,  welcher  durch  den  Punkt  Mg,  der  in  dem 
Liehtstrahle  von  M   liegt,  seine  Begrenzung  findet. 

Die  vorgenannte  Erzeugende  könnte  man  selbstverständlicli  auch 
aus  ihrer  Grundüächprojection  erhalten,  welche  sich  unmittelbar  in 
der  aus  (i  au  a'h'F'  geführten  Tangente  ftft'  ergibt. 

Ein  Gleiches  gilt  von  dem  Schlagschatten  der  Erzeugenden  NN' 
ins  Innere  der  Fläcbe,  Die  durch  die  genannte  Erzeugende  geführte 
Lichtebene  schneidet  das  Hyperboloid  in  der  Erzeugenden  vv,,  deren 
Grundflächprojection  durch  die  Tangente  vv\  repräsentiert  erscheint. 
In  der  Grundflächprojection  erhalten  wir  auch  unmittelbar  den  Schnitt- 
punkt R'  der  beiden  in  der  besagten  Lichtebene  liegenden  Erzeu- 
genden. Wird  M'  in  die  Gerade  JVÄ,  nach  M  zurückgeführt,  so 
bestimmt  E  den  Berührungspuukt  der  Lichtebeae  mit  der 
Fläche,  also  gleichzeitig  auch  einen  Punkt  der  Selbstschattengrenze. 

Der  gesammte  sichtbare  Schatten  ins  Innere  des  Hyperboloides 
wird  durch  den  Schlagschatten  vervollständigt,  weicher  dem  Curven- 
stücke  K-M  entspricht.  Bezüglich  der  Bestimmung  dieses  Schattens 
können  wir  auf  die  in  §.  385)  besprochene  und  in  Fig.  156,  Taf.  SXIII 
durchgeführte  Coustruction  verweisen. 

Hervorheben  wollen  wir  nur  aoch ,  dass ,  da  sich  der  diesbezüg- 
liche Schatten  als  Curve  zweiter  Ordnung  darstellt,  behufs  Bestim- 
mung desselben  die  Punkte  k,  M,  ß  und  die  zur  Liehtstrahlenrichtung 
paralleleu  Tangenten  an  die  Ellipse  AMNB,  als  hiezu  vollkommen 
hinreichend,  gegeben  sind. 

Die  Ellipse  AMNJi  ist  bekanntlieh  für  ß/3  als  Affluitätsachse 
und  die  Liehtstrahlenrichtung  als  Afflnitätsstrahl,  mit  ihrem  Schlag- 
schatten in  das  Innere  der  Fläche   affin.    Hiernach    iäsat   sich    die 
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Tangente  für  irgend  einen  Punkt  des  Sehlagschattens,  etwa  für  M^, 
aus  der  Tangente  des  entsprechenden  CurYenpunktes  M  ableiten, 
indem  man  den  Schnittpunkt  p  der  Tangente  mit  der  AtBnitätsachse, 
mit  dem  betreffenden  Punkte  des  Schlagschatteog  verbindet. 

Alldem  Geaammtsehlagschatten  auf  die  Grundebene  par- 
ticipiert  ferner,  außer  dem  bereits  yerseichneten  Schlagschatten  der 
Erzengenden  MM,  und  NN'^,  auch  der  Sehlagschatten  der  oberen 
Begrenzungslinie,  welcher  aus  einer  mit  derselben  congruenten  und 
ähnlieh   gelegenen   Ellipse    mit  dem  Mittelpunkte  0^  besteht. 

Zum  Abschlüsse  gelangt  der  auf  die  Grundebene  fallende  Schatten 
durch  den  Sehlagschatten  der  Selbsfcschattengreaze,  für 
welchen  wir  die  Punkte  y,  6,  «„  und  ß^  sammt  deren  Tangenten 
(identisch  mit  den  betreffenden  Ellipsentangenten)  und  den  Punkt  It'^ 
mit  der  Tangente  N'i  N„  kennen.  Der  Schlagschatten  7^  und  11^ 
der  Punkte  I  und  II  bestimmt  den  zu  den  Sehnen  a^ß^  und  yS 
parallelen    zu  0',  0„  conjugierten  Durchmesser. 

§.  391. 

.9,  Aufgebe  Die  DurchdringTiiig  eines  Kegels  mit  einem  (darch 
ein  windschiefes  Viereck)  gegebenen  hyperholiscüen  Paraholoide 
liegt  voi  es  sind  die  für  eine  bestimmte  Lichtstrahl enrichtung  sich 
ergebenden  Selbst  und  Schlagschatten  ztt  construieren. 

N^ch  lei  Rieht  ing  des  einfallenden  Lichtstrahles  und  des  daraus 
resultierenden  Schlagschattens  des  Begrenzungsviereckes  C  D  B  A 
(Taf.  XXIII,  Fig.  161)  auf  die  Grundebene,  gelangen  wir  zu  dem 
Schlüsse,  dass  die  dem  Beschauer  zugekehrte  Fläche  des  Paraboloides 
in  allen  Punkten  direct  beleuchtet  wird.  Auf  Grund  dieser  Wahl 
des  Lichtstrahles,  resp.  dieses  Ergebnisses,  entfällt  die  Bestimmung 
der  Selbstschattengrenze  des  Paraboloides. 

Der  Schlagschatten  des  Kegelscheitels  S  fällt  —  auf  die  Grund- 
ebene  bezogen  —  nach  S'^;  die  Seibstschattengrenze  des  Kegels  K 
ist  durch  die  Erzeugenden  MS  und  NS  fixiert. 

Für  den  Schlagschatten,  welcher  durch  die  Vierecksseite  D  B  auf 
den  Kegel  geworfen  wird,  liegen  die  Punkte  F,  Q  und  v  vor.  Einen 
weiteren  Punkt  dieses  Schattens  linden  wir  unmittelbar  durch  Zurück- 
führung  des  Lichtstrahles  aus  R'  iu  R. 

Die  Tangente  in  diesem  Punkte  S  der  Schattencurve  ist 
offenbar  parallel  zur  Liehtstrahleniichtung. 

Setzen  wir  voraus,  dass  der  Kegel  K  vom  zweiten  Grade  sei, 
so  ist  durch  Feststellung  der  genannten  Elemente  und  allenfalls  noch 
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mit  HinzufüguHg  der  Bemerkung,  dass  der  Schatten  die  Contour 
des  Kegels  berühren  müsse,  der  obverlaagte  Schatten  TOllatändig 
bestimmt  nnd  kann  somit  unabhängig  von  der  diesfalls  gestellten 
Aufgabe  anstandslos  constriiiert  werden. 

Der  Schatten  des  Eegels  auf  das  Paraboloid  ist  mit 
dem  Schnitte  der  letzteren  mit  den  beiden  Tangentialebenen  SMS'^ 
und  SNS'g  an  die  Kegelfläehe  identisch. 

Einzelne  Punkte  desselben  können  auch  hier  zweckmäßig  durch 
Zurückführung  des  Lichtstrahles  ermittelt  werden,  indem  wir  den  Schnitt 
der  Schlagschatten  einzelner  Flächenerzeugenden  mit  dem  Schatten 
MS'„  der  schattenwerfenden  Kegelkante  MS  ~  alle  auf  die  näm- 
liche J'Iäehe  (Grundebene)  bezogen  —  in  die  betreffenden  Er- 
zeugenden des  Paraboloides  zurückführen. 

Auf  diese  Weise  wurden  die  Punkte  VI,  VII,  VIII. . . .  durch 
Zurückführung  der  Lichtstrahlen  ans  den  Punkten  VI',  VII',  VIII', 
d.  i.  den  Schnitten  der  Schlagschatten  6,6g,  7,  7„,  8, 8^. . .  der  Flächen- 
erzeugendea  mit  der  Trace  MS'g  der  Lichtebene  auf  der  Grundebene 
erbalten. 

Der  Schlagschatten  der  Kegelspitze  auf  der  Eläche  CDBA 
liegt  einerseits  in  der  Curve  c;/?^, .,,  welche  sich  auf  bekannte  WeisK 
als  Schnitt  der  grundfläch-projicierendea  Ebene  S'iS"„  mit  dem  Para- 
boloide  ergibt  und  andererseits  in  dem  dareh  S  gezogenen  Licht- 
strahle, also  in  S„. 

§.  392. 

96.  Aufgabe.  Eine  auf  der  Grundebeue  aufruiiende  elliptische 
Sciale,  gebildet  aus  den  Hälften  zweier  coaxlalen,  ähnUcheit  Ellip- 
soide,  ist  gegeben;  es  sind  für  eine  bestimmte  Lichtstrahl enriohtang 
(X,r)  die  sich  ergebenden  Schatten  zu  eonstmieren. 

Das  äußere  Ellipsoid  ist  durch  die  drei  conjugierten  Halbmesser 
0^,  OB  und  OC  (Taf.  SSIU,  Fig.  162),  von  welchen  der  Endpunkt 
C  des  ietatgenannten  Halbmessers  OC  mit  dem  Berührungspunkte  der 
Schale  mit  der  Grundebene  zusammenfällt,  gegeben.  Für  die  Bestim- 
mung des  inneren  Ellipsoides  genügt  die  Angabe  der  Länge  Oa  einer 
der  drei  Halbachsen. 

Der  TTmriss  des  Ellipsoides  wird  auf  Grund  bereits  bekannter 
Principien  dargestellt.  Hier  wurde  derselbe  gefunden,  indem  man  aa 
den  durch  je  zwei  eonjugierte  Halbmesser  bestimmten  Diametralschnitt 
die  Tangenten  parallel  zum  dritten  Halbmesser  führte.  Auf  diese 
Weise  ergehen  sich  für  den  Umriss  sechs  Punkte  sammt  den  zuge- 

Peselili«,  Dimellende  n.  pivjjectiFS  öeometiie.  IV.  32 
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hörigen  Tangenten,  von  denen  in  unserer  21eicbnung  bloß  die  Punkte 
y  und  y,  (deren  Tangenten  zu  OC  parallel  sind)  und  der  Punkt  {a,a'), 
dessen  Tangente  parallel  zu  AA,  ist,  angedeutet  wurden. 

Die  bildliche  Darstellung  der  Sehale,  welche  aus  dem  besprochenen 
Umrisse  und  den  beiden  Ellipsen  AA,BS,  und  aa, .  . .  zusammen- 
gesetzt erscheint,  unterliegt  sonach  keiner  weiteren  Schwierigkeit. 

Ist  nun  das  Bild  der  Liehtstrahlearichtung  durch  A  und  das 
Bild  ihrer  Projection  auf  die  zur  Grundebene  parallele  Ebene  AOB 
durch  k'  dargestellt,  so  finden  wir  für  die  Selbstschattengronze 
der  äußeren  Begrenzung  sofort  zwei  Punkte  31  und  N  in  den 
Endpunliton  des  zu  l'  conjugierteo  Durchmessers. 

Ein  weiterer  Punkt  der  besagten  Schattengrenze  sammt  der 
zugehörigen  Tangente  ergibt  sieh  in  dem  Berührungspunkte  B,  der  zum 
Lichtstvahleßbilde  i  parallelen  Tangente  mit  der  Contour  der  Fläche. 
Mit  Kiicksicht  auf  die  bereits  durchgeführten  Beispiele  kann  von  einer 
Besprechung  behufs  Auffindung  anderweitiger  Punkte  der  Selbstschatten- 
grcnze  Umgang  genommen  werden. 

Der  Schlagschatten  der  Schale  auf  die  Grundebene  wird 
durch  den  Schatten  der  Ellipse  J.J.,  J5B,  gebildet.  Besagter  Schatten 
wird  einerseits  eine  zu  der  Ellipse  AA^BB,  congruente  und  ähnlich 
gelegene  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkte  0^  sein ,  und  andererseits  aus 
dem  Schlagschatten  der  Selbstschattengrenze,  für  dessen  Bestimmnog 
wir  die  Punkte  -Mg  und  N^  nebst  den  entsprechenden,  zu  k'  parallelen 
Tangenten,  sowie  die  Tangente  des  Contourpimktes  B  kennen,  bestehen. 
Hiernach  ist  der  bezeichnete  Schatten,  da  er  sich  als  Curve  zweiter 
Ordnung  darstellt,  vollständig  bestimmt. 

Den  Berührungspunkt  der  letztgenannten  Tangente  erhalten 
wir  übrigens  auch  unmittelbar,  sobald  die  Grundfläehprojeetion  ü' 
von  B  bekannt  ist.  Zu  diesem  Behufe  suchen  wir  die  Grundfiächspur 
der  Contourebene,  in  welcher  li  liegt,  mit  Zuhilfenahme  der  gleichfalls 
in  der  letzteren  liegenden  Geraden  yy,  und  Oa.  Die  Grundflächpro- 
jection  von  Oa  ist  die  zu  OB  parallele  Gerade  O'a'v.  Es  ist  somit 
V  ein  Punkt  der  Grundüäebspur  und  die  durch  v  zu  yy,  parallel  ge- 
zogene Gerade  E',,  die  Grundflächspur  der  Contourebene  selbst.  Die 
Grundflächspur  der  Geraden  OB  ist  /t  und  folglich  O'/i  die  Grund- 
flächprojection  von  O/i.  In  O'jt  findet  sich  bekanntlich  B'  in  der 
aus  B  gezogenen  grundfläch-projicierenden  Geraden  ÜB'.  Die  ans  i?' 
zu  l'  geführte  Parallele  schneidet  die  Tangente  von  B  im  Berüh- 
rungspunkte B„  des  Schlagschattens. 

Der  Schlagschatten  in  das  Innere  der  Schale  hat  seine 
Ausgangspunkte  in  m  und  «. 
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Um  irgend  einen  weiteren  Punkt  dieses  Schattens,  etwa  den- 
jenigen zu  erhalten,  welcher  dem  Puaktej»  entspricht,  legen  wir  durch 
p  die  zur  Lichtstrahlenrichtung  parallele  grundfläch-projieierende  Ebene 
und  suchen  deren  Schnitt  mit  der  Fläche  des  iiiDeren  Ellipsoides-. 
Dort,  wo  der  aus  p  geführte  Lichtstrahl  die  Schnittcurve  trifft,  ergibt 
sich  der  verlangte  Punlit. 

Der  Schnitt  jener  durch  p  geführten  grundfläch  -  projicierendeu 
Ebene,  deren  Eorizontalspur  pq  zu  K'  parallel  sein  muss,  mit  der  be- 
sagten Fläche  ist  eine  Ellipse,  welche  der  Ellipse  JPOC  ähnlich  ist. 
Der  zü  pq  conjugierte  Durchmesser  derselben  ergibt  sieh  demnach, 
indem  man  aus  dem  Mittelpunkte  o  die  Parallele  zu  0  C  fährt  und 
diese  durch  die  au  PC  parallel  gezogene  Gerade  pc  m  c  durch- 
schneidet. 

Die  somit  durch  die  Halbmesser  po  und  oc  bestimmte  Ellipse, 
können  wir  zweckmäßig,  in  Bezug  auf  oc  als  Ai^nitätsachse ,  affin 
in  einen  Kreis  transformieren. 

Dem  Eliipsenp unkte  p  entspricht  der  Curvenpunkt  (Kreispunkt) 
X,  dem  Lichtstrahle  p  ra  entspricht  im  Kreissysteme  der  Strahl  ra  ra. 
Der  letztere  sehneidet  den  Kreis  in  je^,  welcher,  entsprechend  zurück- 
geführt, den  Schnitt  des  Lichtstrahles  mit  der  Ellipse,  also  einen 
Punkt  j9„  des  Sehlagschattens  ins  Innere   der  Fläche  liefert. 

Aus  früher  erörterten  Gründen  (Satz  448,  Band  II)  ist  auch 
diesfalls  der  Schlagschatten  in  das  Innere  des  Ellipsoides 
wieder  ein  Kegelschnitt,  welcher  mit  der  Ellipse  ama,np  afön 
ist.  Die  Affinitätsachse  wird  durch  mn,  die  Affinitätsstrahlen  durch 
die  Bilder  der  Lichtstrahlen  repräsentiert. 

Es  wird  nunmehr  auch  unschwer  möglich  sein,  direet  die  Tan- 
gente eines  Punktes  dos  Schlagschattens  aus  der  Tangente  des  ihm 
entsprechenden  Curyenpuuktes  abzuleiten. 

So  entspricht  beispielsweise  der  Tangente  pQ  des  sehatten- 
werfenden  Kandes  der  vorliegenden  Fläche  die  Tangente  jj^p  des 
Schlagschattens  ins  Innere  derselben.  Dem  Punkte  t  der  Geraden 
P^  entspricht  t  in  der  Geraden  ii^^p.  Ist  demnach  nt  eine  Tangente 
der  schattenwerfendea  Ellipse  im  Punkte  n,  so  wird  m  die  Tangente 


Durch  die  so  gefundenen  Elemente  ist  somit  auch  der  Schlag- 
schatten ins  Innere  der  Fläche  mehr  als  hinreichend  bestimmt, 
Derselbe  wird  sich  selbstverständlich  in  dem  vorstehenden  Falle  wieder 
als  eine  Ellipse  darstellen,  welche  die  Contour  des  inneren  Ellipsoides 
berührt. 
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§.  393. 

97.  Aufgabe.  Ein  liohles  Ellipsoid  liegt  als  gegeben  vor;  es 
ist  die  LIcMstrahlenriclitang  so  ausznmitteln,  dass  der  Schatten  ins 
Innere  der  Fläche  „ifl  der  Projeotlon"  als  ein  Kreis  erscheine. 

Zur  Lösnng  des  gestellten  Problems,  die  wir  nuf  in  aller  Kürze 
anführen  wollen,  sei  gleichzeitig  auch  die  vorhergehende  Fig.  162, 
Taf.  SXIII)  benützt. 

Wir  erhalten  den  verlangten  Kreis  eindeutig  in  jenem  aus  0  be- 
schriebenen Kreise  bestimmt,  welcher  die  innere  Flächencontonr 
in  den  Endpunkten  ihrer  kleinen  Achse  berührt. 

Die  an  den  besagten  Kreis  und  die  Ellipse  ama^n  möglichen 
gemeinsamen  Tangenten  geben  die  Bilder  der  Lichtstrahlen- 
richtuiigen;  die  zu  den  beiden  Durchmessern,  in  welchen  sieh  Kreis 
«nd  Ellipse  schneiden,  conjugierten  Geraden  dagegen  bestimmen  die 
Grundflächprojectionen  derselben. 

Nachdem  jeder  der  obbezeicbneten  Liehtstrahlenriehtungen  jede 
der  beiden  conjngierten  Richtungen  als  zugehörige  Grundfläcbprojection 
zugewiesen  werden  kann,  so  resultieren  diesfalls  vier  Lösungen  der 
gestellten  Aufgabe. 

Die  Erweiterung  der  Giltigkeit  der  vorangeführten  Probleme, 
welche  in  den  Fig.  157  bis  incl.  162  zur  Darstellung  gelangten,  für 
allgemeine  centrale  Projection  ergibt  sich  auf  dem  nämlichen 
Wege,  den  wir  diesbezüglich  in  früher  gelösten  Beispielen  vorge- 
zeiehnet  haben. 

Nebenbei  sei  noch  erwähnt,  dass  alle  bisher  durchgeführten 
Constructionen  mit  Umgehung  von  Cur venaeichnen,  also 
bloß  mit  Zuhilfenahme  von  Zirkel  und  Lineal  vollzogen 
wurden  und  dass  dies,  wie  aus  unserea  Erörteruugen  durchwegs  ber- 
yorgieng,  so  leicht  möglieh  war,  findet  auch  darin  seine  Begründung, 
dass  der  ganze  bisherige,  in  Bezug  auf  die  Schattenconstructionen 
bewältigte  Stoff  aus  construotiven  Lösungen  tou  Problemen  aufgebaut 
wurde,  welche  den  zweiten  Grad  nicht  überschreiten. 

Wir  haben  somit  in   einer  Seihe  von  Beispielen  allgemein  den 


Weg  gehahni  und  gezeigt,    wie  alltällig  gestellte 
einschlagende  Probleme  zweckmäßig  gelöst  werden  können 
wir  gleichzeitig  bei  verschiedenen  Veranlassungen  Gelegenhei 


Gebiet 
auch  haben 
[t  gefunden. 


darauf  hinzuweisen,  wie  die  Aufgaben  in  entsprechender  Weise  für 
ihre  Lösung  und  Durchführung  vorbereitet  «nd  wie  die  den  ein- 
zelnen Flächen  eigenthümlichen  Eigenschaften  für  die  Verein- 
fachung der  jeweiligen  Consti'uctionen  verwertet  werden  können. 
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Obwohl  sich  Id  den  betraehteteu  Fällen  die  Resultate  bloß  aus 
Curren  zweiter  Ordnung  zusammensetzten,  so  wird  es  doofe,  auf  Grund 
der  besprochenen  Vorgänge  und  angegebenen  Verfabrungsarteu  keinerlei 
Schwierigkeit  bieten,  zusammengesetzte  Probleme,  d.  i.  solche  zu 
lösen  and  durchzufuhren,  wo  die  Sehattenconstructioaen  für  irgend 
eine  Gruppierung  von  Flächen  zweiten  Grades  vollzogen  werden 
sollen. 

In  derartigen  Fällen  werden  selbstverständlich  im  Resultate  auch 
Curven  vierter  Ordnung  als  Schlagschatten  auftreten  köanen. 
Dieselben  ergeben  sieh  bekanntlich  durch  den  Schnitt  des  der  einen 
Fläche  umschriebenen  Lichtkegels  mit  einer  zweiten  Fläche. 

Als  Selbstschattengrenzen  dagegen,  sowie  als  Schlagschatten 
auf  irgend  eine  Ebene,  treten  unter  obiger  Voraussetzung  immer  nur 
Cötven  zweiter  Ordnung  {oder  Theile  derselben)  auf. 

§.  394. 

Bezugnehmend  auf  die  letzte  Bemerkung  „Schlagschatten 
von  Flächen  zweiter  Ordnung  auf  Ebenen"  sei  hier  noch 
einiger  theoretisch  interessauter  Aufgaben  gedacht,  deren 
erste  Gruppe  durch  das  nachstehende  allgemeine  Problem  zum  Aus- 
drucke gelangen  kann. 

Eine  Pläolie  zweiter  Ordnnng,  welche  dnrcli  eine  punktförmige 
Lichtquelle  beleuchtet  wird,  sei  gegeben;  es  ist  die  Lage  einer  Ebene 
derart  zu  ermitteln,  dass  der  Scilagsehatten  der  Fläche  auf  die  be- 
sagte Ebene  einer  bestimmten  Curve  zweiter  Ordnung  ähnlich  werde. 

Wie  zu  ersehen,  reduciert  sieh  die  Lösung  der  vorstehenden  Auf- 
gabe darauf,  den  aus  dem  Belenehtungscentrum  der  gegebenen  Fläche 
umschriebenen  Kegel  zweiten  Grades  nach  einer  bestimmten 
CnrFc  zu  schneiden. 

Die  zweite  Gruppe  betrifft  die  Umkehrung  des  obigen  Pro- 
blemes. 

Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  und  eine  Ebene  sind  gegeben; 
es  ist  ein  Beleuchtuagscentrum  so  zu  bestimmen,  dass  der  demselben 
entsprechende  Schlagschatten  der  gegebenen  Fläche  zweiten  Grades 
auf  die  gleichfalls  gegebene  Ebene  einer  bestimmten  Curve  ähnlieh 
werde. 

Vorstehende  Aufgabe  ist  in  der  gegebenen  Fassung  im  allge- 
meinen noch  unbestimmt  und  wird  erst  durch  Hinzufügung  einer 
weiteren  einfachen  Bedingung  determiniert.  Wir  können  dieselbe 
demnach  beispielsweise  in  folgende  Form  bringen. 


y  Google 


502 

9^.  Aufgabe.  Eine  Fläche  zweiter  Ordnung  imd  eine  Ebene 
sind  gegeben ;  es  ist  die  Liehtstralilenrichtung  derart  zu  bestimmen, 
dass  der  Scila-gschatten  der  Fläche  auf  die  Ebene  ein  Kreis  werde. 

Behufs  unzweideutiger  Feststellung  sei  etwa  noch  ergäuzend  ge- 
fordert, dass  sich  das  Beleuclitungsceutrum  in  unendlicher 
Entfei'uung  befinde. 

Zum  Zwecke  der  Lösung  des  Problerues  führen  wir  durch  den 
Mittelpunkt  der  Fläche  eine  zu  der  gegebeneu  Ebene  parallele  Ebene 
und  bestimmen  deren  Schnitt  mit  der  Fläche,  sowie  den  der  letzt- 
genannten Ebene  conjugiertea  Durchmesser. 

Umschreiben  wir  dem  gefundenen  Diametralschnitte  einen 
Kreis,  welcher  diesen  in  den  beiden  Endpunkten  einer  seiner  Achsen 
berührt,  so  besteht  die  der  Fläche  und  dem  Kreise  gemeinsam 
umschriebene  Developpable  aus  awei  Cylinderflächen. 

Jeder  dieser  Cylinder,  als  L  i  c  h  t  e  y  1  i  n  d  e  r  aufgefasst ,  wird 
auch  die  gegebene,  zur  Diametralebene  parallele  Ebene  nach 
einem  Kreise  schneiden,  welcher  den  Schlagschatten  der 
Fläche  darstellen  wird. 

Die  Erklärung  hiefür  ergibt  sich  aus  dem  dem  Satae  449, 
Band  II)  reciprok  entsprechenden  Satze,  dass  die  gemeinsame  De- 
veloppable zweier  Flächen  zweiter  Ordnung,  welche  sich  in 
den  Endpunkten  eines  Durchmessers  berühren,  in  zwei 
Cylinderflächen   zerfällt. 

Der  sich  ergebende  Kreis ,  welcher  mit  dem  Diametralsohnitte 
auch  die  Fläche  in  Kwei  Punkten  berührt,  kann  nämlich  als  Piäehe 
zweiter  Ordnung  von  der  Eigenschaft  aufgefasst  werden,  dass  eine 
ihrer  Achsen  gleich  Null  ist. 

Behufs  Durchführung  des  Problems  denken  wir  uns  die  Projec- 
tionen  so  transformiert,  dass  der  Diametralschnitt  in  eine 
der  Projectionsebenen   fällt. 

Ist  demnach  der  Diametralschnitt  durch  AB  OD  (Taf.  SXIIl, 
Fig.  163),  der  demselben  conjugierte  Plächendurcbmesser  durch  seine 
Projection  FG  und  die  Entfernung  der  Punkte  F  und  G  von  der 
Bildebene  durch  ±/i  gegeben,  so  kanu  die  weitere  Durchführung  in 
nachstehender  Weise  g  esc  beben. 

Der  der  Ellipse  umschriebene  Kreis  K  bildet  die  Leitlinie 
des    zu  suchenden,  der  Fläche  umschriebenen  Lichteylinders. 

Nachdem  der  Cylinder  die  Fläche  in  den  Punkten  A  und  B 
berührt,  so  muss  die  Tangentialebene  der  Fläche  in  A,  beziehungs- 
weise B   eine   Erzeugende    desselben  enthalten.    Zu  dieser  Tan- 
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ist  abei'  die  Diametral  ebene  OOF  parallel,  schneidet 
also  den  Cylinder  gleichfalls  nach  Erzeugenden. 

Die  in  dieser  Ebene  liegenden  Cjlindererzeugenden  gehen  somit 
durch  den  Schnitt  der  Ebene  COF  mit  dem  Leitlinienkreise  K  und 
berühren  die  Pläclie  in  Punkten  des  Kegelschnittes,  weicher  durch 
die  conjugierten  Durchmesser  Gl)  und  FQ  gegeben  ist. 

Das  es  sich  bloß  um  die  Feststellung  der  Richtung  der 
Cyiindererzeugenden  handelt,  so  genügt  das  Aufsuchen  einer 
derselben.  Wir  erhalten  diese  Erzeugende,  wenn  wir  beispielsweise 
durch  den  Punkt  M  die  Tangente  an  die  Curve  GBFG  führen. 
Nachdem  zwei  solcher  Tangenten  mSglich  sind,  resultieren  auch  zwei 
Lösungen  der  Aufgabe. 

Die  besagten  Tangenten  mit  den  Berührungspunkten  in  li  und 
T  wurden  diesfalls  mittelst  affiner  Transformation  der  Ellipse  ODFG 
in  den  Kreis  FGD„  gefunden,  und  erscheinen  dieselben  in  ihren  Pro- 
jectionen  durch  L'i  und  L'^  dargestellt. 

Die  Höhen  ht  and  Ä,  der  Berührungspunkte  T  und  R  (die  letzteren 
liegen  in  der  Ebene  OOF)  findet  man  (wie  der  Zeichnung  zu  ent- 
nehmen) unmittelbar  in  aß  und  yd.  Bei  ricutiger  Constructiou 
müssen  diese  entgegengesetzt  gleich  sein. 

Dieselben  Schlüsse,  durch  welche  wir  unsere  vorliegende  Auf- 
gabe mit  Zuhilfenahme  des  der  Ellipse  umschriebenen  Kreises  ihrer 
Lösung  zuführten,  würden  offenbar  auch  für  einen  der  Ellipse 
eingeschriebenen  Kreis  k  gelten,  nur  stellen  sich  hierbei  die 
beiden  resultierenden  Liehtstrahlenriehtiingen  imaginär 
heraus. 

Dem  Principe  nach  existieren  also  vier  Liehtstrahlenrich- 
tungen,  für  welche  der  Schlagschatten  der  gegebenen  Fläche  zweiten 
Grades  auf  eine  gegebene  Ebene  kreisförmig  wird.  Zwei 
hiervon  sind  imaginär,  die  beiden  übrigen  aber  reell  und  durch 
die  Projectionen  L\  und  i'j,  sowie  durch  die  Entfernung  h,  und  /(/ 
ihrer  Punkte  T  und  It  TOn  der  Bildfläche  dargestellt. 

§.  395. 
Seil  lag  schatten  von  Rotationi^fläclien. 

Von  den  Flächen  zweiten  Grades  auf  die  Eotationsflächen  über- 
gehend, wollen  wir  zunächst  einen  allgemeinen  Fläehentypus  betrachten, 
aus  dem  sowohl  die  erst-  als  auch  die  letztgenannten  Flächen  hervor- 
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Die  bisher  gewonnenen  Ergebnisse  werden  uns  die  entspre- 
chenden Anknüpfungspunkte  für  die  graphische  Behaadlnngsweise  der 
Kotationsfläehen  in  allgemeinster  (central-projectiviseher)  Darstellung 


Denken  wii  un  zn  E  chung  des  angestrebten  Zweckes,  der 
Einfachheit  halb  ä  h  t  e  ne  ebene  Curve  F^F^rM  {Taf.  XXIV, 

Fig.  164)  und  in    1        Ebene  eine  Gerade  jtK  gegeben. 

Der  vorerwähnte  1)  lächentypus  werde  durch  einen  ver- 
änderlichen Kegelschnitt  erzeugt,  dessen  Tangenten  in  zwei 
gegebenen  festen  Punkten  A  und  B  sich  in  einem  Punkte  der  Geraden 
n%  schneiden,  und  welcher  stets  einen  Punkt  der  gegebenen  Cnrve 
enthält. 

Es  ist  leicht  einausehen ,  dass  wir  irgend  einen  dieser 
Kegelschnitte  erhalten,  indem  wir  durch  jiB  eine  beliebige  Ebene 
legen,  ihren  Schnitt  P^  mit  der  gegebenen  Cnrve  und  mit  der  Geraden 
7t  Jt  in  Ofl  aufsuchen  und  den  letztgenannten  Punkt  mit  A  und  B 
verbinden.  Besagter  Kegelschnitt  erscheint  sodann  durch  die  beiden 
Tangenten  O^A  tind  O^B  mit  ihren  Berührungspunkten  A 
und  B,  und  durch  den  Schnittpunkt  JP,,  der  gewählten  Ebene 
mit  der  gegebenen  Curve   vollständig  bestimmt. 

Die  gegebene  Curpe  F^'F„^M  wollen  wir,  wie  üblich,  mit 
Bezugnahme  auf  Rotationsflächen,  der  Kürze  halber,  „Meridian" 
und  die  Gerade  AF  die  „fixe  Sehne"  nennen. 

Der  Ort  der  Pole  der  fixen  Sehne  in  Bezug  auf  jeden  der 
erzeugenden  Kegelschnitte  ist  die  Gerade  srir,  welche  wir  deshalb 
auch  als  „Polachae"  oder  Iturzwegs  als  „Achse"  bezeichnen. 

Es  ist  unmittelbar  zu  ersehen,  dass  sich  durch  je  zwei  beliebige 
der  erzeugenden  Kegelschnitte  ein  Eegel  legen  lässt.  Die  Tangential- 
ebenen desselben  in  A  und  JB,  welche  durch  die  Kegelsehuittstangenten 
in  diesen  Punkten  bestimmt  sind,  schneiden  sich  in  der  Polachse;  es 
mass  diese  somit  auch  den  Scheitel  des  Kegels  enthalten. 

Die  P 0 1  a e h s e  ist  daher  der  Ort  der  Scheitel  aller 
Kegel,  welche  sieh  durch  je  zwei  der  erzeugenden  Kegelschnitte 
legen  lassen,  oder  mit  anderen  Worten:  je  zwei  der  erzeugenden 
Kegelschnitte  sind  mit  einander  in  centrischer  CoUi- 
neation. 

Hierbei  ist  die  fixe  Sehne  die  Collineationsachse ,  während  das 
■Collineationscentrum  auf  der  Polachse  und  zwar  im  Schnitte  derselben 
mit  jener  Meridiansehne  liegt,  welche  den  beiden  erzeugenden  Kegel- 
schnitten entspricht. 
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So  sind  beispielsweise  in  fig:  164,  Taf,  XSIV  die  erzeugeüdea 
Kegelsclmitte  ABPg  uüd  ABP,,  in  Bezug  &nf  AB  als  Achse,  in 
centrischer  Collineation.  Das  zugeiiörige  Centrum  C,  liegt  im  Schnitte 
der  Meridiansehüe  PpP,  mit  der  Polachse  resi. 

Betrachten  wir  in  diesem  SicHe  zwei  unmittelbar  aufein- 
anderfolgende Kegelschnitte,  so  geht  der  durch  sie  bestimmte 
Kegel  in  einen  der  Fläche  umschriebenen  Kegel  über. 

Aus  diesem  Umstände  geht  weiter  hervor,  dass  wir  die  Fläche 
als  die  Einhüllende  einer  Schar  von  Kegeln  zweiter  Ord- 
nung betrachten  können,  welche  sieb  sämmtlioh  in  den  Punkten  A 
und  B  berühren.  Die  Tangentialebenen  in  diesen  Punkten  sind 
durch  die  Ebenen  A^  und  Bat  repräsentiert. 

Hieraus  folgt  wieder  umgekehrt,  dass  die  Scheitel  der  er- 
zeugenden Kegel  sämmtlich  in  der  Polaehse  Ttit  liegen 
müssen.  Präcisiert  wird  die  Schar  der  erzeugenden  Kegel  durch  den 
Meridian.  Jede  Meridianfcangente  gehört  einem  der  Kegel  als 
Erzeugende   an. 

Die  Fläche  selbst  lässt  indes  noch  zwei  andere,  der  eben  an- 
gedeuteten Erzeugungsweise    analoge  Erzengungsweisen   zu. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  Fläche  durch  ein  Ebenen büschel, 
dessen  Achse  jijt  ist,  gescimitten  und  nenuen  wir  die  sich  so  er- 
gebenden Sehnittcurven,  conform  der  bereits  gebrauchten  Bezeichungs- 
weise  „Meridiane",  so  wird  sich  zwischen  diesen  ein  ähnliches  Ver- 
hältnis, wie  bei  den  erzeugenden  Kegelschnitten  herausstellen. 

Je  zwei  dieser  Meridiane  sind  nämlich  in  centrischer  Colli- 
neation für  ffro  als  Coiiineationsachse;  das  Collineationscentrum 
liegt  in  der  fixen  Sehne  und  zwar  im  Schnitte  derselben  mit 
derjenigen  Sehne  irgend  eines  der  erzeugenden  Kegelschnitte,  welche 
den  beiden  gewählten  Meridianen  entspricht. 

Um  das  Gesagte  nachauweisea,  nehmen  wir  außer  dem  gezeich- 
neten Meridiane  PiP„rM  noch  einen  zweiten  Meridian  an,  weicher 
durch  irgend  einen  Punkt  (3„  des  Kegelschnittes  ABPf^  gehe. 

Der  Punkt  Q,,  iu  welchem  der  zu  suchende  Meridian  den  Kegel- 
schnitt ABPj  schneidet,  wird  in  der  Collineation  der  beiden  Kegel- 
schnitte ASPg  und  ABPi  der  dem  Punkte  Q^  entsprechende  Punkt 
sein  müssen,  nachdem  die  betreffende  Meridianebene  durch  ■!t%,  also 
auch  durch  den  Scheitel  des  CoUineatioaskegels  geht.  Der  Punkt  Q^ 
würde  also  einfach  im  Schnitte  der  Geraden  C^Q^  mit  dem  Kegel- 
schnitte J.BP,  erhalten.  Es  entspricht  somit  iiueh  in  der  Collineation 
der  beiden  Kegelschnitte  ABP^  und  ABP,,   der  Sehne  Pf,Q„  die 
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Sehne  P,  ^,,  d.  h.  dia  beiden  Seiten  müssen  sich  in  einem  Punkte 
X  der  Collineationsachse  ^  treffen. 

Was  aber  von  dem  erzengendeo  Kegelschnitte  ABP^  gilt,  hat 
offenbar  auch  für  jeden  anderen  seine  Geltung;  es  geben  daher  alle 
Sehnen  FQ  durch  den  Punkt  x  der  fixen  Sehne. 

Je  zwei  Meridiane  liegen  also  auf  einem  Kegel,  dessen 
Seheitel  in  der  fixen  Sehne  gelegen  ist,  dieselben  sind  sonach  für  den 
bezeichneten  Punkt  als  Collineationseentrum  und  für  nn  als  CoUi- 
neationsachse  in  Collineation. 

Für  die  Meridiane  und  ihre  CoUineationeu  vertauschen  die  beiden 
Geraden  re  und  S,  ihre  EoUen. 

Die  Collineation  wird  speciell  zu  einer  Involution  für  awei 
Meridiane,  welche  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen.  Selbst- 
verständlich ist  diese  Involution  eine  ebene. 

Der  Collineationskegel  für  zwei  unendlich  nahe  lie- 
gende Meridiane  geht  in  einen  Kegel  über,  welcher  der  Fläche 
längs  des  Meridianes  umschrieben  ist.  Der  Scheitel  dieses 
Kegels  befindet  sich  im  Schnitte  der  entsprechenden  Tangente  eines 
der  erzeugenden  Kegelschnitte  mit  AB. 

Jedem  Meridiane  entspricht  sonach  ein  der  Fläche 
umschriebener  Kegel,  weshalb  die  Fläche  auch  als  Bnve- 
loppe  einer  Schar  von  Kegeln  aufgefasst  werden  kann,  deren 
Charakteristiken  die  aufeinander  folgenden  Meridiane  bilden  und 
deren  Scheitel  sämmtlich  auf  der  fisea  Sehne  liegen. 

Aus  den  erörterten  Erzeugungsweisen,  von  welchen  sich 
immer  je  zwei  einander  reciprok  entsprechen,  werden  sowohl 
die Constructionsmethoden  für  die  Bestimmung  des  ebenen  Schnittes, 
als  auch  jene  für  den  umschriebenen  Kegel  gefolgert  werden 
können. 

Hierbei  werden  sich  überdies  gewisse  allgemeine  Sym- 
metrieverhältnisse zwischen  deu  Punkten  der  sich  ergebenden 
Kesultate  geltend  machen,  welche  mit  Vortheil  sowohl  für  die  Con- 
trole,  als  auch  für  die  Vereinfachung  der  Construction  benutzbar  sind. 

§.  396. 

Für  die  uns  hier  vorliegende  Aufgabe  der  „S c  h a 1 1 e  n  c  o n- 
structioü"  ist  in  erster  Linie  die  Bestimm'ung  des  umschrie- 
benen Kegels  von  Wichtigkeit. 

Wir  wollen  ans  daher  zunächst  mit  diesem  Probleme  nochmals, 
so  weit  es  für  den  votliegenden  Zweck  wünschenswert  erseheint,  be- 
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sehäftigen  uüd  hierbei  gleichzeitig  die  Construction  des  sicht- 
baren Umrisses  der  Fläche,  welche  auf  gleicher  GruDdkge 
beruht,  mit  einbeziehen. 

Wie  bereits  aus  Früherem  bekannt,  wird  für  die  Constructioü 
des  sichtbaren  Umrisses  sowohl ,  als  auch  für  die  Ermittelung  der 
Selbstschattengrenze,  die  Fläche  als  Enveloppe  einer  Develop- 
pahlenschar  aufgefasst.  Als  solche  bieten  sich  sehr  einfach  die 
beiden  Scharen  der  längs  der  erzeugenden  Kegelschnitte  und 
der  Meridiane  umschriebenen  Kege!  dar.  Die  Tangenten  für  die 
Contour  der  Fläche  ergehen  sich  direct  in  den  Contonrerzeu- 
genden  der  umschriebenen  Kegei.  Die  Berührungspunkte  der- 
selben mit  der  betreffenden  Ke  gelleitlinie  bestimmen  zugleich  die 
Berührpunkte  für  die  Flächencontour, 

So  kann  beispielsweise  der  Fläche  längs  des  erzeugendeii  Kegel- 
schnittes ABPa  {Taf.  XXIV,  Fig.  164)  ein  Kegel  umschrieben  werden, 
dessen  Scheitel  in  kk  wnd  zwar  im  Schnitte  dieser  Geraden  mit  der 
Meridiantangente  im  Punkte  Pg  liegt.  Zieht  man  von  diesem  Scheitel 
die  äußersten  Tangenten  an  die  Curre  ABP„,  so  erhält  man  in 
derselben  lie  Contourerzeugenden  des  Kegels  und  somit  gleich- 
zeitig auch  die  Tangenten  für  die  Fläohencontour.  In  den 
betreffenden  Beruhrußgspnnkten  derselben  mit  der  Curve  ABP^  er- 
gehen sich  fdglich  die' zugehörigen  Contourpunkte. 

Fui  len  voiliegendeu  Fall  ist  die  Meridiantangente  inP,,  parallel 
zu  jTJi  der  um&chriebene  Kegel  projiciert  sich  demgemäß  als  Cyliuder; 
es  sind  dementspiechend  die  zu  irar  parallelen  Tangenten  an  ABPj 
Taa^enten  m  die   Contour   und   folglich  a  und  &  Punkte  derselben. 

Dei  der  Fliehe  längs  des  Kegelschnittes  AB P^  umschriebene 
Kegel  hit  einen  Scheitel  in  Ä,  (Schnitt  der  entsprechenden  Meridian- 
tangente  von  P,  mit  ?cji).  Die  Contourerzeugenden  S,T,  S,T' 
geben  wieder  Tangenten,  und  die  Berührpunkte  T,  T'  die  augehörigen 
Contourpunkte. 

Die  Contourerzeugenden  S^T,  S^T'  können  aber  auch  bestimmt 
werden,  ohne  den  Kegelschnitt  J.-BP[  benützen  zu  müssen,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  ABP„  und  ABP^  in  CoUineation  stehen.  Das 
Collineationscentrum  liegt,  wie  aus  dem  früher  Gesagten  hervorgeht, 
im  Schnitte  von  arjr  mit  Pf,Pu  d.  i.  in  (7, ;  die  Coliineationsachse  ist  £. 

Im  Systeme  des  Kegelschnittes  ABP„  entspricht  der  Geraden 
P,  S[,  welche  die  Coliineationsachse  in  a  schneidet,  die  Gerade  P^a 
und  somit  dem  Punkte  S\  jener  e, .  Die  Tangenten  e,  Tg  und  ff,  ?'„ 
aus  dem  letztgenannten  Punkte  an  die  Curve  ABP^  geben,  eatspre- 
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chend  in  das  zweite  System  zuriicligeführfc ,  die  gesuchten  Contour- 
tangenten  mit  den  zugehörigen  Berührungspunkten. 

SelbstTerständlieh  können  hei  dieser  Znrüekführuug  aweekmäßig 
die  Schnitte  »j,  i),  der  Tangenten  mit  der  Collineationsaehse  lienütat 
werden. 

Ist  einer  der  erzeugenden  Kegelschnitte  gefunden  resp.  ge- 
zeichnet, so  lääst  sich  in  der  angegebenen  Weise  die  Construction  für 
jeden  anderen  Kegelschnitt  auf  den  ersteren  mittelst  CoUineation 
übertragen    und   sodann  wieder  auf   den  entsprechenden  zurückfuhren. 

Man  kann  demnach  für  jeden  der  Kegelschnitte  J.BP  mit  Zu- 
hilfenahme des  gezeichneten  Grnndkegelschnittes  ÄBP^  ein 
Tangentenpaar  sammt  den  zugehörigen  Berührungspunkten 
für  die  Flächencon tour  erhalten. 

Die  Verbindungslinie  jedes  Paares  dieser  Contourpunkta  geht 
durch  einen  festen  Punkt  fi  der  fixen  Sehne,  welcher  der  zum  Schnitt- 
punkte (jr,  Q  von  ir  und  t  harmonisch  conjugierte  Punkte  in  Bezug 
auf  die  beiden  Fispunkte  A  und  B  ist. 

Um  letzteres  nachzuweisen,  betrachten  wir  die  Terbindungsgerade 
TT'  irgend  eines  Paares  der  Contourpunkte,  welches  dem  Kegelschnitte 
ABP,  entspricht.  Besagte  Gerade  ist  nichts  aadares  als  die  Polare 
des  Punktes  S,  in  Bezug  auf  den  genannten  Kegelschnitt  ABP,; 
ebenso  stellt  AB  die  Polare  des  Punktes  0,  dar,  in  welchem  sieh  die 
Kegelschnittstangenten  von  A  und  B  schneiden. 

Der  Schnitt  fi  der  beiden  Geraden  TT'  uud  AB  ist  somit  der 
Pol  der  Geraden  itit,  woraus  folgt,  da&s  die  vier  Punkte  A^B^  («,  0 
und  l  eine  harmonische  Keihe  bilden.  Nachdem  aber  die  drei 
Punkte  A,  B  und  (ttQ  für  alle  erzeugenden  Kegelschnitte  dieselben 
sind,  also  ungeändert  bleiben,  so  kann  duch  der  vierte  harmo- 
nische Punkt   X  seine  Lage  nicht   andern. 

Aus  dem  Gesagten  gehl  weiteib  her\or,  ddhs  alle  erzeugenden 
Kegelschnitte  den  Punkt  i.  als  Pol  und  jrjt  als  zugehörige  Po- 
lare gemein  haben  müssen. 

Es  wird  daher  irgend  ein  Punktepaar  TT'  der  Contourcurve 
durch  die  beiden  Punkte  X  und  {TT'^xit)  harmonisch  getrennt, 
oder  m'it  anderen  Worten,  die  Flächencontour  bildet  ein  involu- 
torisches  System  für  l  als  Involtitionseentrura  und  tcx 
als  luTolutionsaohse.  Entsprechende  Punkte  sind  die 
Punkte   eines  Paares. 

In  dieser  Involution  tritt  jene  Symmetrie  klar  zutage,  welche 
sieh  in  den  Contouren  von  Kotationsöäehen  und  Flächen  zweiter  Ord- 
nung in  parallel-perspectiviseher  Darstellung  jederzeit  geltend  macht. 
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Sowie  zur  Oonstructioa  der  Contour  von  Flächen  Kegel 
verwendet  wurden,  welche  der  Fläche  aus  Punktea  der  Geraden  uro  um- 
sehriebeu  werden,  ebenso  können  wir  auch  solche  Kegel  benutzen, 
derea  Scheitel  in  der  „fixen  Sehne"  AB  liegen,  und,  wie 
gezeigt,  die  Fläche  nach  Meridianen  berühren. 

So  erhalten  wir  beispielsweise  den  Scheitel  e  des  Kegels,  welcher 
dem  gezeichneten  Meridiane  F^F„^M  entspricht,  im  Schnitte  der 
zugehörigen  Tangente  P{,*  ^inea  der  erzeugenden  Kegelschnitte  {ABF„) 
mit  der  fisen  Sehne  Ä  B. 

Die  aus  b  an  den  Meridian  möglichen  Tangeuten  (eF)  liefern 
die  Contourerzeugenden  des  umschriebeaen  Kegeis  als  Tau- 
genten für  die  Flächencontour  gleichzeitig  mit  den  zugehörigen 
Berührungspunkten  (f). 

Mit  Hilfe  des  gefundeneu  Punktes  F  könnte  ein  weiterer  Punkt 
r'  in  folgeader  Weise  gefunden  werden, 

Es  bildet  nämlich  die  Tangente  sF  gleichzeitig  eine  Contour- 
erzeugende  des  Kegels,  welcher  der  Fläche  längs  des  Kegelschnittes 
^Br  umschrieben  wurde.  Der  Scheitel  dieses  umschriebenen  Kegeis 
fällt  nach  Sy.  Würden  wir  also  aus  Sy  die  zweitmögliche  Tangente 
an  ABr  führen,  so  erhielten  wir  in  derselben  auch  eine  weitere  Tan- 
gente für  die  Fläeheneontour  mit  dem  zugehörigen  Berührungspunkte. 

Zu  diesem  Behufs  überfuhren  wir  wieder  den  Kegelschnitt  ABF 
coliinear  in  den  Grnndkegelsehnitt  ABP^.  Das  Collineationscentrum 
ist  hiebei  Cy. 

Der  Tangente  in  r  eatsprioht  die  Tangente  in  P^,  daher  dem 
Scheitel  8y  der  Punkt  Sy.  Die  zweite  Tangente  aus  ßy,  welche  die 
CollineatioBsaehae  in  q  schneidet,  gibt,  entsprechend  zurückgeführt,  in 
Sy^  eine  Tangente  für  die  Contour  und  in  F'  den  zugehörigen  Be- 
rührungspunkt. 

Einfacher  würden  wir  übrigens  F'  auf  Grund  der  oberwähiiten 
InTolution  der  Contourcurve  erhalten  haben,  wenn  wir  F  mit 
fi  verbunden  und  den  vierten  harmonischen  Punkt  zu  den 
drei  Pankten  {FX,  Jijt),  i.  und  F  bestimmt  hätten. 

Weiters  seien  noch  die  Con tourpunkte  aufgesucht,  welche 
demjenigen  Meridiane  angehören,  dessen  Ebene  durch  das 
Projeetionscentrum  geht,  der  sich  also  in  der  Geraden  nit 
abbildet. 

Der  genannte  Meridian  ist  mit  dem  urprQnglich  gezeichneten  in 
Collineation  und  zwar  sind,  wie  bereits  vorher  angedeutet  wurde, 
je  zwei  Punkte,  welche  auf  dem  nämlichen  Kegelschnitte  liegen,  ent- 
sprechende Punkte. 
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Die  auf  dem  Kegelschnitte  ÄBP„  liegenden  Punkte  beider 
Meridiane  sind  P(,  und  0«;  wir  erhalten  denmaeh  das  C  oUineations- 
centrum  in  dem  Schnitte  v  der  Geraden  Po*^™  '^^^  ■^^■ 

Die  äußerste  Seeante,  welche  aus  v  gegen  den  Meridian 
PiPgl'M  gezogen  werden  kann,  oder  mit  anderen  Worten:  die  Tan- 
gente aus  dem  besagten  Punkte  v  ist  aber  mit  der  äußersten  Seeante 
an  den  Meridian,  welcher  in  nz  abgebildet  erseheint,  identisch. 
Wir  erhalten  somit  unmittelbar  im  Schnitte  Sm  der  Tangente  vM 
mit  ax  den  äußersten  Punkt  des  Meridians  srjr  und  damit 
gleichzeitig  den  gesuchten  Punkt  des  Plächenumrisses.  Die  Tangente 
in  diesem  Punkte  S„,  führt  durch  n,  was  schon  aus  dem  Umstände 
hervorgeht,  dass  Sm  ein  in  der  Involutionsachse  nr^r  gelegener 
Punkt  der  flächencontour  ist. 

Ähnlieh  wie  die  Bestimmung  der  Flächenoontour  gestaltet 
sich  die  Feststellnag  der  SelbstschatteBgrenae  für  irgend  ein 
Beleuchtungseentrum, 

Ist  L  das  Beleuohtungscentrum,  so  erhalten  wir  bekanntlich  die 
Contourpunkte  M  und  W  der  Selbstschattengrenze  in  den 
Berührungspunkten  der  aus  L  an  die  Contour  geführten 
Tangenten. 

Um  weitere  Punkte  der  schattenwerfenden  Curve  zu  1 
muss  offenbar  das  Beleuchtungsceutrum  noch  durch  irgf 
Bestimmuugsstüek  festgestellt  sein. 

Setzen  wir  beispielsweise  voraus,  es  wäre  die  Projection  L'  des- 
selben auf  die  Ebene  ABPg,  welche  nach  der  Richtung  der  Erzeu- 
genden des  der  Fläche  längs  ÄBPg  umschriebenen  Cyünders  gebildet 
wurde,  bestimmt,  so  ergeben  sich  sofort  zwei  anderweitige  Punkte 
der  Selbstsehat  tengrenz  e  in  den  Berührungspunkten  Z  und  II 
der  aus  L'  an  den  Kegelschnitt  ÄBP„  geführten  Tangenten. 

Andere  Punkte  dieser  Trennungsiinie  zwischen  Licht  und 
Schatten  erhalten  wir  in  ähnlicher  Weise,  indem  wir  jene  in  der 
Berühruugscurve  liegenden  Punkte  der  Selbstschattenerzeugenden 
suchen,  welche  dem  der  Fläche  umschriebenen  Kegel  entsprechen. 

Wir  führen  zu  diesem  Behufe  durch  das  Beleuchtungscentrum 
und  den  Kegelscheitel  eine  Gerade,  suchen  ihren  Schnitt  mit  der 
Ebene  der  Berührungscurve,  führen  aus  dem  besagten  Schnittpunkte 
an  die  eben  genannte  Curve  die  möglichen  Tangenten  und  bestimmen 
deren  Berührungspunkte.  Die  letzteren  gehören  selbstyerständlicb  der 
zu  bestimmenden  Selbstschattengrenae   an. 

So  schneidet  beispielsweise  die  Gerade  LS,  die  Leitlinienebene 
ABPj^  des   entsprechenden  Kegels  in  ^.    Die  Berührungspunkte  III 
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und  i"F  der  aus  J  an  ABF,  geführten  Tangenten  lieferu  bereits 
Pnnkte  der  Selbatschatteacurve. 

Der  Punkt  ^  muss  offenbar  in  der  Schnittlinie  der  Ebene  re  L 
mit  der  Ebene  ÄBP,  liegen.  Die  Ebene  ^BPo  wird  von  der  Ebene 
srL  in  der  Geraden  L0„,  die  fixe  Sehne  AS  also  in  dem  Punkte  ß 
getroffen.  Durch  diesen  Punkt  ß  und  den  Schnitt  0,  der  Geraden  mit 
mit  ABP^  ist  sodann  die  obverlangte  Schnittgerade  bestimmt,  in 
welcher  der  Punkt  z/  liegt. 

Wie  !eicht  einzusehen,  können  die  vorbeaeichaeten  Berührungs- 
punkte auch  durch  eollineare  Übertragung  der  Construction  auf 
den  Kegelschnitt  ABP„  gefunden  werden,  ohne  erst  veranlasst  zu 
sein,  den  Kegelschnitt  ABP^  zeichnen  zu  müssen- 

Aus  ähnlichen  Gründen,  wie  wir  diese  gelentlich  der  Construction 
der  Contourcurve  näher  erörterten,  lässt  sich  auch  hier  der  Nachweis 
erbringen,  dass  jede  Verbindungslinie  eines  in  der  besprochenen  Weise 
erhaltenen  Punktepaares  der  Selbstschattengrenze  durch 
einen  festen  Punkt  k  der  „fixen  Sehne"  gehen  müsse.  Der  ge- 
nannte Punkt  k  ist  der  zu  den  drei  Punkten  A,  B,  fi  —  welche  für 
jeden  der  erzeugenden  Kegelschnitte  unverändert  bleiben  — 
gehörige  vierte  harmonische  Punkt.  Derselbe  muss  somit  auch 
constant  bleiben. 

Die  Eaumcurve,  welche  durch  die  entwickelte  Selbstsehatten- 
grenze  gebildet  wird,  liegt,  in  Bezug  auf  X  als  Involutionscentrum 
und  die  Ebene  (Xw)  als  Involutionsebene,  involutorisch. 

Auch  diese  allgemeine  Eigenschaft  werden  wir  in  der  parallel- 
projeetivischen  Darstellung  der  eigentlichen  Rotationsflächen  für  Pa- 
rallelbeleueheung,  als  orthogonale  Symmetrie  specialisiert  finden. 

§.  397. 

Die  Eatwickelung  der  beiden  speciellen  Familien  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  und  der  eigentlichen  Rotationsflächen  aus  dem  eben 
behandelten  Elächentypus  unterliegt  somit,  auf  Grund  der  gepflo- 
genen Erörterungen,  keinem  Anstände.  Insbesondere  erhalten  wir  eine 
Fläche  zweiter  Ordnung,  wenn  der  Meridian  ein  Kegel- 
schnitt von  solcher  Beschaffenheit  ist,  dass  für  denselben  der  in 
seiner  Ebene  liegende  Punkt  £1  (Taf.  XXIV,  Pig.  164)  der  fisen  Sehne 
ABf  der  Pol  der  Geraden  stjt  wird. 

In  den  hervorgehobenen  Eigenschaften  der  eben  entwickelten 
Fläche,  namentlich  in  den  bis  zu  einem  gewissen  Grade  reeiproken 
Beziehungen  der  beiden  Geraden  jik  und  tt,  treten  neuerlich  die 
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Urbilder  der  Polareigeiischaftea  der  riäehen  zweiter  Orduung 
klar  hervor  und  waren  es  gerade  diese  Eigenschaften,  welche  hei  den 
Flächen  zweiten  Grades,  namentlich  bei  den  elUptischea,  in  einer  ähn- 
lichen Form  wie  hier  als  Grundlage  der  dort  durehgeführteo  Con- 
structionen  dienten. 

Die  Kotationafläohen  im  engeren  Sinne  entstehen  aus  der 
oben  besprochenen  Fläche,  wena  die  fiseSehne  unendlich  ferne 
liegt,  die  gemeinsamen  Punkte  A  und  B  in  die  imaginären 
Kreispunkte  derselben  übergehen,  und  die  Gerade  aar  senkrecht 
zu  der  durch  die  unendlich  ferne  fixe  Sehne  repräsentierte 
EbenenstelluDg  angenommen  wird. 

Das  Büschel  der  erzeugenden  Kegelschnitte  übergeht  diesfalls 
in  ein  System  von  parallelen  Kreisen  (Parallelkreise),  deren 
Mittelpunkte  in  jener  Geraden  atir  liegea,  welche  senkrecht  ku  den 
Kreisebenen  steht. 

Die  CoUineationskegel  awischen  je  zvcei  Parailelkreisen, 
sowie  sämmtliche,  längs  der  Parallelkreise,  der  Fläche  umschriebenen 
Kegel  sind  hier  senkrechte  Kreiskegel,  während  die  CoUineations- 
■und  ßerührungskegel  der  Meridiane,  weiche  ihre  Scheitel  auf  der 
unendlich  fernen  fixen  Sehne  haben,  in  Collineations-  undBerüii- 
ruagscylinder  übergehen.  Die  Collineation  zweier  beliebiger  Me- 
ridiane wird  hier  zur  Congruenz;  die  Involution  der  ia  einer  Ebene 
liegenden  Meridiane  zur  orthogonalen  Symmetrie, 

In  central-projectiviacher  Darstellung  nehmen  diese 
speciellen  Eigenschaften  der  Rotationsflächen  wieder  ihre  all- 
gemeine Gestalt  an  und  schließt  sich  deshalb  die  allgemeine 
Darstellungsweise  der  eigentlichen  Kotationsüachen  dem  eben  be- 
sprochenen Fall  vollkommen  an.  Der  einzige  Unterschied  bleibt  nur 
der,  dass  hier  die  gemeinsamen  Punkte  Ä  und  B  der  fixen  Sehne 
AB  unter  allen  Umständen  imaginär  werden  und  als  solche  durch 
die  Involution  conjugierter  Pole  auf  der  fixen  Sehne  gegeben 
sein  müssen. 

§.  398. 

99.  Aufgabe.  Eine  Rotationsfläche  ist  durch  die  Fluchttrace 
der  Parallelkreiaebene  £„  (fixe  Sehne) ,  durch  die  Bilder  A  A,  und 
BB,  zweier  conjugierter  Durohmesser  eines  der  Parallelkreise,  ferner 
dnrch  das  Bild  nar  der  Achse  und  das  Bild  eines  Meridians  ArM, 
welcher  in  der  Ebene  AÄ,rtn  liegt,  gegeben;  es  ist  für  eiue  vor- 
liegende Lichtquelle  L  die  Trennungslinie  zwischen  Liciit  und  Schatten 
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Das  Bild  des  Parallelkreiaes  ÄÄ,BB^  (Taf.  XXIV,  Fig.  165) 
für  welches  sich  die  bezeicbneten  Durclimesser  ÄAj  und  BB,  als 
conjugierte  Sehnen  darstellen  werden,  kann  unmittelbar  nach  den 
gegebenen  Bestimmnngsstüeken  gezeichnet  werden,  indem  wir  außer 
den  vier  Punkten  Ä,  Ä,,  B  und  .B,  noch  die  zugehörigen  Tangenten 
ermitteln,  welche  in  den  Fluchtpunkten  »,  und  v^  der  entsprechenden 
Durchmesser  verschwinden. 

Die  Diagonalen  dieses  Tangentenyierseits  liefern  die  ßich- 
tungen  von  zwei  weiteren  conjugierten  Sehnen,  welche  in  ihrem 
Schnitte  mit  E^  und  im  Vereine  mit  den  Punkten  v,  und  v^  die 
imaginären  Endpunkte  der  fixen  Sehne  als  Doppelpunkte  der 
hiedurch  gegebenen  Involution  bestimmen. 

Der  der  Pläcbe  längs  des  Parallelkreises  J.B^,  JS,  umschriebene 
Kegel  hat  seinen  Scheitel  in  *S,.  Mit  Zuhilfenahme  desselben  finden 
wir  die  Contour punkte  a  und  a^  sammt  den  zugehörigen  Tan- 
genten. Anderweitige  Contourpunkte  wurden  analog  der  Bestimmungs- 
weise festgestellt,  wie  sie  im  vorhergehenden  Falle  besprochen  wurde» 
Durch  dieselben  Betrachtungen  wie  dort,  findet  man  auch,  dass  die 
Contour  für  nrji  als  Achse  und  ji  als  Involutionscentrum  ein  ebenes 
involutorisches  System  bildet, 

Ist  L  das  Bild  der  Lichtquelle,  so  ergeben  sieb  direct  in  den 
Berührungspunkten  {N)  der  aus  L  geaogeneu  Tangenten  die  Contour- 
punkfce  der  Selhstsehattengrenze. 

Um  weitere  Punkte  der  schattenwerfenden  Curve  zu  er- 
halten, nehmen  wir  behufs  näherer  Bestimmung  des  Beleuchtungs- 
ceutrums  an,  dass  beispielsweise  der  Schnitt  jener  Geraden,  welche  den 
Scheitel  Si  mit  L  verbindet,  mit  der  Ebene  des  gezeichneten  Parallel- 
kreises in  ^a  erfolge.  Dies  vorausgesetzt,  ergeben  sich  sofort  Punkte 
der  Selbstschattengrenze  in  den  Berührungspunkten  P  und  Q  der  Tan- 
genten aus  Ja  an  den  Parallelkreis  AÄ^BB,. 

Die  im  Farallelkreise  F  liegenden  Punkte  werden  erhalten,  wenn 
L  mit  dem  Scheitel  Sc  des  zugehörigen  Kegels  verbunden  wird  und 
aus  dem  Schnitte  Je  dieser  Verbindungsgeraden  mit  der  Ebene  des 
genannten  Parallelkreisea  die  Tangenten  an  diesen  geführt  werden 
Der  Schnittpunkt  Je  liegt  in  der  Schnittlinie  der  Liehtebene  (L,  an) 
mit  der  Parallelkreisebene.  Für  die  besagte  Schnittlinie  ergibt  sich 
unmittelbar  ein  Punkt  m,  in  welchem  ft-n  die  Parallelkreisebene 
schneidet.  Derselbe  ist  in  der  Verbindungsgeraden  ^v^  gelegen.  Ein 
fernerer  Punkt  ist  ß,  d.  i.  der  Verschwindungspunkt  der  Schuittiinie 
^aO  der  nämlichen  Lichtebene  mit  dem  Farallelkreise  AA^BB^. 
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Das  Führen  der  Tangenten  aus  ^^  an  don  Parallelkrois  7'  wurde 
colliuear  auf  den  gezeichnet  vorliegenden  Parallelkreis  übertragen. 
Hierbei  gelangt  z/c  naeh  z/^.  Die  Berülirungspunkte  r  und  iv  der 
Tangenten  aus  dem  genannten  Punkte  entsprechend  zurückgeführt, 
geben  in  Ti  und  TT  die  verlangten  Punkte   der  Selbstschattengrenze. 

Auch  hier  stellt  sieh  selbstverständlich  wieder  heraus,  dass  die 
Verbindungslinien  eiues  Paares  dieser  Punkte  der  Selbst- 
sehattengrenze  durch  einen  festen  Punkt  X  der  fixen  Sehne  £„ 
gehen  und  dass  die  Punkte  eines  Paares  im  Räume  einander  in- 
volutorisoh  zugeordnet,  sind. 

Nachdem  aber  l  das  Bild  eines  unendlich  fernen  Punk tes 
darstellt,  geht  diese  räumliche  Involution  in  eine  „Symmetrie" 
über,  welcher  Umstand  nichts  aaderes  aussagt,  als  dass  die  Selbst- 
B  ch  attengreuBQ  der  Eotationsflächea  im  Räume,  in  Bezug 
auf  die  durch  die  Kotationsachse  geführte  Lieh  toben  e, 
symmetrisch  sei. 

Die  Modificationen ,  welciie  die  Constructioa  für  „parallel- 
projecti visehe  Darstellung"  erfahrt,  ist  unschwer  festzustellen. 

Das  Bild  der  „fixen  Sehne"  rückt  diesfalls  in  unendliche 
Ferne,  woraus  folgt,  dass  die  Bilder  der  Parallelkreise,  nach- 
dem alle  dieselben  beiden  unendlich  fernen  Punkte  enthalten,  unter- 
einander ähnlich  sein  werden. 

Die  CoUiaeation  der  Meridiane  wird  in  dieser  Darstellung  zur 
Affinität;  die  Involution  zweier  in  der  nämlichen  Ebene  liegender 
Meridiane  wird  zur  Symmetrie,  welch  letztere  im  allgemeinen  eine 
schiefe  seia  wird. 

Hiedurch  wird  selbstverständlich  eine  nicht  unwesentliche 
Vereinfachung  der  in  den  vorhergehenden  Beispielen  vollführten 
Construetionen  eintretea,  wie  durch  die  Lösung  des  folgenden  Pro- 
blems gezeigt  werden  soll. 

§.  399. 

100.  Ätifgalie.  Eine  Rotationsfläohe  ist  durch  die  Bilder  zweier 
conjugierten  Durchmesser  AA^  und  i'-B,  eines  Parallelkreises,  durch 
jenes  02r  der  Rotationsachse  und  durch  das  GFACJi  eines  Meri- 
dians, vireleher  in  der  Ebene  A022  liegt,  gegeben;  es  ist  für  Parallel- 
belenchtung  unter  der  Voraussetzung,  dass  l  das  Bild  der  LicW- 
strahlenrichtung  und  V  das  Bild  der  Projection  auf  eine  der  Paral- 
lelkreisebeneB  vorstellt,  die  Trennungslinie  zwischen  Licht  und 
Schatten  (Selbstsehattengrenze)  zu  bestimmen. 
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Der  der  Fläche  längs  des  gezeichneten  Pavallelkreises  A  B  Ä^JB, 
(Taf.  XXIV,  Fig.  166)  umschriebene  Eotationskegel  hat  seinen 
Scheitel  iu  dem  Schnitte  der  Meridiantangente  im  Funkte  A  mit  der 
Rotationsachse,  diesfalls  (d.  i.  in  unserer  Constructionszeichnung)  also 
im  Unendlichen.  Die  zugehörigen  Coutourerzeugenden  liefern 
zwei  Tangenten,  während  derea  Berührungspunkte  a  und  a,  ent- 
sprechende Punkte    der  Contour   hestimmen. 

In  gleicher  Weise  wird  der  der  Fläche,  längs  eines  Parallel- 
kreises in  F  umschriebene  Kegel,  dessen  Scheitel  S^  sei,  zwei 
Paukte  f  und  /",,  sammt  den  zugehörigen  Tangenten  für  die  Contour 
bestimmen.  Bemerkt  sei  diesbezüglich  nur,  dass  diese  Punkte,  analog 
der  in  den  Yorhergegangenea  Beispielen  gewählten  Bestimmungaweise, 
durch  Transformation  des  Parallelkreises  F  auf  den  gezeichnet 
vorliegenden  Parallelkreis  J. 5  J.,B,  gefunden  wurden.  Als  Ähulich- 
keitspunkt  zwischen  beiden  Parallelkreisen  wurde  der  Punkt  2? 
benützt. 

Der  in  der  Achse  gelegene  Contourpunkt  M  ergibt  sich  auf 
Grund  vorausgeschickter  Erörterungen  im  Schnitte  von  .SO  mit  der- 
jenigen Tangente  r,  welche  an  den  gezeichnet  vorliegenden  Meridian 
G-FAGR  parallel  zu  Äa^  geführt  wurde. 

Die  Involution  der  Conto urcurve  wird  hier,  für  MI^  als 
Symmetrieachse  und  für  aa,  als  Eichtung  der  Symmetrie- 
Strahlen,  zur  „Symmetrie".  Zu  den  besagten  Strahlen  ist  auch 
die  Tangente  t  des  Contourpunktes  M  parallel. 

Für  die  vorausgesetzte  Parallelbeleuchtiing  werden  die  der 
Fläche  längs  der  Parallelkreise  in  A  und  G  umschriebenen 
Kegel  in  Cylinder  übergehen.  Wir  erhalten  sonach  für  die  be- 
sagten Parallelkreise  unmittelbar  je  zwei  Punkte  der  Selbstschatten- 
grenze in  den  Berührungspunkten  P,  P,  und  p,  p,  der  zu  V  pa- 
rallelen Tangenten  an  den  betreffenden  Parallelkreis. 

Um  für  irgend  einen  Parallelkreis  F  die  Punkte  der  Selbst- 
sehattengrenze  zu  ermitteln,  legen  wir  durch  den  Scheitel  S/  des 
entsprechenden  umschriebenen  Kegels  den  Lichtstrahl  l,  suchen 
dessen  Schnitt  ä  mit  der  genannten  Parallelkreisebene  und  führen 
aus  dem  so  gefundenen  Punkte  d  die  Tangenten  an  den  Parallelkreis. 
Die  hier  angedeutete  Constructiou  wurde,  sowie  die  Bestimmung 
der  betreffenden  Contourpunkte ,  durch  Transformation  des  Kegels 
{F,  Sf)  auf  den  Kegel  ABA^B^S  vollzogen  und  wurden  sodann  die 
hiedurch  erhaltenen  Punkte  x  und  y  entsprechend  nach  X  und  Y 
zurückgeführt. 
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Die  VerbindangBgeraden  der  so  ermittelten  Puuktepaare 
sind  untereinander  parallel  und  ist  ihre  Kiehtting  jener  von  l'  con- 
jiigiert.  Jede  dieser  parallelen  Sehnen,  welche  durch  die  genannten 
Puuktepaare  bestimmt  sind,  wird  durch  die  aur  Lichtstrahlen- 
richtung parallele  Meridiaaebene  halbiert.  Hieraus  folgt 
unmittelbar  wieder  die  in  den  früheren  Beispielen  mehrfach  erwähnte 
Symmetrie  der   Selbs tsehattengrenae. 

Mit  Zugrundelegung  dieser  Symmetrie  können  auch  leicht  der 
höchste  und  tiefste  Punkt  dieser  Trennungslinie,  oder  was 
dasselbe  ist,  der  schattenwerfenden  Curve  gefunden  werden. 

Besagte  Punkte  liegen  in  dem  zur  Lichtstrablenrichtung 
parallelen  Meridiane,  die  vorerwähnten  parallelen  Sehnen  uber- 
gehen  in  parallele  Taagenteu  und  die  Berührungspunktp  dieser  Tan- 
genten ,  welche  zur  orthogonalen  Projection  des  Liohtsti  ahle»  auf  die 
Ebene  des  genannten  Meridians  parallel  sind,  bestimmen  die  \eilingten 
Punkte.  Bezöglich  der  nähereu  Ausführung  der  hierher  gehoiigen 
Constructionen  kann  auf  die  in  §.  380  gegebenen  Andeutungen  ver- 
wiesen werden. 

Die  Contourpunkte  der  Selbstschattengreuze  erhält 
man,  wie  in  allen  aaderen  Fällen,  ia  den  Berührungspunkten  N 
der  zur  Lichtstrahlenrichtung  parallelen  Tangenten  an  die  Oontour  der 
Fläche. 

§.  400. 

Aus  den  durchgeführten  Problemen  ist  zu  ersehen,  wie  irgend 
welche  Punkte  der  Selbstscfaattengrenze  für  allgemeiue  und  speeielie 
Rotationsflächen  erhalten  werden  können. 

Sollen  Tangenten  an  die  sehattenwerfende  Curve 
direet  eoustruiert  werden,  so  müssen  —  abgesehen  von  .den  verein- 
zelten Tangenten,  welche  sieh,  aus  den  Symmetrieverhältnissen  der 
Curve  entspringend,  in  den  höchsten  und  tiefsten  Punkten  ergeben  — 
die  Flächen  zweiter  Ordnung,  als  Vermittler,  zu  Hilfe  genommen 
werden. 

Wir  gehen  hierbei  von  dem  durch  eine  Grenz  -  Betrachtung 
sich  unmittelbar  ergebenden  Satze  aus,  dass  die  Tangente 
irgend  eines  Punktes  der  Selbstschatfcengrenze  für  eine 
beliebige  Fläche  mit  der  Tangente  an  die  Selbstschatten- 
grenze derjenigen  Fläche  zweiter  Ordnung  identisch  sei, 
weiche  die  Fläche  in  dem  gegebenen  Punkte  osculiert. 

Die  Tangente  der  Selbstsehatten  grenze  einer  Fläche  zweiter 
Ordnung  —  eine  punktförmige  Lichtc[uelle  vorausgesetzt  —  kann  aber 
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höchst  einfach  constrniert  werden.  Dieselbe  ist  nämlich,  nachdem  die 
Berührungseurve  des  Lichtkegels  eiiie  ebene  Curve  ist,  der  Schnitt 
ihrer  Ebene  mit  der  Tangentialebene  in  dem  betreffenden  Punkte. 

Ist  demnach  die  Tangente  irgend  eines  Punktes  der  Selbst- 
schattengrenze au  construieren ,  so  werden  wir  zunächst  die  oscu- 
lierende  Fläche  zweiter  Ordnung  in  diesem  Punkte  zu  be- 
stimmen haben. 

Die  Fläche  zweiter  Ordnung  ist  jedoch  durch  die  bloße  Voraus- 
setzang  der  Osculation  in  dem  betreffenden  Punkte  noch  nicht  hin- 
länglich bestimmt.  Für  den  vorliegenden  Fall  dürfte  es  Bweckmäßig 
sein,  diese  dadurch  festzustellen,  dass  vorausgesetzt  wird,  die  Oscu- 
lation solle  in  allen  Punkten  des  entsprechenden  erzeugenden 
Kegelschnittes  (Paralleikreises)  stattfinden. 

Eine  derartige  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  erhalten,  wenn 
statt  des  Meridianes  ein  Kegelschnitt  substituiert  wird, 
welcher  den  Meridian  in  dem  entsprechenden  Punkte  osculiert  und 
gleichzeitig  die  Eigenscbaft  besitzt,  dass  er  nach  der  zugrunde  gelegten 
Erzeugnngs  weise  thatsächlich  eine  Fläche  zweiter  Ordnung  liefere. 
Letzteres  ist,  wie  wir  bereits  wissen,  dann  der  Fall,  wenn  der  Schnitt- 
punkt der  fixen  Sehne  mit  der  Meridianebene  und  die  Polachse,  be- 
ziehungsweise Pol  und  Polare  in  Bezug  auf  den  substituierten 
Kegelschnitt    sind. 

Da  die  Osculation  mit  dem  Meridiane,  mit  der  Angabe 
dreier  Punkte  gleichwertig  ist,  so  erhellt  unmittelbar,  dass 
dieser  Kegelschnitt  hiedurch,  sowie  durch  das  Vorhandensein  eines 
Punktes  als  Pol  und  einer  Geraden  als  zugehörige  Polare  vollkommen 
bestimmt  sei. 

Wollten  wir  also  beispielsweise  zu  der  in  Fig.  164,  Taf.  XXIV, 
dargestellten  Fläche  die  dieselbe  längs  des  Kegelschnittes -4£Po 
osculierende  Fläche  zweiter  Ordnung  construieren,  so  hätten 
wir  statt  des  Meridianes  P,  P^  F  einen  Kegelschnitt  zu  setzen,  welcher 
den  Meridian  in  Py  osculiert,  und  für  welchen  ß  und  a7t  beziehungs- 
weise Pol  und  Polare  sind. 

Construieren  wir  den  Krümmungskreis  für  das  Meridian- 
bild  im  Punkte  P^,  so  ist  dieser  zugleich  auch  Krömmungskreis  für 
das  Bild  des  oaculierenden  Kegelschnittes. 

Mit  Hilfe  der  harmonischen  Eigenschaften  von  Pol  (Sl)  und 
Polare  (nir)  können  wir  außerdem  auch  den  dem  Punkte  P„  inrolu- 
t  orisch  entsprechenden  Punkt  sammt  der  zugehörigen  Tangente 
leicht  bestimmen. 
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Für  das  Bild  des  zu  suchenden  Kegelschnittes  keEnen 
wir  somit  den  Kriimmungskreia  im  Puakte  F„,  ferner  einen  ander- 
weitigen Punkt  sammt  Tangente;  es  kann  dieses  Büd  daher  anstandslos 
als  die  zum  gezeichneten  Kreise  coUineare  Figur  vervollständigt 
werden.  Hierbei  stellt  P^  das  CollineatioLscectruna  und  gleichzeitig 
einen  Punkt  der  Collineationsachse  dar. 

Ist  dieser  Kegelschnitt  und  durch  denselben  auch  die  längs 
ÄSPg  osculierende  Fläche  zweiter  Ordnung  bestimmt,  so  wird  man 
die  Ebene  der  Berührungscurve  des  ihr  aus  dem  Punkte  i  um- 
schriebenen Kegels,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Polar  ebene  des 
Punktes  L  ermitteln  und  deren  Schnitte  mit  den  Tangentialebenen 
der  Fläche  in  J  und  //  construieren,  um  hiedurch  die  entsprechen- 
den Tangenten  der  Selbstschattengrenze  dargestellt  zu  er- 
balten. 

Wäre  der  Punkt  F„  gleichzeitig  ein  Inflesionspunkt  des 
Meridians,  so  würde  der  den  Meridian  osculierende  Kegelschnitt  mit 
der  Inflesionstangente,  und  die  osculierende  Fläche  zweiter  Ordnuug 
mit  dem  der  Fläche  längs  des  betreffenden  Parallelkreises  umschrie- 
benen Kegelfiäche  identisch  sein.  In  diesem  Falle  gehen  daher  die 
Taugenten  der  Selbstsehattengrenae  durch  den  Scheitel 
des  umschriebenen  Kegels. 

Ein  Beispiel  dieser  Art  veranschaulicht  Fig.  166,  Taf.  XXIV, 
Die  längs  des  Parallelkreises  F  osculierende  Fläche  zweiter  Ordnung 
ist  durch  den  Kegel  {F,  S/)  repräsentiert.  Es  werden  hier  somit  die 
Tangenten  der  entsprechenden  Puakte  x  und  y  der  Selbstschatten- 
grenze  direct  in  den  Verbindungsgeraden  mit  dem  Kegelscheitel  S/ 
erhalten. 

Der  hier  angeführten  Constructioiismethode  der  Tan- 
genten entnimmt  man  immittelhar,  dass  einer  Discouuität  in 
der  Krümmung  des  Meridians  auch  eine  Discouuität  der 
Tangenten  der  Selbstschattengreuze  entsprechen  werde. 

Wäre  beispielsweise  der  Meridian  aus  einzelnen  endlich  großen 
Kreisbögen  verschiedener  Krümmung  zusammengesetzt,  welche 
sieh  in  den  Endpunkten  berührend  aneinander  schließen ,  so  wird 
jeder  Berührungsstelle  ein  vorspringender  Punkt  der  Tren- 
nungslinie zwischen  Licht  und  Schatten  entsprechen. 

Die  sämmtiichen  Taugenten  eines  Punktes  einer  beliebigeu  Fläche 
bilden,  wie  aus  früher  erzielten  Resultaten  au  ersehen,  ein  iavoluto- 
risches  Strahlenbüsehel,  indem  diese  mit  jenem  Büschel  iden- 
tisch sind,  welches  der  die  gegebene  Fläche  im  betreffenden  Punkte 
oseulierenden  Fläche  zweiter  Ordnung  entspricht. 


y  Google 


519 

Die  Strahlen  eines  Paares  sind  in  der  Weise  einander  ver- 
tauschbar zugeordnet,  dass  immer,  einer  dieser  Strahlen  die  Er- 
zeugende irgend  einer  der  Fläche  nmseliriebeiien  Develop- 
pablen,  der  andere  Strahl  aber  die  Tangente  der  zugehörigen 
Bernhrungscurve  ist. 

Die  Doppelstrahlen  des  besagten  Büschels  sind  in  Bezug  auf 
die  oseulierende  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  den  durch  den  an- 
genommenen Punkt  gehenden  geradlinigen  Erzeugenden,  bezüglicli 
der  gegebenen  Fläche  dagegen  mit  des  Inflexionstangenten 
identisch. 

Kennt  man  also  die  laflexionstangenten  eines  Punktes  der 
Fläche,  so  kann  man  die  Tangente  der  Selbstschattengreiine 
für  irgend  einen  die  FlSche  im  genannten  Punkte  streifenden  oder 
berührenden  Lichtstrahl  ans  der  Eigensßhaft  eoristruieren ,  dass  die 
Doppelstrahlen  eines  Büschels  die  Strahlen  jedes  einzelnen 
Paares    harmonisch    trennen. 

Die  Construction  etwa  vorkommender  Schlagschatten  auf 
irgend  eine  Kbene  oder  auf  eine  beliebige  Fläche,  welche,  wie  bereits 
bekannt,  mit  der  Bestimmung  des  Schnittes  von  Kegel-  oder 
Cylinderflächen,  durch  weicho  der  Schattenraum  abgegrenzt  wird, 
identisch  ist,  reduciert  sich  im  allgemeinen  wieder  auf  die  Auf- 
suchung des  Schnittes  einzelner  Geraden  mit  der  vorgenannten 
Ebene  oder  Fläche. 

Es  kann  somit  bezüglich  der  principiellen  Lösung  auf  das 
Aufsuchen  der  Schnitte  von  Kegel-  und  Cylinderflächen  mit  irgend 
welchen  beliebigen  Flächen  ohneweiters  verwiesen  werden. 

Von  den  allgemeineren  Darstellungsarten  auf  specielle  über- 
gehend, wollen  wir  das  Gesagte  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern 
suchen. 

g.  401. 

W1.  Aufgabe.  In  centraler  Projection  ist  die  Hälfte  irgend  einer 
Rotationsfläche,  welche  durch  einen  zur  Bildebene  parallelen  Meri- 
dian abgegrenzt  wird,  gegeben;  es  sind,  unter  Voraussetzung  von 
ParaUelbeleuehtung ,  die  vorkommenden  Schatten  ins  Innere  der 
Fläche  sowohl,  als  anch  auf  die  6-rundebene  zu  bestimnieB, 

Der  Fluchtpunkt  der  parallelen  Lichtstrahlen  sei  v  (Taf.  XXIV, 
Fig.  167).  Ist  Ä,  6n  die  Rotationsachse  (vertieal),  admCM  der  zur 
Bildebene  parallele,  die  Flächenhäifte  begrenzende  Meridian,  und  ist 
gg  der  Schnitt  der  Meridianebene  mit  der  Grundebene,  so  können  wir, 
unbeschadet  der  richtigen  Lösung  dos  gestellten  Problems,  den  gezeich- 
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iieten  Meridian  als  direct  in  der  Bildebene  liegend  ansehen;  der  Scbnifct 
gg  seiner  Ebene  mit  der  Grundebeae  wird  sodann  dieser  Anaabme 
entsprechend  mit  der  Grundlinie  zusammenfallen. 

Da  der  Haupt-  oder  Augpunkt  A,  den  gemaehtön  Voraus- 
setzungen gemäß,  innerhalb  des  nunmehr  io  der  Bildebene  liegenden 
Meridians  lUllt,  wird  die  Contour  des  darzustellenden  Mächentheiles 
durch  die  vereinigten  Meridiane  a(?j»C  und  Mnfh  und  durch  das 
Bild  des  halben  Parallelkreises  ach,  welcher  auf  bereits  bekannte 
Weise  verzeichnet  wird,  gebildet. 

Um  zunächst  die  Selbstschattengrenze  zu  bestimmen, 
machen  wir  von  Kegeln  Gehrauch,  welche  der  Fläche  längs  der 
Parallelkreise  umsehrieben  sind.  Die  Schnitte  der  Selbstsehatten- 
erzeugenden  dieser  Kegel  mit  ihrer  Leitlinie  gehören  der  Seibstschatten- 
grenze  an. 

Der  der  Tläche  längs  des  Parallelkreises  aeb  umschriebene 
Kegel  bat  seinen  Seheitel  in  S;  die  in  die  Bildebene  umgelegte 
Leitlinie  ist  der  über  ah  beschriebene  Halbkreis. 

Die  orthogonale  Bildöächprojection  des  durch  8  parallel  au  Av 
geführten  Lichtstrahles  ist  So';  die  in  die  Bildebene  umgelegte  Pro- 
jeetion  auf  die  Parallelkreisebene  ah  erscheint  durch  odg,  d,  i.  durch 
die  Parallele  zur  Verbindungsgeraden  des  um  die  Horizontslinie  um- 
gelegten Projectionscentrums  0  mit  der  Grundflächprojection  v'  des 
Fluchtpuaktes  v  der  Liebtstrahleu ,  dargestellt.  Der  in  die  Bild- 
ebene umgelegte  Schnitt  des  Lichtstrahles  mit  der  Parallelkreisehene 
■ist  somit  6^.  Der  Berührungspunkt  y«  der  ton  ij„  an  den  oberwähnten 
Halbkreis  geführten  Tangente  d„y„  gibt,  in  die  centrale  Projection 
übertragen,  in  y  den  verlangten  Punkt  der  Selbatschattengreaze. 
Derselbe  Gedankengang  kann  aucii  bezüglich  der  Construction 
des  in  dem  Halbkreise  df  liegenden  Punktes  der  zu  bestimmenden 
„Trennungscurve"  eingehalten  werden.  Der  der  Fläche  längs  des 
genannten  Parallelkreises  umschriebene  Kegel  hat  seinen  Scheitel  in 
5j;  die  Projection  des  durch  Ä,  gelegten  Lichtstrahles  ist  durch  8^v 
festgestellt.  Die  Projection  des  Schnittes  dieses  Lichtstrahles  mit 
4er  Parallelkreisebene  (hier  Horizontsebene)  ist  ^. 

Wird  der  Parallelkreis  sammt  der  zugehörigen  Lichtstrahlen- 
projection  in  die  Bildebene  umgelegt,  so  ist  ersterer  der  über  df 
beschriebene  Kreis,  letztere  die  zu  Oif  parallele  Gerade  0[Z/„.  In 
■dieser  umgelegten  Projection  des  Lichtstrahles  ergibt  sich  direct  die 
'Umlegung  des  Schnittes  z/^  mit  der  Parallelkreisehene  und  zwar  im 
■Schnitte  mit  dem  Strahle  0/1. 
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Der  Berührungspußkt  ß„  der  aus  ^^  aa  den  Halbkreis  df 
maglichen  Tangente  gibt,  nach  ß  zurückgeführt,  wieder  einen  Punkt 
der  Selbstsehattengreaze.  In  ähuiieher  Weise  wurde  auch  der 
Punkt  /L  der  verlangten  schatten  werfenden  Curve  bestimmt.  Derselbe 
entspricht  dem  der  Fläche  längs  des  größten  Parallelkreises  mn 
umschriebenen   Cylinders. 

Die  Contourpnnkte,  diesfalls  den  Punkt  C,  erhalten  wir  in 
den  Berührpunkten  der  za  Av  parallelen  Tangenten  an  den  Meridian, 

Nach  den  hiermit  getroffenen  Vorbereitungen  wird  es  ein  Leichtes 
sein,  deu  Schlagschatten  der  Fläche  auf  die  Grundebene 
zu  bestimmen. 

Schlagschat tenwerfeüde  Punkte  sind  selbstverständlich 
die  Punkte  der  oben  festgestellten  Selbstschattengrenze,  ferner  die 
Punkte  der  Meridiancurve    CMnfhcy. 

Nachdem  die  Fläche  auf  der  Grundebene  in  M  aufruhend  ge- 
dacht wurde,  wird  der  für  das  vorliegende  Ange  (Projectionscentrum) 
0  sichtbare  Schlagschatten  auf  die  Grundebene  in  M  beginnen 
und  gg  berühren. 

Einzelne  Punkte  des  Schlagschattens  der  Meridiancurve  werden, 
sowie  beispielsweise  der  Schatten  b^  des  Punktes  b,  im  Schnitte 
ig...  der  durch  die  betreifenden  Punkte  geführten  Lichtstrahlen  hv... 
mit  der  entsprechenden  Grund fiächprojection  &'»'. . .  derselben  er- 
halten. In  gleicher  Weise  werden  die  im  Bereiche  der  Sichtbarkeit 
liegenden  Punkte  des  Schlagschattens,  welcher  einerseits  dem  Parallel- 
treisbogen  hy  und  der  Selbstschattengrenze  andererseits  entspricht, 
gefunden. 

Der  Schlagschatten  in  das  Innere  der  Fläche  wird 
durch  den  Schnitt  der  Fläche  mit  dem  Liehtcylioder,  dessen  Leitlinie 
fapdmC  ist,  dargestellt. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Schlagschatten,  welcher  dem  Theile 
yb  des  die  Fläche  nach  oben  begrenzenden  Parallelkreises  entspricht. 
Behufs  Bestimmung  desselben  suchen  wir  zunächst  den  Schnitt  des 
zugehörigen  Liohtcjlinders,  welcher,  wie  leicht  zu  ersehen,  ein  Theii 
eines  schiefen  Kreiscyiinders  ist,  durch  Zuhilfenahme  von  Parallel- 
treisebenen  als  Hilfsebenen. 

Um  das  Gesagte  zu  veranschaulichen,  nehmen  wir  beispielsweise 
an,  es  wären  die  in  der  Parallelkreisebene  ßq  liegenden  Punkte  des 
Schlagschattens  zu  bestimmen.  Die  Ebene  pq  schneidet  den  genannten 
Liohtcj linder  in  einem  Kreise  von  dem  Kadius  oa;  der  Mittelpunkt 
desselben  ist  der  Schnitt  der  Cyliaderachse  mit  der  Parallelkreisebene. 
Die  Cylinderaehse  ist  durch  die  Bildfläehprojection  oco\  (parallel  zu 


y  Google 


522 

Av)\  die  Umlegung  ihrer  Projeetion  auf  die  Parallelkreisebene  ist  durch 
o^m'^  (parallel  zu  Ov')  dargestellt.  In  w'^  ergibt  sich  somit  der 
Mittelpunkt  des  umgelegten  Schuittkreises  hg,  welcher  nunmehr  direct 
verzeichnet  werden  kann.  Die  Schnitte  desselben  mit  dem  gleichfalls 
umgelegten  Parallelkreise,  von  welchen  Schnittpunkten  nur  der  eine  e^ 
innerhalb  des  hier  geueiehneten  Fiächentheils  fällt,  geben,  entspre- 
chend in  die  centrale  Projeetion  zurückgeführt,  Punkte  (diesfalls  e) 
des  Sehlagschattens.  Analog  wurde  der  im  Parallelkrtise  df 
liegende  Punkt  l  des  Schlagschattens  festgestellt. 

Behufs  Bestimmung  des  den  Meridiaiipunkten  a,  ä,  m... 
entsprechenden  Schlagschattens  wurde  naehsteheuder  Vorgang 
gewählt. 

Wir  legen,  um  möglichst  einfach  aum  Ziele  zu  gelangen,  durch 
die  aus  den  betreffenden  Punkten  geführten  Lichtstrahlen  bildfläch- 
projicierende  Ebenen,  suchen  deren  Schnitte  mit  der  Eotationsfläche 
und  bestimmen  weiters  den  Schnitt  der  so  erhalteuen  Curve  mit  den 
Lichtstrahlen. 

Im  vorliegenden  Beispiele  wurde  dieses  Verfahren  bezüglich  des 
Punktes  d  durchgeführt.  Die  Fluchttrace  der  durch  d  gelegten  bild- 
fläch-proji  eieren  den  Lichtebene  ist  durch  Av,  die  ßildflächtrace  durch 
Bi  repräsentiert.  Der  Schnitt  der  besagten  Ebene  mit  der  Rotations- 
fläche (in  der  Umlegung  durch  die  Punkte  v^,  0"^,  p„  und  E  an- 
gegeben) hat  mit  dem  umgelegten  Lichtstrahle  den  Punkt  d"^  gemein, 
welcher,  entsprechend  zurückgeführt,  in  dg  den  gesuchten  Punkt  des 
Schlagschattens  liefert. 

Ebenso  leicht  kann  auch  die  Tangente  des  Schlagschat- 
tens in  dem  besagten  Punkte  coustruiert  werden.  Diese  Tangente 
ist  die  Schnittlinie  der  Tangentialebenen  der  beiden  in  dem 
bezeichneten  Punkte  zur  Durchdringung  gelangenden  Flächen. 

Die  Bildfläehtrace  der  Tangentialebene  an  den  Liohtcylinder  ist 
die  Tangente  (  an  den  Meridian  im  Punkte  d;  die  der  Rotations- 
fläche führt  durch  den  Punkt  0^  und  steht  auf  der  Projeetion  der 
Normalen  N^=d'^%  in  dem  Punkte  ff^  senkrecht,  erscheint  also 
durch  die  Gerade  i,  dargestellt.  Der  Schnitt  der  gefundenen  Geraden 
t  und  (,  gibt  einen  Punkt  der  Tangente  t^  an  die  Schattencurre  in  d„. 

§.  402. 
Am  einfachsten  gestaltet  sich,  wie  bereits  an  früherer  Stelle 
hervorgehoben,  die  Behandlung  der  Kotationsflächen    an  und  für 
sich,  und  die  Construction  ihrer  Schatten  insbesondere  in  der  ortho- 
gonalen Projectionsmethode  und  dies  wieder  namentlich  dann,  wenn 
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die  Achse  derselben  auf  die  eine  oder  die  andere  Projeetionsebeue 
senkrecht  gewählt  wird. 

Die  Parallelkreise  stellen  sich  diesfalls,  wie  bekannt,  in  der  einen 
Projeetion  als  Gerade,  in  der  zweiten  als  concentrische  Kreise  in  ihrer 
wahren  Größe  dar,  während  der  Plächeniimriss  in  der  einen  Pro- 
jeetion mit  dena  zur  Projeotionsebene  parallelen  Meridian,  in  der  an- 
deren aber  mit  dem  größten  der  Parallelkroise  zusammenfallt. 

Ebenso  einfach  gestalten  sich,  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt 
werden  wird,  unter  so  obwaltenden  Terhältnissen  die  Schatteneon- 
struetionen  durch  Zuhilfenahme  umschriebener  Kegel  und  Cylinder. 

Gleichzeitig  sei  hier  auch  wiederholungsweise  nochmals  erwähnt, 
dass  es  für  die  Lösung  und  Durchführung  mannigfacher  Aufgaben  von 
Vortheil  sei,  die  Rotationsflächen  als  Bnveloppe  einer  Schar 
von  Kugeln  aufzufassen.  Hierher  gehören  namentlich  die  Probleme 
über  Isophotenbestimmungen. 

Obwohl  für  die  Kugel  all  das  gilt,  was  bezüglich  der  Flächen 
zweiter  Ordnung  gesagt  wurde,  so  wollen  wir  diesfalls  doch  noch  die 
Selbst-  und  Schlagschattenbestimmuugen  in  einer  für  die 
orthogonale  Projeetion  besonders  brauchbare  Form  zur  Darchführung 
bringen,  zumal  wir  von  den  erzielten  Kesiiltaten  Gebrauch  zu  machen 
Veranlassung  finden  werden. 

§.  403. 

102.  Aufgabe.  Eine  Kugel  und  ein  leuchtender  Punkt  sind 
in  orthogonaler  Projeetion  gegeben;  es  ist  die  schattenwerfende 
Cnrve,  oder  was  dasselbe  ist,  die  Selbstschattengrenze  zu  beslimmen. 


Die  Selbstschattengrenae  der  Kugel  wird  ein  Kreis  sein,  welcher 
mit  dem  Schnitte  der  Polarebene  des  leuchtenden  Punktes 
L  in  Bezug  auf  die  Kugel  identisch  ist.  Besagte  Polarebene  steht 
bei  der  Kugel  auf  der  Verbindungslinie  des  leuehteudes  Punktes  [L,L') 
mit  dem  Kugeimittelpunkte  (0,  0')  seukreelit. 

Denken  wir  uns  diese  Verbindungsgerade  (Oi,  O'i')  (Taf.  XSIV, 
Fig.  168)  sammt  der  Kugel  um  die  Gerade  gg,  so  lange  gedreht,  bis 
sie  zor  verticalen  Projectionsebene  parallel  wird,  so  wird  die  zu- 
gehörige Poiarebene  in  eine  vertical-projicierende  Ebene  übergehen. 

Im  vorliegenden  Falle  ist  (Oi„,  O'L'gj  der  gedrehte  Lichtstrahl 
und  T^S„  die  Verticalfcrace  der  Polarebene;  es  ist  somit  durch  den 
Kugelkreis,  dessen  Verticalprojeotion  mit  der  Geraden  B^T^  zusammen- 
fällt, die  Selbstschattengrenze  dargestellt. 
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Der  besagte  Kugelkreis  kann  durch  zwei  seiner  Durchmesser, 
von  welchen  der  eine  II„Tg  iät,  der  andere  aber  durch  den  Haibierungs- 
punkt  0  geht  und  auf  der  vevticalen  ProjectioDsebene  senkrecht  steht, 
bestimmt  werden.  Die  Endpunkte  des  letzteren  werden  durch  den 
Parallelkreis  ab  unmittelbar  festgestellt. 

Wird  das  ganze  System  sammt  der  nunmehr  bestimmten  Selbst- 
sehattengrenze  in  die  urspröngliche  Lage  zurückgedreht,  so  findet  man 
in  (HT,H'T'),  [AB,  Ä'B-)  conjugierte  Durchmesser  für  die 
beiden  Projectionen  der  Selbstschattengreaae. 

In  der  horizontalen  Projectiou  werden,  infolge  der  orthogo- 
nalen Symmetrie  der  Selbstscliattengrenze  gegen  die  Vertiealebene 
O'L'  oder  e^,  die  gefundenen  eonjugierten  Durchmesser  direet  au 
Achsen  des  Kegelschnittes.  Ebenso  leicht  ist  einzusehen,  dass 
in  der  verticalen  Projection  die  Verbindungsgerade  OL  mit  einer 
Achse  desTerticalbildes  der  Selbstschattengrenze  zu- 
sammenfallen müsse. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Anwendung  der  Kugel  für  Kotationsflächen, 
äst  es  wichtig,  direcfc  jene  Punkte  der  Selbstsohattengrenze 
aosugeben,  welche  in  einem  bestimmten  Parallelkreise  jiv 
liegen. 

Unter  Hinblick  auf  die  RotatioasQächon,  welche  wir  in  der  ortho- 
gonalen Projection  gewöhnlich  so  darzustellen  pflegen,  dass  deren  Achse 
vertical  wird,  bezeiehaen  wir  auch  hier  die  zur  horizontalen  Projections- 
ebeoe  parallelen  Kugelkreise  als  ,jParallelkreise". 

Zur  Erreichung  des  vorangegebenen  Zweckes  machen  wir  wieder 
von  der  Drehung  des  ganzen  Systems  um  den  Kugeldurohmesser  ggi 
Gebrauch,  Der  gedrehte  Parallelkreis  fälit  während  und  nach 
der  Drehung  mit  sich  selbst  zusammen.  Die  Ebene  der  Selbst- 
sehattengrenze  übergebt,  wie  früher  gezeigt  wurde,  in  die  ver- 
tical-projicierende  Ebene  H^  T„. 

Die  Punkte  der  Selbstschattengrenze,  welche  sieh  in  dem  ange- 
gebenen Paralielkreise  befinden,  sind  die  Endpunkte  jener  Kugel- 
sehne, welche  wir  als  Schnitt  der  Paraüelkreisebene  mit  der  Ebene 
der  Selbstscbattengrenze  erhalten. 

Für  das  gedrehte  System  ist  die  besagte  Kugelsehne  vertical- 
projicierend  und  in  der  verticalen  Projection  durch  ^g  bestimmt,  in 
der  horizontalen  Ebene  aber  durch  M^N^  dargestellt. 

Drehen  wir  das  System  sammt  den  gefundenen  Punkten  M^ 
und  N^  in  die  ursprüngliche  Lage  zurück,  so  finden  wir  bereits  in 
{MN,  M'N')  das  verlangte  Resultat. 
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Der  Schlagschatten,  weichen  die  Kugel  auf  die  Projectioas- 
ebene-wirft,  iat  der  Schnitt  des  augehörigen  Lichtkegels  mit 
den  genannten  Ebenen. 

Mit  Berufung  atif  den  Dandelin'schen  Satz  wird  es  auch  keinen 
Schwierigkeiten  unterliegen,  direct  die  Brennpunkte  der  sich  er- 
gebenden Kegelschnitte  festzustellen.  Es  werden  diese  die  Schlag- 
schatten der  Endpunkte  jenes  Kugeldurchmessera  sein, 
welcher  auf  der  betreffenden  Projeetionsebene  senkrecht  steht.  Hiernach 
werden  die  Schlagschatten  der  Puukte  f  und  /J  auf  die  vertieale  Pro- 
jeetionsebene die  Breiiapunkte  für  die  verticale  Schlag- 
sehattencurve  bestimmen. 

Auch  der  Mittelpunkt  der  Schlagschattencurve  auf  einer  der 
Projectionsebenen  kann  unmittelbar  augegebea  werden.  Derselbe  ist 
der  Schlagschatten  jenes  Punktes,  welcher  sich  als  Pol  der  durch  das 
Beleuchtungseen trum  parallel  zur  betreifenden  Projeetionsebene  ge- 
legten Ebene  ergibt.  So  ist  beispielsweise  P'  der  Pol  der  vertiealen 
Ebene  L'tt,  und  sonach  der  Sehlagschatten  Ps  dieses  Punktes  I"  auf 
die  verticale  Projeetionsebene  der  Mittelpunkt  des  verticalen 
Schlagschattenumrisses. 

§■  404. 

103.  Aufgabe.  Eine  hohle  Halbkugel,  welelie  durch  einen  zur 
vertiealen  Projeetionsebene  parallelen  größten  Kreis  begrenzt  wird, 
ist  gegeben;  es  sind  für  eine  bestimmte  Lichtstrahlenriehtung  [1,1') 
die  vorkommenden  Selbst-  and  ScMagsckattea  mittelst  der  Trans- 
formation der  Projectionea,  reap.  der  Transformation  des  Lieitstrahles 
zu  construieren. 

Durch  Zuhilfenahme,  beziehungsweise  Einschaltung  einer  neuen 
auf  der  verticalen  Projeetionsebene  senkrechten  Ebene,  deren  Achse  xi, 
mit  der  Verticalprojection  des  durch  den  Kugelmittelpunkt  gelegten 
Lichtstrahles  zusammenfällt,  ergeben  sich  die  transformierten 
Projectionen  der  Halbkugel  in  dem  Halbkreise  P^  Ä„  Q„  0^  (Taf.  XXIV, 
Fig.  169)  und  jene  des  Lichtstrahles  in  l^. 

Nachdem  der  durch  den  Kugelmifctelpunkt  gelegte  Lichtstrahl  ?„ 
unmittelbar  in  dieser  neu  eingeführten  Projeetionsebene  liegt,  wird 
die  Selbstschattengrenze  durch  jeuen  größten  Kreis,  welcher  sich  in 
der  au  Z„  senkrechten  Geraden  Af^B„  projieiert,  dargestellt.  Zurüek- 
gefülirt,  ergeben  sich  für  die  Verticalprojec tioa  der  Selbst- 
schattengrenze direct  die  Achsen  AB  und  MN. 

Für  den  Schlagschatten  auf  der  vertioalen  Projeetionsebene 
findet  man  0„  als    Mittelpunkt,    ferner  Ag,Bg,  Mg  und  N^  als 


y  Google 


526 

Achsenendpunkte  und  F„  als  Brennpunkt.  Von  M^N^  aus 
kommt  der  Schlagschatten  des  Begrenzungskreises  der  Halbkugel  zur 
Geltung,  welcher  sieh,  insofern  er  auf  die  rertieale  Projectionsebene 
selbst  geworfen  wird,  aus  bekannteu  Gründen,  wieder  kreisförmig 
darstellt. 

Der  Schlagschatten  in  das  Innere  der  Halbkugel  wird 
sich  als  Schnitt  derselben  mit  jenem  Lichtcylinder  ergeben, 
dessen  Leitlinie  der  Begrenzungskreis  der  Halbkugel  ist. 

Besagter  Schnitt  muss,  wie  bereits  mehrfach  erörtert  wurde,  eine 
ebene  Curve,  diesfalls  also  aothwendig  ein  Kreis  sein. 

Für  die  neu  eingeführte  Projectioii  stellt  sich  der  besagte  Kreis 
als  die  Gerade  s^  {Verbindungslinie  von  O,,  mit  P"^)  dar,  Führen 
wir  diesen  Schlagschatten  in  die  vertieale  Projeetion,  wo  derselbe 
sichtbar  hervortritt,  zurück,  so  finden  wir  in  P„  den  Endpunkt  der 
kleinen  Achse,  in  Jlf  iV  aber  die  große  Achse  der  Schattencurve. 

§.  405. 

104.  Aufgixbe,  Eiae  beliebige  Rotationsfläche  ist  durch  ihre 
Achse  (vertioal)  uad  durch  den  Hauptmeridiau  in  orthogonaler  Pro- 
jeetion gegeben;  es  sind  für  eine  bestimmte  LicMstrahleariclitung 
(Parallelbeleuohtung)  die  Selbstsehattengrenze  nnd  die  auf  der  Fläche 
selbst  sieh  ergebenden  Sehlagscliatten  zn  bestimmen. 

Dem  Principe  nach  bewahrheiten  sich  auch  hier  die  bisher  ge- 
pflogenen Erörterungen  und  aufgestellten  Grundsätze,  welche  einerseits 
für  die  Schattenconstructionen  als  allgemein  giltig 
hingestellt  wurden,  und  andererseits  auf  der  zweckmäßigen  Verwertung 
umschriebener  Kegel-  und  Cylinder flächen  oder  auf 
der  Verwendung  tou  Kugelflächen  beruhen. 

Für  s  p  e  c  i  0  1 1  e  Flächengattungen  und  specielle  Projeetions- 
arten  ergeben  sich  selbstverständlich  mitunter  nicht  unwesentliche  Ver- 
einfachungen in  den  Construetionen,  die  jederzeit  zu  beachten  nnd  ein- 
zuhalten sind.  Im  vorliegenden  Falle  haben  wir  die  bisher  aufgestellten 
Principien  in  ihrer  Anwendung  auf  die  M  o  n  g  e'sche  Projeetion  KUr 
Geltung  zu  bringen. 

■  Indem  wir  zunächst  von  umschriebenen  Kegeln  Gebrauch  machen 
wollen,  seien  beispielsweise  die  Punkte  der  Selbstschattengrenze  zu 
bestimmen,  welche  im  Parallelkreise  AB  (Taf.  SXV,  Fig.  170) 
liegen. 

Ziehen  wir  an  den  Meridian  TM  AB. . .  in  den  Punkten  A  und 
B  die  Tangenten,  so  müssen  sieh  dieselben  in  einem  Punkte  S  der 
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Kotationsaehse  schneiden.  Besagte  Tangenten  stellen  offenbar  den 
Verticahimriss  des  umschriebenen  Kegels  dar. 

Der  durch  den  Scheitel  (S,  S')  desselben  gelegte  Lichtstrahl 
(A,  r)  schneidet  die  Ebene  der  Leitlinie  (des  Berübrcngaparallelkreises) 
in  {^,  ^').  Die  aus  ^'  an  die  Horizontalprojecfcion  des  besagten 
Kreises  gezogenen  Tangenten  geben,  wie  bekannt,  in  den  Berührungs- 
punkten I'  und  II'  die  Horizontalprojeetion,  und  nach  AB  projiciert 
in  I  und  II  die  Verticalprojeotiou  der  verlangten  Punkte. 

Um  diese  Berührungspunkte  genau  zu  erhalten  und  das 
jedesmalige  Ziehen  der  Tangenten  zu  umgehen,  beschreiben  wir  über 
0'^'  als  Durchmesser  einen  Hilfskreis  /c;  im  Schnitte  I'  und  II' 
dieses  Kreises  mit  dem  Berührungsparallelkreise  ergeben  sich  aus  be- 
kannten Gründen  die  jeweiligen  Berührungspunkte,  resp.  Punkte 
der  Hchattenwerfenden  Curve. 

Wären  anderweitige  Punkte  der  genannten  Curve,  oder  was  das- 
selbe ist,  der  Selbstschattengienze  durch  die  nämlichen  Hilfsmittel, 
jedoch  in  einem  anderen  Paralleikreise ,  etwa  in  JJfiV,  zu  finden,  so 
könnte  man  selbsUei-ständlich  auch  in  analoger  Weise  vorgehen. 

Um  jedoch  Construetionslinien  zu  ersparen  und  unabhängig 
von  dem  Scheitel  des  jeweilig  umschriebenen  Eotationskegels  operieren 
zu  können,  denkt  man  sii,h  den  die  Fläche  längs  MN  berührenden 
Kegel  in  der  Eiehtung  dei  Rotationsachse,  parallel  zu  sieh  seihst,  so 
weit  verschoben  bis  sein  Scheitel  allenfalls  mit  S  zusammenfällt. 
Die  "Verticalcontour  gelangt  sodann  nach  Säi  {Sd^  parallel  zu  S,  N) 
und  der  durch  den  Scheitel  ;[elegte  Lichtstrahl  fällt  demgemäß  mit 
{X,  ?.']  in  die  nämliche  Gerade.  Der  verschobene  Kegel  wird  durch 
die  Ebene  AB  in  jenem  Kreise  geschaitten,  dessen  horizontale  Pro- 
jection  der  aus  0'  mit  dem  Radius  0'ä\  beschriebene  Kreis  ist.  Die 
Berührpunkte  der  aus  z/'  an  diesen  Kreis  geführten  Tangenten, 
welche  sieh  unmittelbar  im  Schnitte  3'  und  S\  des  genannten  Kreises 
mit  dem  Kreise  k  ergehen ,  bestimmen  Punkte  für  die  Selbst- 
schattenerzeugenden  des  betrachteten  Kegels,  deren  Horizontal- 
projectionen  durch  0'3'  und  0'B\  angedeutet  sind. 

Denken  wir  uns  den  ohbezeichneten  Kegel  in  seine  ursprüngliche 
Lage  zurückversetzt,  so  bleibt  offenbar  die  Horizontalprojeetion  der 
Selbstschattenerzeugenden  ungeändert;  es  ergeben  sich  demnach  Jm 
Schnitte  der  Strahlen  0'3'  und  O'S',  mit  dem  Berührungspar allel- 
kreise  M'N'  die  gesuchten  Punkte  ///'  und  IH\  der  Selbst- 
schattengrenae  in  der  horizontalen,  und  in  III  und  ///,  in  der 
verticaien  Projection. 
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Punkte  der  Selbstsehattengrenze,  welche  in  bestimmten 
Meridianen  liegen,  werden  durch  Zuhilfenahme  von  umsohrie- 
benen  Cylindern  bestimmt. 

Dieses  Verfahren  sei  beispielsweise  an  dem  Meridiane,  dessen 
Horizontalprojeetion  0'3'  ist,  zur  Veransehaulicbung  gebracht.  Um 
die  zur  LichtsErahlenrichtuiig  parallelen  Tangentialebenen  aa  den 
Cylinder,  resp.  deren  Berührungspunkte  mit  jenem  Meridiane,  längs 
welchem  der  Cylinder  der  Fläche  umschrieben  gedacht  wird,  zu  erhalten, 
projieieren  wir  den  Lichtstrahl  in  der  Richtung  der  Cylinder- 
erzeugenden  auf  die  Meridianebene  und  führen  die  au  dieser  Pro- 
jection  parallele  Tangente  an  den  Meridian. 

Wählen  wir  zu  dem  vorliegenden  Zwecke  den  bereits  gezeich- 
neten Lichtstrahl  ß,  k')  [Taf.  XXV,  Fig.  170).  Der  Schnitt  desselben 
mit  der  besagten  Meridianebene  ist  (S,  S').  Führen  wir  weiters  durch 
irgend  einen  Punkt  (^,  ^')  des  Lichtstrahles  die  Parallele  zu  den 
Cylindererzeugenden  und  suchen  wir  deren  Schnitt  mit  der  Meridian- 
ebene auf,  so  wird  sich  in  der  Verbindungslinie  des  letzteren  mit  dem 
Punkte  (5,  5^0  die  Projection  des  Lichtstrahles  ergeben.  Nach- 
dem die  oberwähnten  Cylindererzeugenden  auf  der  Ebene  des  Berührungs- 
meridianes  senkrecht  stehen,  so  trifft  die  durch  {^,  J')  hiezu  parallel 
geführte  Gerade  ^'3'  die  Meridianebene  im  Punkte  3'.  Die  Ver- 
ticalprojeetion  wird  in  AB  zu  suchen  sein. 

Würde  der  Meridian  (0'  3')  auch  in  verticaler  Projection 
gezeichnet  vorliegen,  so  könnte  man  direet  an  diesen  die  zu  S  3 
parallelen  Tangenten  führeo,  um  sofort  iiU  den  Berührungspunkten 
die  verlangten  Punkte  zu  erhalten. 

Um  jedoch  die  Zeichnung  des  besagten  Meridians  überflüssig  zu 
machen,  denken  wir  uns  denselben  sammt  der  in  ihm  liegenden  Pro- 
jection des  Lichtstrahles  um  die  Rotationsachse  so  lange  gedreht, 
bis  derselbe  mit  dem  Hauptmeridiane  zusammenfällt. 
Hierbei  gelangt  der  Punkt  (3,3')  nach  {S^,  Ö\)  und  erscheint  somit, 
nach  vollbrachter  Drehung,  die  Projection  des  Lichtstrahles  auf  die 
Meridianebene  in  der  verticalen  Projection  durch  S  ö,  dargestellt. 
Die  Berührungspunkte  der  hiezu  parallelen  Tangenten  an  den  Haupt- 
meridian, von  denen  einer  durch  (N,  N')  angedeutet  wurde,  geben, 
in  die  ursprüngliche  Lage  zurückgedreht,  die  gesuchten  Punkte 
(III,  IW). 

Der  Constructiouszeichnung  ist  gleichzeitig  zu  entnehmen,  dass 
alle  für  die  hier  besprochene  zweite  Methode  erforderliehen  Con- 
strnctionslinien  bereits  in  der  für  die  erste  Methode  durchgeführten 
Darstellung  vorhanden  waren,  dass  demgemäß  die  eine  Lösung  der 
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anderen  zur  Conkole  diente,  und  dass  weiters  die  in  der  Zeichnung 
tibereinstimmenden  Construetioaea  zwei  verschiedene  InterpretatioEen 


Contonrpunkte  der  Selbstschattengrenze  für  beide  Pro- 
j'ectionen  sind  bekanntlich  die  Berührungspunkte  der  zur  betreffenden 
Proj'eetion  des  Lichtstrahles  parallelen  Tangenten  au  den  entspre- 
chenden Plächenumriss. 

Aiif  die  mehrfach  erwähnte  Symmetrie  der  Selbstsehatten- 
grenae  in  Bezug  auf  die  zur  Lichtstrahlenrichtung  parallele  Meri- 
dianebene, lässfc  unmittelbar  auch  die  Gruppierimg  der  Puüktepaare, 
welche  wir  nach  der  ersten  Methode  (mittelst  umschriebener 
Kegel)  erhielten,  schließen.  Da  die  Symmetrieebene  horizontal- 
projicierend  ist,  wird  sich  diese  Symmetrie  in  der  horiaoatalen  Pro- 
jection  auch  dem  Äuge  unmittelbar  als  solche  darstellen. 

Die  sich  auf  Grund  der  Symmetrie  in  der  Symmetrieebene 
ergebenden  Grenzpunkte  (höchste  und  tiefste  Punkte,  Schließungs- 
punkte)  werden  am  einfachsten  bestimmt ,  wenn  man  den  zur 
Lichtstrahlenrichtung  parallelen  Meridian,  sammt  dem  in 
demselben  liegenden  Liehtstrahle  {l,  i.')  um  die  Rotationsachse  in  den 
Haupfmeridian  dreht. 

Selbstverständlich  würde  statt  dieser  Drehung  auch  eine 
schiefe  Projection  des  bezeichneten  Meridianes  und  der  Licht- 
strahlenrichtung in  den  Hauptmeridian,  wie  dies  in  früheren  Bei- 
spieien  „bei  allgemeiner  Darstellung"  wiederholt  zum  Ausdrucke 
gebracht  wurde,  zu  gleichen  Kesnitaten  fuhren. 

Bei  der  oberwähnten  Drehung  gelangt  der  Lichtstrahl  in  die 
Stellung  S^„.  Die  Berührpunkte  H„  und  T^  der  an  den  Haupt- 
meridian zu  Äz/q  parallel  geführten  Tangenten  liefern,  entsprechend 
zurückgeführt,  in  {S,S')  und  {T,T')  die  betreffenden  Gienzpunkte. 

Aus  der  Benützung  des  Kreises  1:  für  die  (nach  den  beldea  so- 
eben besprochenen  Methoden)  gewonnenen  Punkte  geht  weiters  auch 
hervor,  dass  jedem  Punkte  dieses  Kreises,  je  nach  der  Classe  der 
Meridiancurve -ein  oder  mehrere  Paare  reeller  oder  imaginärer 
Punkte  der  Selbstschatteugrenze  entsprechen. 

Auch  die  besonderen  Pankte  der  besagten  Treunungslinie,  d.  i, 
die  Contour-  und  Grenzpunkte,  werden  bestimmten  Punkten  des 
Kreises  Ic  zugewiesen  erscheinen.  Wie  leicht  einzusehen,  werden  die 
horiaontalen  Contonrpunkte  dem  Punkte  0',  die  vertiealen  da- 
gegen dem  Punkte  I^  und  die  Grenzptinkte  dem  Punkte  z/'  des 
Hilfskreisos  h  entsprechen. 
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Im  vorsteheuiien  Beispiele  wurde  ferner  noch  für  einen  Parailel- 
kreis  BQ  die  dritte  Methode  „vermittelst  eingeschriebener 
Kugeln"  zur  Anwendung  gehracht. 

Der  hierbei  bezüglich  der  Construction  gewählte  Vorgang  stützt 
eich  auf  die  beiden  vorausgeschickten  Aufgaben  und  können  wir  somit 
auf  die  dort  besp  ochene  Lösung  und  Durchführung  verweisen. 

De  ut  le  El  he  selbst  sich  ergebende  Schlagschatten  wird 
theilwe  se  d  ch  den  Schlagschatten  des  Kandparallelkreises  Pö,  theil- 
weise  du  h  den  's  hlagschatten  der  Selhstschattengrenae  gebildet. 
In  beideu  Fällen  w  1  derselbe  als  Schnitt  der  entsprechenden  Lieht- 
cyliader  mit  der  Fläche  construiert. 

Einzelne  Punkte  für  den  ersten  Thei!  werden  erhalten,  in- 
dem wir  die  Eläche  und  den  Liehtcylinder  dm'cli  horizontale  Hilfsebenen 
schneiden. 

Die  Schnitte  mit  den  beiden  genannten  Flächen  bestehen  aus 
je  zwei  Kreisen,  deren  gemeinsame  Punkte  dem  Schlagschatten 
angehören. 

Die  diesbezügliche  Construction  wurde  für  die  Ebene  [iv  zur 
Anschauung  gebracht.  Der  Schnitt  in  der  Ebene  mit  dem  Lieht- 
cylinder ist  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  der  Schlagschatten  a„ 
des  Leitlinienmittelpunktes  ra  auf  die  genannte  Ebene  ist  und  dessen 
Radius  der  Größe  nach  mit  Pw  übereinstimmt. 

la  horizontaler  Projection  stellt  sich  der  genannte  Kreis  in 
wahrer  Gestalt  dar.  Die  diesem  Kreise  und  dem  Parallelkreise  (iv 
gemeinsamen  Punkte  (m,  m")  liefern  Punkte    des  Schlagschattens. 

Für  den  zweitbezeiehneten  Theil  des  Schlagschattens  wurden  die 
Schnitte    einzelner   Cylindereraeugenden    mit    der    gegebenen   Eläche 


Würde  der  Sehlagschatten  der  Pläehe  auch  auf  die  Pro- 
j  ectionsebenen  oder  auf  irgend  eine  andere  Ebene  bestimmt 
worden  sein,  so  hätte  sich  ein  einfaches  Mittel  zur  Schlagschatten- 
bestimmung auf  die  Eläche  selbst  in  der  „Zurückführung  des 
Lichtstrahles"  dargeboten.  Die  anrückzufahrenden  Punkte  ergeben 
sich,  wie  bekannt,  im  Sehaitte  der  Schlagschattenumrisse,  bezogen  auf 
die  nämliche  Fläche  oder  Ebene,  und  da  maa  diesfalls  zweckmäßig  die 
Schatten  auf  die  horizontale  Ebene  wählen  würde,  im  Schnitte  des 
horizontalen  Sehattenumrisses  mit  dem  kreisförmigen  Schatten  ein- 
zelner Parallelkreise. 

Wie  leicht  einzusehen,  wird  auch  der  Schlagsehatten- 
umriss  auf  die  gegebene  Eiäche  ia  Bezug  auf  die  zur  Licht- 
strahlenriehtung  parallele  Meridianebene  symmetrisch  sein. 


y  Google 


531 

Diesem  Umstände  nufolge  können  auch  iE  einfaclier  Weise  die 
Grenapiinkte  (höchste  iind  tiefste  Punlste)  für  den  Schlag- 
schatten construiert  werden.  Dieselben  entsprechen  denjenigen 
Punkten  P  und  T  der  schlagschattenwerfenden  Curve,  welche  in  dem 
Symmetriemoridiane  liegen,  und  werden  einfach  darch  Üher- 
luhiung  dieses  Mendiaaes  in  den  Hauptmeridian  mit  gleichzeitiger 
Transfoimation  des  Lichtstrahles  (für  den  Torliegenden  Fall  in  n^^,  t^ 
und  entspiechendei  Zurüekführung  (nach  P^  und  Tg)  gefunden.  Die 
Taugenten  in  diesen  Punkten  der  Schlagschattengrenae  sind  selbst- 
^eistandlicli  hoi  zcntai. 


Selbst-  und  Schlagschattenbestimninng  für  Umhülhingsfliichen- 

Schon  an  früherer  Stelle  wurden  die  Umhüllungsfiächen  als 
solche  Flächen  charakterisiert,  welche  in  gleichmäßiger  Weise  durch 
Linien  oder  durch  Depeloppable,  die  einander  ein-deutig  zugeordnet 
sindj  erzeugt  gedacht  werden  können. 

Die  Linienerzeugenden  werden  durch  die  Schnitte  je  zweier 
benachbarterEingehüilterjdie  Developpabelerzeugenden  dagegen 
werden  durch  die  Schnitte  von  je  zwei  benachbarten  Eingehüllten 
gemeinsam  umschriebenen  Developpablen  gebildet. 

Hieraus  folgt  unmittelbar  das  Verhältnis  der  eia-deutig  reciprokeE 
Zuordnung,  indem  jede  Liniencharakteristik  gleichzeitig  die 
BerührungBcurve  der  zugehörigen  Developpabelncharak- 
teristik  darstellt. 

Der  Verfolg  der  Keciprocität  der  Constructionen  bei  dem  Pro- 
bleme über  die  Schnittbestimmung  der  ümhüllungsfläeheü 
mit  beliebigen  Fläoheo  einerseits  und  der  Probleme  über  die  Bestim- 
mung der  Developpablen,  welche  der  Umhüllungsfläche 
und  einer  beliebigen  Fläche  gemeinsam  umschrieben  werden 
kann,  andererseits,  wird  keinerlei  Schwierigkeiten  bieten. 

Mit  Zugrundelegung  eines  punktförmigen  Beleucht  uags- 
eentrums  steht  der  Bestimmung  des  die  Fläche  streifenden  Licht- 
kegels, resp,  der  Bestimmung  der  Selbstschattengrenze,  die  Bestim- 
mung des  ebenen  Schnittes,  resp.  die  Bestimmung  der  Developpablen, 
weiche  der  Umhüllungsfläche  längs  der  Schnittcurve  umschrieben 
wird,  reeiprok  gegenüber. 

So  wie  man  die  letztangezogene  Aufgabe  der  Lösung  zuführen 
kann,  indem  man  die  Schnitte  einzelner  Linieneharakteristiken  mit 
der  gegebenen  Fläche  aufsucht  und  is  den  gefundenen  Punkten  die 
Beröhrungsebenen    der  Fläche   bestimmt,    so  wird  man    für  die  erst- 
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angeführte  Aufgabe  durch  das  Beleuehtungseentrum  an  eiuzelue 
Developpabelcharakteristiken  die  Ber  ührungselienan  legen  und  die 
Berührungpunkte  der  gefundenen  Ebenen  bestimmen.  Die  letzteren 
ergeben  sich  im  Schnitte  der  zugehörigen  Linieaehaiakteristik  mit 
der  Berührungserz  engenden. 

Dieses  Verfahren  erweist  sieh  dann  als  vortheihaffc,  wenn  die  Deve- 
loppablen  einfacher  Natur  und  als  solche  auch  leicht  darstellbar  sind. 
In  diesem  Falle  ersetzen  sie  die  ursprünglich  zugrunde  gelegte 
Schar  der  eingehüllten  prächen  in  einer  für  die  Coustruction 
zweckmäßigen  Weise. 

Mit  ßiickslcht  auf  vorausgeschickte  Betraohtungen,  nach  welchen 
wir  uns,  den  gebotenen  Hilfsmitteln  entsprechend,  nur  mit  Umhüllungs- 
Üäehen  beschäftigen  können,  für  welche  der  Grad  der  Eingehüllten  die 
Zahl  „zwei"  nicht  übersteigt,  empfiehlt  es  sich  jedoch  in  den  meisten 
Fällen,  hei  der  Construction  der  Selbstschattengrenze 
direet  von  der  Schar  der  angenommenen  Eingehüllten 
Gebrauch  au  machen,  da  diese  in  der  Eegel  eine  einfachere  Behandlungs- 
weise  zulässt,  als  die  aus  ihnen  erst  ahauleitenden  Developpablen- 
eharakteristiken  es  gestatten. 

Wir  werden  zu  diesem  Behufs  die  Selbstschattengrenzen  einzelner 
Eingehüllter  suchen  und  deren  Schnitte  mit  der  jeweiligen  Charak- 
teristik bestimmen. 

Besagten  Schnittpunkten  kommt  sodann  die  Eigenschaft  zu,  dass 
sie,  als  Punkte  der  Charakteristik,  auch  der  UmhüUungsfläche  ange- 
hören, und  dass  die  zugehörigen  Tangentialebenen  an  letztere,  welche 
mit  den  Tangentialebenen  der  betreffenden  Eingehüllten  identisch  sind, 
durch  das  Beleuchfcungscentrum  gehen.  Dieselben  gehören  also  bereits 
der  Selbstsebattengrenze  der  TJmhüUuQgsfläche  an. 

Wie  aus  dem  Gesagten  hervorgeht,  ist  die  Bestimmung  der 
Selbstsebattengrenze  bei  Eotationsfiächea  mit  Zuhilfenahme  von  um- 
hüllten Kugeln  nichts  anderes  als  eine  einfache  Anwendung  des 
eben  angedeuteten  Verfahrens.  Um  dasselbe  in  beneichnender  Form 
zur  Anschauung  zu  bringen,  möge  noch  nachstehendes  Problem  zur 
Durchführung  gelangen. 

§.  407. 
105.  Attfgabe.  Der  vierte  Theil  einer  hohlen  Ringflaelie  sei 
in  parallel-projeetivischer  (orthogonaler)  Darstellung  gegeben;  es 
sind  für  eine  bestimmte  durch  die  Bild-  und  Grundflächeprojection 
(l,  V)  fizierte  LiehtstraMearichtung  die  Selbst-  und  Schlagschatten 
zu  oonstmieren. 
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Die  King-  oder  Wulsttiäehe  ist,  wie  bereits  bekannt,  die  Um- 
hülhingsfläche  einer  Schar  gleich  großer  Kugeln,  deren  Mittelpimkte 
sämmtlich  auf  einem  Kreise  (Mitteipunktscurve)  liegen. 

Der  besagte  Kreis  projieiert  sich  diesfalls  in  einer  Ellipse  0,0  Og 
(Taf.  XXV,  Fig.  171)  durch  deren  Achsen  verhältais  die  Lage  der 
Kreisebene   (hier  gleichzeitig  Grundebene)  bestimmt  ist. 

BehEfs  bequemerer  Darstellung  und  naehheriger  Durchführung 
der  gestellten  Aufgabe  führen  wir  Bwei  neue  Projectionsehenen  ein. 
Eine  dieser  Ebenen,  welche  senkrecht  auf  der  Kreisebene  steht,  sei 
bildfläch-projicierend  (erste  Projectionsebene,  Profilaehse  SIZ); 
die  zweite  sei  die  Grundebene  (Profiltraee  X^, 

Die  Bildeontour  wird  durch  die  Halbellipsen  ÄBA',  ODC,  AG 
und  Ä'  0'  (als  welche  die  ?ier  begrenzenden  Halbkreise  erseheinen), 
sowie  theilweise  durch  den  Fläehenumriss  gebildet.  Der  letztere  ist 
die  zu  der  Ellipse  o^ö  0[  äquidistante  Curfe  (Distanz  gleich  dem  Kugel- 
radius). 

Ist  nämlioh  ij  der  Mittelpunkt  einer  der  eingehüllten 
Kugeln,  so  ist  die  Berübrun^curve  des  die  Kugel  auf  die  Bildebene 
projicierenden  Cjlinders  der  zur  Bildebene  parallele  größte  Kreis.  Die 
Charakteristik  der  Kugel  ist  jener  größte  Kreis,  welcher  auf  der 
Tangente  (  der  Mitteipunktscurve  senkrecht  steht.  Da  wir  es  mit  einer 
orthogonalen  Projection  zu  thun  haben,  so  ist  die  Trace  der  Charak- 
teristikenebene auf  der  zur  Bildebene  parallelen  Ebene  des  Contour- 
kreises  die  au  t  senkrechte  Gerade  iji;  =  r.  Der  Schnitt  des 
Contourenkreises  mit  der  Charakteristik  ist  somit  der 
Punkt  1/,  welcher  auf  Grund  der  oben  entwickelten  PriEcipien,  dem 
Umrisse  angehört. 

Behufs  Bestimmung  der  Selbstschattengrenze  der  Yor- 
liegeuden  Fläche,  benutzen  wir  mit  Vortheil  die  neu  eingeführten 
Projectionsebenea.  Die  auf  dieselben  bezogenen  Projeetionen  des 
Lichtstrahles  sind  beziehungsweise  l'  (erste)  und  l"  (zweite),  wobei 
selbstverständlich  ßL"  =  a.L  ist. 

Die  Selbstschattengrenze  jeder  Kugel  ist,  wie  wir  wissen,  ein 
größter  Kreis,  welcher  auf  der  Lichtstrahlenrichtung  senkrecht  steht. 
Suchen  wir  den  Schaitt  seiner  Ebene  mit  der  Charakteristik,  so 
ergeben  sich  Punkte  der  Seibstschattengrenze  der  ümhül- 
Inngsfläche. 

Für  die  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  0'  fällt  die  Charakteristik 
in  der  ersten  Projection  mit  dem  daselbst  gezeichneten  Kreise 
J'JTj,., .  zusammen.  Die  Ebene  der  Selb  s  tschatten  grenze, 
deren  erste  Traee  durch  die  auf  V  senkrechte  Gerade  o'l'  dargestellt 
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wird,  schüeidet  die  Charaktei'istik  im  Punkte  I',  welcher  in  die  Bild- 
ebene nach  I  überführt,  einen  Punkt  der  Selbstschattengrenae 
für  die  Kingfläche  liefert. 

Für  eine  beliebige  Kugel  mit  dem  Mittelpunkte  o"^  in  zweiter 
Projection  ist  die  Ebene  der  Charakteristik  durch  o"sO^'  und 
die  Ebene  der  Selbstschattengrenze  durch  8*3  (senkrecht 
zu  l")  und  S".,  (senkrecht  zu  l')  dargestellt.  Die  letztere  achneidet 
die  Achse  der  ßiugfläche  im  Punkte  3. 

Benken  wir  uns  diese  Kugel  sammt  den  beiden  genannten 
Ebenen  um  die  Achse  so  gedreht,  dass  deren  Mittelpunkt  nach  0' 
gelangt,  so  fällt  die  Charakteristik  mit  dem  daselbst  über  0' 
beschriebenen  Kreise  zusammen,  während  die  Schnittlinie  der 
Charakteristikebene  mit  der  Ebene  der  Schattengrenae  in  dieser  Lage 
durch  o'3  dargestellt  erscheint.  Im  Schnitte  dieser  mit  dem  öb- 
bezeichneten  Kreise  erhalten  wir  unmittelbar  die  der  Selbstsehatten- 
grenze  entsprechenden  Punkte,  von  welchen  jedoch  nur  der  eine  IIP 
aur  Verwendung  gelangt. 

Entsprechend  zurückgeführt,  erscheint  III"  in  aweiter  Projection 
durch  III",  in  erster  Projection  durch  IIP  und  endlich  im  Bilde 
durch  III  vergegenwärtigt.  Hierbei  ist  selbstverständlich  die  Ent- 
fernung HIß  gleich  III"  a.  In  analoger  Weise  werden  die  Punkte 
II,  R  . . .  festgestellt. 

Contourpunkte  der  Selbstschattengrenze  erhalten  wir 
in  den  Berührungspunkten  der  an  den  Pläebenumriss  parallel  zum 
Licbtstrahle  geführten  Tangenten. 

Da  die  jeweilige  TJmrisstangente  mit  der  zugehörigen  Tan- 
gente an  die  Mittelpunktscurve  parallel  ist,  kann  der  besagte  Berüh- 
rungspunkt r  in  höchst  einfacher  Weise  gefunden  werden.  Die 
Selbstschattengrenze  der  Eingfläehe  erscheint  somit  durch 
die  Ciirve  IIIIIIrB  dargestellt. 

Der  Schlagschatten  auf  die  Grundebeae  wird  durch  die 
Schlagschatten  der  Halbkreise  ÄBA',  Ä...C,  CDC  und  den  Schlag- 
schatten der  Selbstsobattengrenze  HIHI  TM  gebildet. 

Von  den  Sehlagschatten  der  genannten  Halbkreise,  deren  Bestim- 
mungsweise hinlänglich  bekannt  ist,  kommen  die  Stücke  P^„,  A^Q 
und  C'Bg  zur  Geltung;  in  jR^  schließt  sich  sodann  jener  der  Selbst- 
(  an.  Letzterer  wurde  punktweise  aus  der  Grund-  und 
iprojection  der  letztbezeichaeten  Trennungslinie  abgeleitet. 
In  Fig.  171,  Taf.  XXV,  wurde  die  diesbezüglich  durchgeführte  Con- 
struction  bloß  für  den  Contourpunkt  r  der  schattenwerfenden 
Curve  ersichtlich  gemacht. 
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Der  Schlagschatten  in  das  Innere  der  Fläche  wird 
theils  durch  die  Halbkreise  ABA'  nnd  GI)G',  theils  durch  den 
Halbkreis  A  0  herYOrgerufen.  Besagter  Schatten  beginnt  im  Punkte  P 
und  endet  im  Anfangspunkte  II  der  Selbstschatteiigrenze. 

Um  den  Sehlagschatten  irgend  eines  Punktes,  beispielsweise 
jenen  au  bestimmen,  welcher  dem  Punkte  B  entspricht,  wird  man  durch 
den  durch  B  geführten  Lichtstrahl  eine  Ebene  legen  und  deu  Schnitt 
derselben  mit  der  Flache  aufsuchen.  Der  dem  Liehtstrahle  und 
der  besagten  Schnittlinie  gemeinsame  Punkt  liefert  das  geforderte 
Resultat. 

Die  durch  den  Lichtstrahl  zu  legende  3ilbene  wird  zweckmäßig 
projicierend  auf  die  eine  oder  die  andere  der  neueingeführten  Pro- 
jectionsebenen  anzunehmen  sein.  In  Bezug  auf  den  vorliegenden  Fall 
erscheint  der  durch  B  gelegte  Lichtstrahl  in  den  transformierten 
Projectionen  durch  (6',  ö")  dargestellt.  Die  projicierende  Ebene  a' 
sehneidet  die  Fläche  in  einer  Ourve  B"^"f",  deren  Punkt  B"„  nach 
JB„  zurückgeführt,  den  gesuchten  Punkt  des  Schlagschattens  von  B 
ins  Innere  der  Fläche  gibt. 

Zur  Kenntnis  des  Schatte npunktes  .B^  hätte  man  leicht  auch 
durch  die  folgende  Betrachtung  gelangea  können.  Denken  wir  uns 
nämlich  den  durch  B  geführten  Lichtstrahl  um  die  Achse  der 
Fläche  gedreht ,  so  beschreibt  derselbe  ein  windschiefes 
Eotationshyperboloid,  welches  die  vorgegebene  Fläche  nach 
Parallelkreisen  schneiden  wird.  In  einem  dieser  Kreise  wird 
offenbar  der  Punkt  Bg  zu  suchen  sein.  Bezeichnete  Parallelkreise 
gehen  für  die  erste  Projection  durch  die  Schnittpunkte  der  Meridian- 
hyperbel mit  dem  Kreise  I'  11^  III^... 

Die  Constructioa  der  Tangente  an  die  Schlag- 
schattengrenze im  Punkte  B^,  kann,  auf  Grund  vorausgeschickter 
Erörterungen,  anstandslos  vollführt  werden. 

Der  Schlagschatten,  welcher  durch  deu  Halbkreis  A. .  .0  ins 
Innere  geworfen  wird,  ergibt  sich  als  Schnitt  des  durch  A...G  ge- 
legten Lichtcjlinders  mit  der  gegebenen  Fläche.  Derselbe  nimmt  in 
Q  seinen  Anfang  und  findet  im  Punkte  C„,  der  in  mit  B^  überein- 
stimmender Weise  gefunden  wurde,  seinen  Abschluss. 

Einzelne,  zwischen  Q  und  G^  liegende  Punkte,  resp.  Paare  von 
Punkten,  welche  diesem  Schatten  angehören,  ergeben  sich,  indem  man 
die  Bing-  und  Cylinderfläche  durch  Hilfsebenen  schneidet,  welche  zu 
der  eingeführten  zweiten  Projeetionsebene  parallel  sind. 

Nehmen  wir  beispielsweise  als  eine  dieser  Ebenen  die  oben 
genannte  Projeetionsebene   selbst  an,    so  ist   deren' Schnitt  mit   der 
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ßingfläche  der  Kreis  S" . .  .D" ;  der  Lichtcj'linder  bingegeii  wird  in 
dem,  Kreise  ^^  (vom  Eadius  des  Kreises  A..  .G  =  K)  geschnitten, 
dessen  Mittelpunkt  (o',  m")  der  Schlagscliatten  des  Mittelpunktes  des 
Kreises  K  auf  die  gewählte  Eliene  ist.  Die  Schnitte  M"  und  N" 
geben  im  Bilde  M  und  N  awei  Punkte  des  Schlagschattens. 

Bemerkt  sei  weiters  noch,  dass  sich  in  den  Punkten  P  und  Q 
die  Schlagschatten  auf  die  Gfrundebene  und  ins  Innere  der  Fläche 
berührend  aneinander  anschließen  müssen,  da  die  gegebene  ßing- 
Üäche  die  Grnndebene  längs  des  Kreises  A' . . .  C  berührt. 

§.  408. 
Construction  der  Selbst-  und  Schlagschatten  (ür  Regelflächen. 


Die  charakteristische  Eigenschaft  der  Eegelfiäohen,  zufolge 
welcher  dieselben  gleichzeitig  mit  der  Schar  von  Linienerzeu- 
genden einfachster  Natur  (geradlinige  Erzeugende)  auch  eine  Schar 
von  umschriebenen  Developpablen  einfachster  Art  (Ebenen- 
büschel) zulassen,  bedingt  selbst  dann  eine  verhältnismäßig  einfache 
Construction  der  Selbstschattengrenze,  wenn  die  Beleuchtung  nicht 
mehr  als  von  einem  bloßen  Punkte,  sondern  als  von  einer  Fläche 
ausgehend,  angenommen  wird. 

Jede  durch  eine  geradlinige  Erzeugende  der  Fläche  gelegte 
Ebene  ist  bekanntlich  zugleich  eine  Berührebene  der  Fläche,  und  alle 
durch  eine  geradlinige  Erzeugende  geführten  Ebenen  bilden  ein  Büschel 
von  Berührungsebenen,  welches  zur  Reihe  der  Berührungspunkte 
projectiviseh  ist. 

Legt  man  demnach  durch  irgend  eine  Erzeugende  die  an  die 
leuchtende  Fläche  möglichen  Berührebenen  und  sucht  man 
auf  Grund  der  erwähnten  Projectivität  deren  BerührEugspunkte  mit 
der  Regelfläehe,  so  werden  die  letzteren  bereits  den  Trennungs- 
linien awisohon  dem  beleuchteten  Theile,  dem  Halb-  und  Kernschatten 
angehören. 

Für  die  Projectivität  zwischen  den  Berührungs- 
punkten und  BerOhrungsebenen  längs  einer  geradlinigen  Er- 
zeugenden erhalten  wir  beiderseits  die  hiem  nötMgen  drei  Elemente 
gleichzeitig  mit  der  Bestimmung  der  Fläche. 

"Wäre  beispielsweise  die  Fläche  für  den  allgemeinsten  Fall  durch 
drei  Leitfläehen  gegeben,  so  erhalten  wir  drei  Punktelemente 
in  den  Berührpunkten  der  Erzeugenden  mit  den  drei  Leitflächen;  die 
zngehörigen  Ebeneuelemen te  aber  in  den  entsprechenden  Berüh- 
rungsebenen der  "Leitfläehen. 
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Nachdem  die  Projeetivität  zweier  Gebilde  durch  belieUge 
Schnittbildung  oder  Projeetion  nicht  gestört  wird ,  folgt, 
dass  sieh  die  aus  ihr  abzuleitenden  Methoden  für  die  Bestimmung 
der  Selbstscbattengrenze  von  Kegelflächen,  als  für  aile 
Projectio  US  arten  gilüg,  darstellen  lasseis. 

g.  409. 

106.  Aufgabe.  Die  Wölbfläehe  des  schiefen  Durchganges  sei 
in  parallelprojeetion  durch  die  Bilder  der  beiden  parallelen  Kegel- 
schnitte (Halbkreise)  und  eine  6-erade  als  Leitlinie  gegeben;  es 
sind  für  eine  bestimmte  Liehtstrahlenriehtung  die  vorkommenden 
Seihst-  und  Schlagschatten  zu  eonstruieren. 

Die  Leitlinien  seien  beziehungsweise  die  beiden  Halbkreise 
Ä,D,B,i  A^D^B^  (welche  in  der  Projeetion  selbstverständlich  als 
Halbellipsen  erscheinen)  und  die  Gerade  g  (Taf.  XXV,  Fig.  172);  die 
Liehtstrahlenriehtung  sei  durch  das  Bild  l  des  Lichtstrahles  und  das 
Bild  l'  ihrer  nach  der  Kiehtung  der  Kegelschnittstangenten  in  A, 
und  JE,  auf  die  Ebene  A^B^B^  (Örundebene)  gebildeten  Projeetion 


Ist  eiae  Erzeugende  der  Fläche  durch  M^  M^  dargestellt,  so 
lassen  sich  unmittelbar  auf  Grund  der  Bestimmung  der  Fläche  für 
die  drei  Punkte  M^,M^  und  M^  derselben  die  Berührungsebenen 
angeben ;  dieselben  sind  durch  die  Tangenten  i,  nnd  (^  und  die 
Gerade  g  bestimmt.  Die  Grundfläehtraflen  dieser  Tangentialebenen 
sind  demnach  M^ntj,  M^m^  und  (M^m^)  oder  g;  das  hiedurch  ge- 
bildete Strahl enbüsehel,  sowie  die  Punktreihe  m,,mj,m^  sind  mit  der 
Punktreihe  M^ ,  M^  und  M^  projeetivisch. 

Die  Liehtehene,  welche  durch  die  besagte  Erzeugende  gelegt 
wurde,  hat  ihre  Grundflächtrace  in  M^  Jf", ,  welche  die  Reihe  »»,  m^  m^ 
im  Punkte  x  schneidet.  Der  dem  Punkte  x  in  der  Reihe  M,  M^  M^ 
entsprechende  Punkt  X  ist  bereits  der  Berührungspunkt  der  be- 
sagten Lichtebene  und  gehört  demnach  der  Selbstscbattea- 
grenze  an. 

Besagter  Punkt  X  wurde  mit  Zuhilfenahme  der  Perspeetivitäts- 
achse  tt  der  beiden  Eeihen  M  und  m  auf  bekannte  Weise  eonstmiert. 

Der  Schlagschatten  X^  des  Punktes  X  gehört  dem  Schlag- 
schatten der  Fläche  auf  die  Grundebene  aa.  In  analoger  Weise  und 
fibereinstimmender  Sehlusafolgeruug  "können  nun  für  beliebige  Er- 
zeugende die  zugehörigen  Punkte  der  Selbetschattengrenze, 
sammt  den  entsprechenden  Schlagschatten  auf  die  Grundebene 
ermittelt  und  festgestellt  werden. 
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Als  weiterer  Anhaltspunkt  fflr  die  YerzeiehimQg  der  Treniiungs- 
linie  zwischen  Lieht  und  Schatten  mag  noch  erwähnt  sein,  dass  die- 
selbe, da  die  vorstehende  Fläche  ¥om  yierten  Grade  ist,  eine 
Cnrve  vierter  Ctasse  sein  müsse,  welche  zum  Theile  auch  auf 
der  unteren  Hälfte  der  Fläche  auftreten  wird.  Die  zweite  Hälfte  der 
hesagten  Fläche  erhält  man  selbstverständlich,  wenn  man  sich  die  Leit- 
linienhälften ergänzt  denkt.  Die  Selbstschattengrenze  wird  so- 
dann in  ihrer  Vollständigkeit  cantrisch-symmetrisch  in  Bezug 
auf  den  Mittelpunkt  der  Strecke  o^^  a>^  sein. 

Auch  die  unendlich  fernen  Punkte,  resp.  die  Asymptoten  der 
genannten  Grenzcurve  zwischen  Licht  und  Schatten,  werden  sich, 
da  der  Kichtnngskegel  leicht  bestimmbar  ist,  anstandslos  ergeben. 

Fasst  man  ra,  als  Seheitel  dieses  Kegels  auf,  so  ist  seine  Spur 
auf  der  Ebene  des  Kegelschnittes  \  ein  demselben  ähnlicher  und 
coasialer  Kegelschnitt,  welcher  durch  den  Punkt  a^  geht.  Die  zu 
den  Selbstschattengrenzen  dieses  Eichtungskegels  paral- 
lelen Erzeugenden  der  Fläche  stellen  die  Asymptoten  für  die 
Selbstschattengrenze  dar. 

Der  Schlagschatten  der  Fläche  auf  die  Grundebene  be- 
steht einerseits  aus  dem  Schlagschatten  h°i  und  ä%  der  beiden  Leit- 
linien hl  und  ^j  und  andererseits  aus  dem  Schlagschatten  der 
schattenwerfenden  Curve  oder  was  dasselbe  ist,  dem  Schatten  der 
Selbstschattengrenze. 

Der  letztere  erscheint  als  Enveloppe  der  Schlagschatten 
aller  geradlinigen  Erzeugeudeu  und  kann  dieselbe  als  solche  aus 
einer  hinreichenden  Anzahl  von  „Brzeugendensehatten"  verzeichnet 
werdeu. 

Der  Schlagschatten  ins  Innere  der  Fläche,  dessen  Grenz- 
linien für  den  vorliegenden  Fall  unsichtbar  sind,  ergibt  sich  am  ein- 
fachsten durch  Zurückführung  der  Lichtstrahlen ,  indem  man  die 
Schnitte  des  Schlagschattens  der  sehattenwerfenden  Curven  mit  dem 
Schlagschatten  entsprechender  geradliniger  Erzeugenden  von  der  Grund- 
ebene aus  zurückführt. 

§.  410. 
107.  Aufgabe.   Die  Selbst-    und    Schlagschatten    einer    wind- 
schiefen   Sehraub enfläehe,    die  in  orthogonaler  Projection  gegeben 
vorliegt,    sind,  nnter  Voraussetzung  "von   Parallelbeleuclitung,   zu 
construieren. 
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Obgleich  sich  auch  in  dem  vorsteheuden  Falle,  weuii  es  sich  um 
die  bloße  Angabe  des  SelbstschatteBS  handelt,  der  in  den  bisher  be- 
sprochenen Beispielen  gewählte  Vorgang  empfiehlt,  wurde  doch  ein 
anderer  Weg  eingeschlagen,  um  auf  die  Vielseitigkeit  der  dem  Con- 
structeur  gebotenen  Hilfsmittel  hinzuweisen. 

Die  in  folgendem  gewählte  Durchführung  gestaltet  sich  nament- 
lich auch  dann  sehr  einfach  und  übersichtlich,  wenn  es  sich  überdies 
Boch  um  die  Construction  der  Isophoten  handeln  sollte. 

Wir  denken  uns  nämlich  die  gegebenen  Flächen  durch  coaxiale 
Kreiscylinder  geschnitten.  Die  Schnittlinien  werden,  wie  leicht 
einzusehen ,  Schraubenlinien  von  Consta  nter  Gang- 
höhe sein. 

Die  Tangentialebenen  in  allen  Funkten  einer  derartigen 
Schraubenlinie  schließen  mit  der  Achse  der  Fläche  den  nämlichen 
Winkel  ein,  bilden  also  in  ihrer  Aufeinanderfolge  eine  der  Fläche 
umschriebene  abwickelbare  Schrauben  fläche,  für  welche, 
behufs  weiterer  Durchführung  des  Problemes,  blors  die  Angabe  des 
Bichtnngskegels  von  Belang  ist. 

Nehmen  wir  beispielsweise  als  einen  der  vorerwähnten  Cyünder 
unmittelbar  denjenigen  an,  durch  welchen  die  Fläche  (der  erfolgten 
Darstellung    gemäß)    abgegrenzt    ist.     Der  Schnitt  desselben   mit  der 

Fläche   ist  sodann    die    Schraubenlinie    123 12,  1' 2' 3' 12' 

(Taf.  XXV,  Fig.  173). 

Die  Tangentialebene  in  irgend  einem  Punkte  dieser  Schrauben- 
linie ,  etwa  im  Punkte  (3,  3') ,  wird  dnroh  die  betreffende  Erzeugende 
und  durch  die  Tangente  Bt^  der  Schraubenlinie  im  Punkte  (3,3') 
bestimmt.  Die  besagte  Tangente,  resp.  der  Punkt  (,  derselben,  kann 
mit  möglichster  Genauigkeit  auf  Grund  der  bekannten  Thatsaehe  con- 
struiert  werden,  dass  die  Entfernung  t,  0  der  Länge  des  Kreisbogens 
«'  1'  2'  3'  gleich  sei. 

Denken  wir  uns  die  Erzeugende,  welche  durch  den  Punkt  (3,3') 
führt,  sammt  der  augehörigen  Tangente  3t,  parallel  zu  sich  selbst 
verschoben,  bis  ihr  Schnittpunkt  nach  S  (Taf.  XXV,  Fig.  174)  der 
verticalen  Projectionsebene  gelangt,  so  wird  in  dieser  Darstellung  die 
verschobene  Berührebeue  durch  die  Verticaltrace  Stj  (parallel  zu 
3(,)  und  die  Horizontaltrace  t,^'  (wobei  ^'  die  Horizontalspur  der 
verschobenen  Erzeugenden  darstellt)  bestimmt. 

Wählen  wir  S  als  den  Scheitel  des  Eichtucgakegels  sämmtlicher 
Tangentialebenen  längs  der  gezeichneten  Schraubenlinie,  so  ist  dessen 
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Horizontalspur  ein  Kreis,  für  welchen  die  Horizontaltrace  t^J'  eine 
Tangente  und  (0,  0')  der  Mittelpunkt  ist. 

Die  Selbstschattengi  enze  des  besagten  Kegels  für  die 
gegebene  Beleuchtungsrichtuug  Id&st  'iich  leicht  finden.  Man  erhält 
Punkte  (1  und  2)  derfeelben,  indem  man  aus  dem  HcMagsehatten  iS'^ 
des  Kegel  Scheitels  (S,  S')  die  Tangenten  an  die  Leitlinie  führt.  Die 
so  erhaltenen  Beriihrpunkte  eigeben  sieii  mit  Genauigkeit  ira  Schnitte 
des  Leitlinienkreises  mit  dem  über  05"g.  als  Diirchiaosser  beschrie- 
benen Kreise  K. 

Die  Berübrungsebenea  des  Eichtungskegels  in  1  und  2  sind  xu 
jenen  Tangentialebenen  der  windschiefen  Fläche  parallel,  deren  Be- 
rührungspunkte (in  der  gezeichneten  Schraubenlinie  gelegen)  gleich- 
zeitig Punkte  der  Selbstechattengrenze  sein  werden.  Um  die  letat- 
genannten  Berührungspunkte  genau  zu  bestimmen ,  sind  bloß  jene 
Erzeugenden  der  Schraubenfläche  anzngeben ,  durch  welche  die  er- 
wähnten Tangentialebenen  gehen. 

Wie  leicht  einzusehen,  haben  diejenigen  Geraden  in  den  Berüh- 
rungsebenen des  Eichtungskegels,  welche  den  Erzeugenden  der  wind- 
schiefen Fläche  entsprechen,  dieselbe  relative  Lage  in  Bezug  auf  die 
Berührungserzeugenden  Sl  und  52,  wie  die  Gerade  {Sj,S'^')  in 
Bezug  auf  die  Berührungserzeugende  SP^.  In  horizontaler  Projection 
erhalten  wir  demnach  die  zu  suchenden  Geraden  als  Hypothenusen 
von  rechtwinkligen  Dreiecken,  welche  über  S'l  und  S'2  congruent 
zu  S'P,^'  beschrieben  sind.  Die  Punkte  I  und  II  ergeben  sieh 
hierbei  einfach  als  Schnitte  des  über  ^'  beschriebenen  Kreises  /j  mit 
den  Tangenten  IS'    und  28'  . 


In  anderer  Weise  interpretiert,  kann  in  der  eben  besprochenen 
Construction  der  Kreis  »j  die  Horizontalspur  des  Eichtungskegels 
der  Flä«henerzeugenden  darstellen,  dessen  Seheitel  der  Punkt  (5,5') 
ist.  Die  Geraden  SI  und  Sil  erscheinen  sodann  als  die  Schnitte 
der  vorherhetrachteten  Berührebeuen  mit  dem  Eichtungskegel  der 
Schraubenfläche  und  gehen  demgemäß  durch  ihre  Eichtung  jene  Er- 
zeugenden der  windschiefen  Fläche  an,  durch  welche  die  Berührungs- 
ebenen,  parallel  zu  den  in  Fig.  174,  Taf.  XXV,  gefundenen,  an  die 
Schraubenfläche  zu  führen  sind, 

Die  Schnittpunkte  dieser  Erzeugenden  mit  der  verzeichneten 
Schraubenlinie  liefern  die  zugehörigen  Berührungspunkte  und  somit 
Punkte  der  Selbstschattengrenze. 

Die  letzteren  erhalten  wir  in  ihren  horizontalen  Projectionen 
durch  I'  und  W  (Taf.  XXV,  Fig.  173)    dargestellt,    indem   wir  die 
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Parallelen  0' T  und  0' W  zu  der  Geraden  01,011  (Fig.  174)  führen. 
Die  Verticalprojectionen  ergeben  sich  direct  durch  entsprechendes 
Heraufprojieiereu. 

Bin  zweiter  Cylinder,  dessen  horizontale  Leitlinie  ein  Kreis 
Zg  (Fig.  173)  ist,  schneidet  die  windschiefe  Fläche  gleichfalls  in  einer 
Schraubenlinie,  längs  welcher  die  umsehriehene  Developpahle 
eine  abwickelbare  Schraubenfläche  ist. 

Eine  Berührebene  für  dieselbe,  und  zwar  wieder  die  durch  die 
Erzeugende  (3,3'),  erhalten  wir  durch  zwei  öeraden,  wovon  die  eine 
die  genannte  Erzeugende  und  die  andere  die  entsprechende  Tangente 
der  oberwähnten  Schraubenlinie  ist,  bestimmt. 

Nach  Fig.  174  übertragen,  fällt  die  Schraubenerzeugende  wieder 
nach  (Sjd,S'^'),  während  die  Tangente  die  Achse  in  einem  Punkte 
t^  sehneidet,  dessen  Entfernung  von  0  sich  au  t,0  so  verhält,  wie 
der  Badius  des  Kreises  K^  (Fig.  173)  zum  Eddius  des  Kreises  K,. 

Die  verschobene  Berührungsebene  ist  somit  durch  St^zl',  und  der 
Richtungskegel  der  Developpablen  füi  den  Scheitel  {S,  S')  durch  seine 
Horizontalspur  K\  repräsentiert. 

Besagter  Kegel  wurde,  sowie  früher,  zur  Constructioc  zweier 
Punkte  der  Selbstsehattengrenze  für  die  windschiefe  Fläche  benutzt. 
Dieselben  erscheinen  in  ihrer  horiaontalen  Projection  dnreh  III'  und 
ly,  in  der  Terticalen  Projection  durch  III  und  IV  dargestellt. 

Die  Tangentialebenen  der  Schraubenfläohe,  deren  Be- 
rti hrungspuniite  sichln  der  Schraubenachse  befinden,  sind  sämmt- 
lich  horizontal  -  projicierend.  Die  in  der  Schraubenacbse  liegenden 
Punkte  der  Selbstschattengrenze  ergeben  sieh  somit  in  den  Schnitt- 
punkten der  Sehranbenaehse  mit  jenen  Erzeugenden,  deren  Horizontal- 
projectionen  mit  O'l'  zusammenfallen.  Hieraus  resultieren  als  Punkte 
der  Selbstsehattengrenze  die  Punkte  M,  N...  in  verticaler  Projection, 
deren  gemeinsame  Horizontalprojection  mit  0'  zusammenfällt. 

Da  in  den  Punkten  M,N...  der  Fläche  die  Infiexionstan- 
geuten  durch  die  Plächenachse  und  die  betreffende  Erzeugende  re- 
präsentiert sind,  so  werden  sich  auch  die  Tangenten  der  Selbstsehatten- 
grenze auf  Grund  des  ümstandes,  dass  diese  die  zur  Lichtstrahlen- 
riehtnng  harmonisch  conjugierten  Strahlen  in  Bezug  auf 
die  InSexionstangenten  sind,  leicht  construieren  lassen.  In  der  Hori- 
zontalprojection stimmt  die  besagte  Tangente  mit  l'  überein. 

Die  Asymptoten  für  die  Selbstsehattengrenze  erhält 
man  in  jenen  Flächenerzeugenden,  welche  zur  Selbstsehatten- 
grenze des  Riehtungskegels  parallel  sind. 
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Zum  Zwecke  der  Bestimmung  des  Sclilagscliatteiis,  der  auf 
die  Fläche  seiljst  fällt,  kann  man  auch  hier,  sowie  im  Forhergehondea 
Falle,  zweckmäßig  von  der  „Zurückführuag  des  Lichtstrahles"  Ge- 
brauch machen ,  indem  man  zuvor  den  Schlagschatten  der  Fläche  auf 
eine  der  Projectionsehenen  coustruiert.  In  Erwägung  mag  hierbei  ge- 
zogen werden,  dass  die  durch  die  Achse  der  Fläche  gelegte  Lichtebene 
die  Begrenzungsaehraubenlinie  in  Punkten  (k,  a')  sehneidet ,  deren 
Sehlagschatten  «^  in  die  Flächenachse  fallen. 

In  veitjcaler  Projection  sind  für  Parallelbeienchtung  die  Selbst- 
und  Schlagschattengrenaen,  ebenso  wie  der  ümriss  der  Fläche  periodisch. 
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Sechster  Abschnitt. 
Beleiichtungs-  Intensitäten. 

XXI.   Capitel. 

§.  411. 

Die  Gmndzüge,  nach  welcheii  die  geometrisciie  Ausmittelung 
der  speciellen  BeleuehtungsTerhältnisse  gesetzmäßig  geformter  Ober- 
flächen erfolgt,  wurden  bereits  in  den  Vorbemerkungen  zur  Schatten- 
lehre überhaupt  erörtert  und  festgestellt. 

Wie  dortselbst  näher  ausgeführt  wurde ,  sind  wir  bisher  an- 
gewiesen, einerseits  „Parallelbeleuchtnng"  und  andererseits  „Pa- 
railelprojectionen"  Yorauszusetzen  und  weiters,  aus  begründeten 
Ursachen  gezwungen,  uns  bloß  auf  die  Angabe  der  „absoluten 
Beleuehtungsintensitäte  n"  zu  beschränken,  also  auch  Yon  den 
Modifieationen  der  Beleuchtung  abzusehen,  welche  sieh 
durch  die  Verscbiedenheit  des  Ausstrahlungswinkels  der  von  der  be- 
leuchteten Fläche  in  das  Auge  (Projectioascentrum)  gelangenden  reflec- 
tierten  Lichtstrahlen  ergeben. 

Unter  diesen  Gesichtspunkten  zeigt  es  sieh,  dass  die  Intensität 
irgend  eines  Punktes  der  Obei-fläche  dem  Sinus  desjenigen 
Winkels,  weichen  der  einfallende  Lichtstrahl  mit  der 
betreffenden  Tangentialebene  bildet,  direct  propor- 
tional sei. 

Setzen  wir  die  Beleuchtungsintensität  der  zur  Licht- 
strahlenrichtung  senkrechten  Ebene  gleich  1,  so  wird  die 
Intensität  irgend  eines  beliebigen  Punktes  dem  Sinus  des  obbezeich- 
neten  Winkels  direct  gleich  sein. 

Für  alle  in  der  Folge  zu  lösenden  Probleme  werden  wir  durch- 
wegs eine  zehnstufige  Beleuchtungsscala  zugrunde  legen , 
deren  Schema  in  Fig.  175,  Taf.  XXVI,  entworfen,  resp.  dargestellt 
wurde. 
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Denken  wir  uus  das  rechteckige  Ebeiienstück  (A  0,  Ä'  0') 
(Taf.  XXVI,  Fig.  175)  durch  darauf  seukrecht  auffallende  Lichtstrahlen 
l  beleuchtet  und  dasselbe  nach  und  nach  in  die  bildfläch-projieierenden 

Lagen  0E„  OE^ ÖE,,,  gebracht,  so  ist  sofort  ersichtlich,  dass 

sich  die  absolute  Beleuchtungsintensität  dieser  Ebenec,  sowie  die 
Querschnitte  der  ihoen  entsprechenden  Lichtprismen,  also  so  wie 
die  Strecken  00,01,  02,  03,.... 010  verhalten  werden. 

Besagte  Strecken  sind  für  0J.=  1  ofEenbar  nichts  anderes,  als 
die  Sinuse  jener  Winkel,  welche  die  Lichtstrahlenriehtung  mit 
der  jeweiligen  Ebene  bildet.  Werden  diese  (sowie  in  Fig.  175,  Taf.XXVI) 
der  Ordnung  nach  gleich : 

l-0,0-9,0-8....0-l,0-0 
angenommen,    so   vergegenwärtigen   uns   die  zugehörigen  Ebenen  jene 
Lagen  gegen  den  Lichtstrahl,   denen   der  Reihe  nach  auch  die  Inten- 
sitäten : 

1-0,  0-9,  0-8,  0-7,  0-6,  0-5,  0-4,  O'S,  0-2,  0-1,  0-0 
zukommen. 

Bei  der  Durchführung  in  Farben  pflegt  man,  wie  bereits  bei 
früherer  Gelegenheit  gesagt  wurde,  in  der  Begel  jene  Stelle  der  be- 
leuchteten Fläche,  deren  Intensität  zwischen  l'O  und  0*9  liegt,  weiß 
zu  belassen,  wahrend  man  die  Stellen  der  Fläche  von  den  Intensitäten 
0-9  bis  0"8  mit  einem  einfachen  Farbentone,  jene  von  den  Inten- 
sitäten 0-8  bis  0'7  mit  dem  nämlichen  Farbentone,  jedoch  zweifach, 
ferner  jene  von  den  Intensitäten  0-7  bis  0 '6  mit  dem  gleichen  Farben- 
tone dreifach  u.  s.  w.  belegt,  so  dass  man  für  all  jene  Stellen, 
denen  die  Intensität  O'O  entspricht,  welche  also  im  Selbstschatten 
liegen,  den  zehnfachen  Farbenton  aufzutragen  haben  wird. 

DieGienBen  der  auf  diese  Weise  erhaltenen  Zonen  bilden  die 
Isophoten: 

0-9,  0-8,  0-7,  0-6 0-1,  0-0, 

welche  man  deshalb  auch,  der  besseren  Übersicht  wegen,  bei  der  vor- 
zunehmenden Schattierung  nach  der  Anzahl  der  Farbentöne, 
welche  die  durch  die  besagten  Isophoten  begrenzten  Zoneo  zn 
,  au  bezeichnen  pflegt.  Die  Bezeichnung  wird  soaach, 
ine  in  Bezug  auf  die  erstere  inverse  sein 
i  der  Isophote  0'9  die  Zahl  1,  der  Isophote  0-8 
die  Cote  2  etc.  etc.  und  folglich  der  Isophote  0-0  {Selbstschatten- 
grenze)  die  Cote  10  entspricht. 

Für  die  Liehtunterschiede  im  Selbstschatten  macht 
man,  wie  schon  bei  froherer  Gelgenheit  gesagt,  die  Annahme,  dass 
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die  im  Seibstschatfeea  liegendea  Theile  einer  Fläche  durch  „reflec- 
ti e r t e s  Licht" ,  welches  die  halte  Intensität  und  die  ent- 
gegengesetzte Bichtung  des  direct  auffallenden  Lichtes 
besitze,  beleuchtet  werden. 

Mit  Zugrundelegung  dieser  Voraussetzucg  ergibt  sich  unmittelbar, 
dass  die  für  die  beleuchtete  Seite  eines  Fläehenstüekes  gefundenen 
Isophoten  ihre  Bedeutung  auch  für  die  im  Selbstschatten  lie- 
genden Theile  der  Fläche  mit  dem  Unterschiede  beibehalten 
werden,  dass  sich,  von  der  Selbstschattengrenze  aus  gerechnet,  die 
Tonstärken  nur  um  je  einen  halben  Grad  abstufen,  während 
diese  Abstufung  in  dem  beleuchteten  Theile  der  Fläche  in  dem 
nämlichen  Intervalle  um  einen  ganzen  Grad  erfolgt,  da,  der  ge- 
troffenen Annahme  Kufolge,  die  Intensität  des  den  Selbst- 
schatten erhellenden  Lichtes  nur  halb  so  groß  als  die  des 
directen  Lichtes  ist. 

Diesem  Umstände  gemäß  wird  der  Unterschied  in  den  T  o  n- 
lagen  zwischen  der  heilsten  und  dunkelsten  Stelle  im  Selbst- 
schafcten  auch  nur  halb  so  groß  als  der  Unterschied  für  die  directe 
Beleuchtung  gewählt. 

Hiernach  ergibt  sieb,  wie  schon  in  früherem  darauf  hingewiesen 
wTirde,  einfach  die  Relation: 

s  =  i  (X  +  n) 
zwischen  den  Isophoten-Zahlen  der  dem  direeten  Lichte  zu- 
gekehrten und  jener  vom  Lichte  abgewendeten  Seite  einer  vor- 
gegebenen Fläche,  wenn  s  die  der  Isophote  im  Selbst  schatten  ent- 
sprechende Cote,  x  die  betreffende  Zahl  für  directe  Beleuchtung  und 
n  die  Anzahl  der  Scalenstufen  bedeutet. 

Für  die  gewählte  zehnstufige  Scala  finden  wir  also: 

s  =  i(x+  10), 

aus  welcher  Gleichung    wir  unmittelbar,  in    allen  Fällen,    aus   dem 

Isophoten  werte  (Tonstärke)  x  für   die  directe    Beleuchtung   den 

Isophotenwert ,    resp.    die    Isophotencote    im    Selbstschatten 


In  Fig.  175,  Taf.  XXVI,  sind  die  Intervalle,  welchen  im 
Selbstsehattea  eine  Abstufung  der  Tonstärke  um  je  einen  ganzen 
Grad  entspricht,  durch: 

.E.o,  i^'g,  i''8,  £'„  ^''g  und  E'^ 
charakterisiert;    in    der   zugehörigen  Horizontalprojection    sind  durch 
die  Goten: 

10,  9,  8,  7,  6 

Psachka,  LaiEtellenac  o.  projectWe  Oeometrie.  IT.  35 
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die  „Anzahl  der  Tonlagen"  verzeichnet ,  welclie  irgend  eine 
Ebene,  innerhalb  des  entsprechenden  Intervalles  im  Selbatschatten  — 
auf  Grund  der  getroffenen  Annahmen  —  zu  erhalten  hat. 

Im  Schlagschatten  behalten  die  Isophoten  ihre  Bedeutung 
als  Grenzen  von  Zonen,  welche  mit  eiuer  bestimmten  Anzahl 
Tonlagen  versehen  werden,  unverändert  bei.  Bezüglich  der  denselben 
beizufügenden  „Cote"  verweisen  wir  auf  die  in  den  „Vorbemertungen 
zur  Schattenbeatimmung"  gegebenen  Erklärungen,  sowie  an  die  dort 
aufgestellte  Relation: 

S  -=  2n  —  X. 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  S  die  Cote  der  im  Schlag- 
schatten liegenden  Isophote,  a;  die  Cote  der  Isophote  für  direetes 
Licht  und  n  die  gewählte  Anzahl  der  Scalenstufen.  Für  die 
Annahme  «.  =  10  ist  sonach: 

S  =  20  —  X. 

§.  412. 

108,  Aufgabe.  Eine  in  orthogonaler  Projeetion  durch  ihre 
Tracen  i?„-E*  dargestellte  Ebene,  sowie  die  Richtung  des  einfallenden 
Lichtstrahles  (i,  V)  sind  gegeben ;  es  sind  die  Intensitäten  Vax  die 
horizontale  und  vertieale  Projeetionsebene,  sowie  für  die  gegebene 
Ebene  E  zu  bestimmen. 

Zunächst  sei  nochmals  bemerkt,  dass  wir  hier,  sowie  auch  in 
den  folgenden  Beispielen  die  jeweilige  Intensität  immer  nach 
Maßgabe  der  Toalagen  —  eine  zehnstufige Scala  vorausgesetzt  — 
bezeichnen  werden. 

Da  auf  Grund  der  gemachten  Voraussetzungen  die  Intensität 
der  Beleuchtung  bloß  von  dem  Einfallswinkel  der  Licht- 
strahlen abhängig  gemacht  wurde,  so  wird  es  sich  auch 
namentlich  nur  um  die  Bestimmung  des  eben  bezeichneten  Winkels 
handeln. 

Suchen  wir  den  besagten  Winkel  vorerst  für  die  vertieale  Pro- 
jeetionsebene. Derselbe  ergibt  sich  durch  Umlegung  des  Licht- 
strahles um  seine  vertieale  Projeetion.  Der  verlangte  Neigungswinkel 
ist  somit  n,  =  FOF„  (Taf  SSVI,  Fig.  176),  nnd  der  Sinus  dieses 
Winkels,  wenn  wir  die  Länge  OFg  =  1  setzen,  ist  demnach  durch 
PP„  =  aF'  dargestellt, 

Theilen  wir  die  Strecke  OA  =  OP„  in  zehn  gleiche  Theile 
und  bezeichnen  wir  diese,  von  Ä  aus  gezählt,  mit  den  Coten 
1   2,  3. .  .10,    so    erhalten    wir,    mit    Zugrundelegung    der    voraus- 
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geseliickteii  Betraehtungeii,  die  Anzahl  der  Toalageü,  oder  mit 
anderen  Worten,  die  laophoteneote  für  die  vertieale  Projeetioas- 
ebene,  indem  wir  die  Strecke  PP^  von  0  aus  auf  der  so  erhaltenen 
Scala  aufti-agen.     Wir  finden  hiefür  5 '9. 

la  analoger  Weise  ergibt  sich  die  Zahl  3'4  für  die  horizontale 
Projectionsebeae,  indem  man  den 

srnBÄ^PPo,  =aP 
Ton    0  aus    auf  der    in  Fig,   176,  Taf.  XSVI,    verzeichneten  Scala 
absehneidet. 

Behufs  Bestimmung  der  Intensität  der  Ebene  E^E^  ist  der 
Sinus  des  Neigungswinkels  des  gegebenen  Lichtstrahles  mit  dieser 
Ebene  aufzusuchen, 

Hierhei  kann  berücksichtigt  werden,  dass  derjenige  Winkel, 
welchen  eine  Gerade  mit  einer  Ebene  bildet,  das  Complement 
jenes  Winkels  sei,  welchen  die  Gerade  mit  der  Senk- 
rechten zur  Ebene  einschließt  und  dass  daher  der  Sinus  des 
ersteren  Winkels  dem  Cosinus  des  letzteren  gleichkommt. 

Führen  wir  also  durch  (P,  P')  das  Perpendikel  (inr,  jr')  zur 
Ebene  E,Ek  und  suchen  wir  die  wahre  Größe  des  von  jt  und  l 
eingeschlossenen  Winkels.  Zu  besagtem  Zwecke  legen  wir  den  ge- 
nannten Winkel  um  eine  der  Tracen  seiner  Ebene,  etwa  um  die 
horizontale  Trace  |,  in  die  Horizontalebene   nach  OP^^  h'  =^  iig   um. 

Den  Cosinus  des  besagten  Winkels  n^  erhält  mau,  indem 
man  von  0  auf  den  Schenkel  P°n  Ji'  die  Senki-echte  Op  fällt,  durch  die 
Strecke  P"^p  dargestellt.  Diese  Strecke,  welche  gleichzeitig 
den  Sinus  des  Einfallswinkels  n^  der  Lichtstrahlen  gegen  die 
Ebene  E,Ek  repräsentiert,  liefert,  von  0  aus  auf  der  daselbst  ver- 
zeichneten Seala  ahgegriffen,  die  Intensität  0'5  der  gegebenen  Ebene. 

Einfacher  noch  gestaltet  sieh  die  Coastruction,  wenn  die  Ebene 
Ei^ft  eine  projicierende  ist. 

§.  413. 

109.  Aufgabe.  Eine  horizontal-projiciereiide  Ebene  Ei,E,  und 
die  Riclitiing  des  einfallenden  Lichtstrahles  (?,  V)  sind  gegeben;  es 
ist  die  Intensität  der  Beleuchtung  für  die  gegebene  Ebene  zu 
ermitteln. 

Wir  schneiden  auf  dem  durch  einen  Punkt  0  der  Achse  XX 
(Taf.  XXVI,  Fig.  177)  geführten  Lichtstrahle  —  um  zunächst  die 
Scala  zu  erhalten  —  von  0  aus  eine  beliebige  als  Einheit  an- 
genommene Strecke  {_0P,  OP')  (in  der  ümlegung  OPg)  ab,  und 
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theilen  0]\,  als  die  wahre  Größe  von  (OP,  OP'),  in  selin  gleiche 
Theile,  welche  wir  wieder  von  P„  aus  fortlaufend  mit  1,2... 10 
bezeichnen. 

Fällen  wir,  so  wie  im  vorhergehenden  Falle,  gleichfalls  aus  (P,  P') 
die  Senkrechte  (jt,  st')  auf  die  Ebeae  EaEh  «nd  legen  wir  den  von 
7C  und  l  gebildeten  Winkel  um  die  Horizontaltrace  |  seiner  Ebene  in 
die  horizontale  Projeetionsebene  um,  so  erhalten  wir,  wenn  von  0  ans 
die  senkrechte  Op  auf  tt^  geführt  wurde,  in  P'jj)  den  Cosinus 
des  Complementwinkels,  welcher,  nach  Früherem,  von  Gaus 
auf  der  Scala  abzuschneideu  ist. 

Wie  aber  leicht  ersichtlich  i'<t  Jie  Strecke  F^  p  ^  fiO,  und 
erbalteo  wir  somit  direct  obne  Zuh  Ifenihme  !ei  Umgebung  den 
fraglichen  Cosinus,  resp.  Sinus,  weiu  wrr  ^  a  0  ans  inmittelbar  die 
Senkrechte  ||  zur  Horizontaltrace  t  hien  iid  zu  1  l  er  die  Gerade 
P'fi  Bormal  ziehen. 

Hierbei  ergibt  sich  der  Punkt  ^t  einlach  im  S  haitte  der  zur 
Horizontaltrace  Ek  Pai-allelen  P'jt  mit  dem  tllei  F  0  als  Dureh- 
messer  besohriebeuea  Kreise.  Die  '^trecke  Oft  auf  die  Scala  P^O 
übertragen,  bestimmt  sofort  den  g  suchten  Isophotenwert,  dies- 
falls 2-0,  für  die  gegebene  Ebene 

Umgekehrt  lassen  sich  eben=io  leicht  die  '^pureurich tungen 
jener  projicierenden  Ebenen  feststellen  welchen  beziehungsweise 
die  Intensitäten  2,  3,  4. . . .   entsprechen 

Letzteres  wird  einfach  daduich  bewiikt  da&s  w  i  von  0  aus  die 
einzelnen  Scalentheile  in  den  Zirkel  nehmen  uni  len  Kreis  fc  mit 
den  zugehörigen  Kreisbögen  zum  Schnitte  bringen 

Die  Verbindungsgeradeo  des  Punktes  P  mit  ten  Schnittpunkten 
JZ"  und  /!„  ///und  IIJ,,  JF  und  i"l>  geben   sofort  die  Spur- 

richtungen  jener  Ebenen,  welche  auf  dei  hoi  oatalen  Projeetions- 
ebene senkrecht  stehen  uad  denen  der  Eeihe  nich  die  Intensitäten 
2,  3,  4,.,. 9,  10  zukommen. 

Die  hellste,  d.  i.  die  am  intensivsten  beleuchtete  horizontal- 
projiciereude  Ebene  wird  selbstverständlich  diejenige  sein,  deren 
SpurenrichtuDg  als  Tangente  in  F'  an  den  Kreis  k   erscheint. 

Für  die  vorgegebene  Lichtstrahlen richtung  ist  demnach 
die  Intensität  einer  derartigen  Ebene  1'4. 

Wie  leicht  einzusehen,  kann  dieses  Ergebnis  zur  Construction 
der  Intensitäten  für  horizontal-projicierende  Cylinder  von 
beliebiger  Leitlinie  vortheilhaft  verwertet  werden. 

Für  vertical-projicierende  Ebenen  stellt  sieh  selbstver- 
ständlich bezüglich  der  Bestimmung  der  Beleuchtungsintensitäten  ein 
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ganz  analoger  Vorgang  uad  ein  ebenso  (ibereinstimraendea 
Verhalten  heraus^. 

Die  Ermittelung  der  Intensitäten  an  der  Oberfläche  beliebiger 
Polyeder  setzt  sich  aus  den  entsprechenden  Constructionen  für  die 
einzelnen  ebenen  Seitenflächen  zusammen. 

Obwohl  die  letzteren  in  der  Regel  nicht  direct  durch  ihre 
Tracen,  sondern  durch  ihre  Begreazungspolygone  gegeben  sind,  so  wird 
es  doch  iü  jedem  Falle  leicht  sein,  die  Bichtungeu  ihrer  Tracen, 
deren  Kenntnis  für  die  Intensitätsbestimmung  vollkommen  genügt, 
auszumitteln.    Zur  Erläuterung  mögea  nachstehende  Beispiele  dienen. 

§.  414. 

HO.  Aufgabe.     Ein   Tetraeder   Ist   durch    seine    orthogonalen 

Projeetionen  {AliCB,  A'B'C'I)')  gegeben;  es  ist  für  eine  bestimmte 

Lielitstrahleurichung  (l,  V)   die    Intensität    einer    der  Seitenflächen, 

etwa  jener  von  [ABC,  A'B'C)   für  eine  zehnstnflge  Eeleachtungs- 


Suehen  wir  zuvörderst  die  Eichtungen  der  Tracen  der  be- 
zeichneten Ebene  (ABO,  A'B'C')  (Taf.  XXVI,  Fig.  178),  indem  wir 
das  genannte  Dreieck  einerseits  durch  eine  zur  verticalen  Ebene  paral- 
lele Ebene  (C  «')  schneiden  und  hiedurch  Ca  oder  a  als  die  ßich- 
tungsgerade  für  dieVerticaltrace  finden,  und  andererseits  mit 
einer  horizontalen  Ebene  {Gß}  zum  Schnitte  bringen,  deren  Schnitt- 
linie C'ß'  oder  q'  mit  der  Dreiecksfläehe  die  Richtung  der  Hori- 
zontalspur der  Ebene  {ABC,  A'B'C'}  liefert. 

Durch  diese  beiden  Spurrichtungen  a  und  q'  ist  auch  die  Nor- 
male {ar,  Jt')  auf  die  genannte  Ebene  bestimmt,  und  kann  somit  die 
weitere  Conatruction  in  der  vorherbesproohenen  Weise  anstandslos 
durchgeführt  werden. 

Im  vorliegenden  Falle  wurde  demnach  der  Winkel  (a,  Vj  um  die 
Verticaltrace  |  seiner  Ebene  nach  vP\0  =  Wj  umgelegt,  der  Cosinus 
pF\  dieses  Winkels  von  0  aus  auf  die  gleichzeitig  in  Fig.  178, 
Taf.  SSVI,  verzeichnete  Scala  übertragen  und  dortselbst  in  der  Cote 
O'ö  der  verlangte  Isophotenwert,  resp.  die  Intensität  der  obbezeich- 
ueten  Dreiecksebene  gefunden. 

Die  Intensitäten  der  horizontalen  und  verticalen  Pro- 
jectiousebene,  die  wie  früher  gesucht  und  bestimmt  wurden,  er- 
geben sich  beziehungsweise  zu  3'9  und  5"4. 

Erscheint  das  Polyeder  in  schiefer  Projection  oder  in  der 
Parallelperspeotive  gegeben,  so  ist  es  in  der  Kegel  ziweckmäliig, 
anf  die  orthogonale  Projection  zu  übergehen. 
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111.  Aufgabe.  Eiae  auf  der  Gruadeibeiie  aufrufende  Pyramide 
ABGDES  und  die  Richtung  des  LieMstrahles  {l,  l')  sind  in  Pa- 
rallelperspectlve  gegeben;  es  sind  die  Intensitäten  der  Bild-  und 
Grundebene  und  die  Intensität  einer  der  Seitenebenen  (ABC)  der 
Pyramide  aiiszumitteln. 

Behufs  DurehführuDg  des  gestellten  Problems  behalten  wir  die 
Bildflächpiojection  als  erste  Projection  bui,  führen  aber  als  zweite 
Projectionsebene  die  Profilehene  {Achse  Z)  ein. 

Die  Profllprojection  der  Pyramide  erscheint  hiernach  durch 
A- B"  C"  B"  E"  S"  (Taf.  XSVJ,  Pig.  179)  und  jene  des  Lichtstrahles 
durch  1°  dargestellt. 

Bringen  wir  diese  letatgefundene  Projection  mit  der  unverändert 
gebliebenen  Bildflächprojection  in  Verbindung,  so  ist  unsere  Änfgabe- 
anf  die  in  Monge' scher  Projection  zurückgeführt  und  kann  daher 
bezüglich  ihrer  Lösung  und  Durchfuhruag  gana  nach  den  in  früheren 
Beispielen  erörterten  Grundsätzen  vorgegangen  werden. 

So  ergibt  sich  beispielsweise  die  Intensität  4'1  der  Bildebene 
durch  das  Änilragen  der  Strecke  FP,,  =r  sP"  von  0  aus  auf  der 
Seala  Z.  Die  Grundebene  erscheint  als  profil-projicierende  Ebene 
(ße)  und  kann  deren  Intensität  (mit  Zugrundelegung  des  in  §.  413 
Gesagten)  leicht  ermittelt  werden,  indem  man  aus  T"  die  zu  G^  Pa- 
rallele P"ft  führt,  diese  mit  der  Seukrechten  ij  aus  0  in  ji  aum 
Schnitte  bringt  und  lie  Linge  Oy,  vnn  0  auf  die  Scala  Z  überträgt. 
Hiernach  erscheint  lie  Intensität  dei  Grundebene  durch  den  Isophoten- 
wert  3  "2  bestimmt 

Die  Intensität  de!  Seitenflache  ABC  erhält  man.  indem  man 
aunächst  die  Richtungen  d  r  Bildflach  nnd  Grundfläehtrace  (ff  und  p") 
nach  der  im  vorhergehenden  Beispiele  gegebenen  Weisung  aufsucht, 
sodann  die  zugehörige  Normale  (w,  je")  der  Seitenebene  bestimmt,  und 
hierauf  die  wahre  Größe  des  von  dieser  letzteren  (tt,  x")  und  dem 
Lichtstrahle  {l,  l")  gebildeten  Winkels  «j  ermittelt. 

Im  vorliegenden  Falle  geschah  dies  durch  TJmlegung  seiner  Ebene 
um  die  Profiitrace  Ol  nach  P\.  Der  Cosinus  P^^p"  des  besagten 
Winkels  »b  gibt,  nach  Maßgabe  der  construierten  Scala,  den  Isophoteu- 
wert  0'5. 

Dem  Schlagschatten  ES^V  der  Pyramide  auf  die  Grund- 
ebene, welch  letzterer  die  Intensität  3-2  zukömmt,  entspricht  nach 
der  eingangs  aufgestellten  Formel  S  ■=  2  n  —  x  der  Intensitäts- 
wert 16-8. 
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§.  416. 

Eiü  anderweitiges  Verfahren  für  die  Bestimmung  der  Inten- 
sitäten von  durch  Ebenen  begrenzten  Gebilden  ergibt  sich 
durch  die  folgende  Betrachtung. 

Bezeichnen  ft,  und  fi^  die  Winkel,  welche  der  Lichtstrahl  be- 
ziehungsweise mit  den  awei  Ebenen  l'\  und  F^  einschließt,  so  gilt, 
wenn  i,  und  i,  die  bezüglichen  absoluten  Intensitäten  von  F^  tmd  F^ 
bedeuten,  die  Gleichung: 

ij  :  ig  ^  sin  ft,  ;  sin  ft^. 

Führen  wir  statt  der  Winke!  y.,  und  ft^  die  Winkel  v,  und  v„ 
ein,    welche   F^  und  i^j    mit    der    zur    Liohtstrahlenriehtung 
senkrechten  Ebene  einschließen,  so  hat  man,  da  die  letzteren 
die  Complemente  der  ersteren  sind,  die  Proportion: 
i^  :  i^zz=  cosv^  :  cosv^. 

Bezeichnen  wir  weiters  mit  F^  und  F\  die  Projeetionen  der  ge- 
gebenen ebenen  Figur  auf  die  zur  Lichtstrahlenrichtung 
senkrechte  Ebene,  so  gelten  bekanntlich  in  Bezug  auf  die  Flächen- 
stücke die  Gleichungen: 

F\  =  F, .  cosv,    und    F'^  =  F.  .  cosv„ 
oder: 

cos  Vi  =  p-     und     cosv^  =  -_■  -  .   ■ 

Diese  Weite  in  obige  Proportion  eingeführt,  findet  man: 

.      .   _  F\        F\ 
^i  •■  h  — -jp^-  ■  -jp~-  ■ 

Liegen  die  beiden  ebenen  Figuren  P,  und  F^  (Taf.  XSVI, 
Fig.  180)  in  dem  nämlichen  Lichtprisma,  was  beispielsweise  dann 
eintritt,  wenn  etwa  F^  der  Schlagschatten  von  F^  wäre,  so  sind  die 
Projeetionen  F\  ~  F'^  gleich  F  und  es  kann  somit  die  vorstehende 
Proportion  in  die  folgende  Form  gebracht  werden: 
i,:i^  =  F„_:F,. 

Kennt  man  demnach  die  wahre  Größe  einer  ebenen  Figur, 
die  Größe  ihres  Sehlagschattens  auf  eine  beliebige  Ebene  und 
die   Intensität  dieser   Ebene,   so  kann  auf  Grund  der  Gleichung 

Jl  —  ¥■' 
S    ~  ^', 
sofort  die  Intensität  der  ebenen  Figur  bestimmt' werden. 

Das  einfach  erzielte  Kesultat  und  das  damit  im  Zusammenhange 
:  Verfahren  der  Intensitätsbestim muug  för   ebene    Flächen 
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wird  iDSbesoudere  dann  anwendbar,  wenn  die  den  Schlagschatten  auf- 
nehmende Ebene  zugleich  „Bildebene"  ist,  nachdem  in  diesem  Falle 
der  Schlagschatten  unmittelbar  in  seiner  wahren  Größe 
und  Gestalt  erseheint. 

Selbstverständlich  wird  man,  der  Einfachheit  halber,  immer  Ijloß 
ein  Dreieck  der  ebenen  Figur  und  den  demselben  entsprechenden 
Schlagschatten  betrachten.  Zwecltmäßig  wird  es  überdies  sein,  eine 
Seite  dieses  Dreieckes  parallel  zur  Bildebene  au  wählen,  da  hiedurch 
erreicht  wird,  dass  die  beiden  zu  betrachtenden  Dreiecke  gleiche 
Grundlinien  haben  und  dass  sich  infolge  dessen  ihre  Fläche  so, 
wie  die  zugehöiigen  Höhen  verhalten  und  folglich  die  Proportion 
besteht: 

Den  Gebrauch  dieser  Methode  wollen  wir  durch  nachstehendes 
Beispiel  erläutern, 

§.  417. 

HZ.  Axifgabe.  Eine  in  der  eotierten  Projectioasmetliode  gege- 
bene auf  der  Grundehene  anfi'uhende  Pyramide  liegt  vor;  der  Licht- 
strahl ist  durch  die  graduierte  Gterade  l  bestimmt.  Die  Beleuchtungs- 
intensitäten  der  Seitenebenea  der  Pyramide,  sowie  jene  der  Grund- 
ebene sind  zu  ermitteln. 

Um  zunächst  die  Intensität  der  Grundehene,  welche  bei  der 
Bestimmimg  der  Intensitäten  der  Seitenflächen  mit  in  Verwendung 
gebracht  werden  kann,  festzustellen,  legen  wir  den  Lichtstrahl  um 
seine  Projection  l  in  die  Grundebeue  nach  l^  (Taf.  SXVI,  Fig.  181) 
um  (wobei  mm%  fünf  Einheiten  des  gewählten  Goten -Maßstabes  M 
gleichkömmt)  und  finden  hiedurch  gleichaeitig  dessen  Neigungs- 
winkel   V  gegen   die   besagte   Ebene. 

Nehmen  wir  weiters  irgend  eine  beliebige  Strecke  Oo  als  Einheit 
der  zu  construierenden  zehnstufigen  Beleuehtungsscala  an,  theilsn  diese 
in  zehn  gleiche  Theile  und  tragen,  um  die  Intensität  der  Grundebene 
durch  die  Anzahl  der  Tonlagen  ausgedrückt  zu  erhalten,  den  Sinus 
des  Winkels  v,  nach  Maßgabe  der  Einheit  Oo,  von  0  aus  auf  der 
Scala  auf. 

Zu  letzterem  Zwecke  beschreiben  wir  mit  Oo  als  Radius  und  0 
als  Mittelpunkt  einen  Kreis  h,  tragen  bei  0  den  Winkel  {90  —  v) 
auf,  bringen  den  Winkelschenkel  OM  mit  dem  Kreise  zum  Schnitte 
und  fällen  aus  M  die  Senkrechte  MW  auf  Oo.  Die  Strecke  MM' 
.  den  Sinus  des  Winkels  v  und  stellt  somit,  auf  Gruud 
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der  eonstruierteu  Seala,    die  Intensität   der   Grundebeue  durch 
3-7  Tonlagen  fest. 

Der  Sehlagsehatteu  des  Pjramidenscheitels  S  auf  die  Grund- 
ebene  ergibt  sieb  in  S^.  Das  Fläcben  Verhältnis  der  Begrenzungs- 
dreiecke und  des  zugehörigen  ScMag3chattens  ist  dem  Verhält- 
nisse der  Senkrechten  aus  S  und  S^  auf  die  jeweilige  ge- 
meinsame Seite  gleich. 

Die  Höben  der  Seitendreiecke  sind  für  deu  vorliegenden 
Fall,  da  eine  regelmäßige  Pyramide  angenommen  wurde,  untereinander 
gleich.  Die  wahre  Größe  mS^^k  derselben  wird  durch  Um- 
legung irgend   einer   dieser  Höhen    Sm    in   die    Grundebene  erhalten. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  kann  die  Bestimmung  aller  übrigen 
Intensitäten  durch  Zuhilfenahme  der  vorher  aufgestellten  Proportion 
mit  Leichtigkeit  vollzogen  werden. 

Ist  beispielsweise  iAB  die  Intensität  der  Seitenfläche  ABS  und 
ij  die  der  Grundebene,  h  die  wahre  Größe  der  Senkrechten  aus  S  und 
SgP,  die  aus  S^  zu  Aß  geführte  Normale,  so  besteht  die  Pro- 
portion : 

iAB  '■  in  —  S^Pi'-  1i- 

Ziehen  wir  durch  0  eine  beliebige  Gerade  OZ  und  tragea  wir  auf 
derselben  Oh  =^  (oSa  =  Ä  und  Op^  ^  S^p,  auf,  verbinden  wir 
weiters  den  Punkt  h  mit  M'  und  fuhren  wir  aus  p,  die  zu  hM' 
Parallele  p,I,  so  wird  durch  die  beiden  ähnlichen  Dreiecke  O'hM' 
und  Opil  die  oben  aufgestellte  Proportion  erfüllt;  es  stellt  nämlich 
Ol  unmittelbar  die  Intensität  der  Ebene  ABS  dar,  wenn  OM' 
jene  der  Grundebene  repräsentiert. 

Hiernach  ergeben  sich  für  die  Seitenfiäebe  ABS,  direct  auf 
der  Scala  abgelesen,  ol^  0-3  Tonlagen.  Ein  gleicher  Vorgang  ist 
bezüglich  aller  übrigen  Seitenflächen  einzubalten. 

Zu  beracksicbtigen  ist  hierbei  nur  noch,  dass  für  die  im  Selbst- 
schatten liegenden  Seitenflächen  CDS  und  DES  insoferne  eine 
Ausnahme  eiutritt,  als  die  nach  obigem  Verfahren,  mit  Zugrunde- 
legung der  Basis,  auf  welche  wir  unsere  Schlüsse  bauten,  gefundenen 
Werte  nur  für  die  direct  beleuchteten  Theile  des  gegebenen 
Körpers  gelten. 

Es  unterliegt  jedoch  keinerlei  Schwierigkeit,  aus  den  für  die 
beleuchteten  Theile  ermittelten  "Werten  sogleich  die  Anzahl  der  Ton- 
lagen für  die  im  Selbstschatten  beflndlicheu  Theile  durch  Zuhilfe- 
nahme der  Gleichung 

s  ^  .i-  (ra  -f  ^) 
zu  flnden. 
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So  ergibt  sich  beispielsweise  für  die  direet  beleuehtete  Seiten- 
fläche CD  fi  die  Aoaahl  der  Tonlagen  in  oJI7=6-5  und  daher 
für  die  uämliehe  J'läehe ,  als  im  Selbstschatten  liegend : 
s  =  4-  (n  +  a:)  =  i  (10  +  6'5)  =  8-25;  ebenso  ergäbe  sich  für  die 
direet  beleuchtete  Seitenfläche  DUS  die  Änaahl  der  Tonlagen  in 
oIV=  8-6  uad  ergibt  sich  demnach  für  den  Selbstschatten  s-=9'3. 

Die  Intensität  des  Schlagschattens  der  Pyramide  auf 
die  Grundebene  ist  nach  der  Formel    s  =  2n  — x  durch  16'3  Ton- 


§.  418. 

Eine  dritte  Methode  für  die  Bestimmung  der  Beleuchtungs- 
intensitäten  an  von  ebenen  Flächen  begrenzten  Körpern,  die  ich 
einer  mir  vorgelegten  Arbeit  meines  Schülers  und  nunmehrigen 
Assistenten  E.  Neugebauer  entlehne,  gründet  sich  auf  einen  Satz 
über  Polyeder,  der  im  Nachstehenden  entwickelt  werden  soll. 

Derselbe  bildet  ein  Analogen  zu  dem  betaniiten  Satze,  dass 
„die  Summe  der  Projectionen  der  Elemente  eines  ge- 
schlossenen Linienzuges  auf  eine  beliebige  Gerade 
gleich  Null  ist". 

Denkt  man  sich  nämlich  irgend  ein,  durch  ebene  Seitenflächen 
vollständig  hegreuates  Polyeder  ASCD  (Taf.  XXVI,  Fig.  182}  auf  eine 
beliebige  Ebene  E  projiciert,  so  findet  man,  dass  die  besagte  Projection 
des  Polyeders  von  den  Projectionen  der  einzelnen  Seitenflächen  zweimal, 
d,  i.  einerseits  von  A'B'D'  und  D'C'A',  andererseits  von  Ä'B'C 
und  C'B'D'  ausgefüllt  \verde. 

Ertheilt  man  den  beiden  Flächeusummen  entgegengesetzte  Tor- 
zeichen, so  werden  sich  dieselben  gegenseitig  aufheben  und  wir  ge- 
langen demnach  zu  dem  Satze: 

„Die  Summe  der  Projectionen  der  Seitenflächen  eines 
vollständig  geschlossenen  Polyeders  auf  eine  beliebige 
Ebene  ist  gleich  Null." 

Um  die  allgemeine  Giltigkeit  des  angeführten  Satzes  für  wie 
immer  geformte  Polyeder  (also  auch  für  solche  mit  einspringenden 
Flächen  winkeln)  einzusehen ,  denkt  man  sich  das  Polyeder  durch 
Ebenen,  welche  durch  die  Kanten  desselben  parallel  zur  ßiehtung  des 
projieierenden  Strahles  gelegt  werden ,  in  eine  Summe  von  Prismen 
getheilt. 

Bei  Betrachtung  irgend  eines  dieser  Prismen  (Taf.  XXVI,  Fig.  183) 
findet  man,  dass  die  Gesammtprojection  desselben  bloß  von  den  Pro- 
jectionen der  Grundflächen  gebildet  wird,  dass  dieses    zweimal   und 
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für  Polyeder  mit  einspringendeu  Kanten  Sn-mal  statthabe,  da  für 
YoUständig  geschlossene  Polyeder  die  Grundfläclieii  ÄBG,  D  EF,. . . 
immer  in  gerader  Anzahl  vorhanden  sein  müssen. 

Der  positive  oder  negative  Sinn  dieser  Projecfcionen  kann, 
dem  vorangeführtea  Satsie  entsprechend,  leicht  nnterachieden  werden, 
wenn  Nachstehendes  berüeksichtigt  wird. 

Die  Größe  der  Projection  einer  ebenen  Fläche  ist  bekanntlich 
durch  das  Prodnct  aus  der  genannten  Fläche  in  dem  Cosinus 
ihres  Neigungswinkels  mit  der  Piojectionsebene  dar- 
stellbar. Statt  des  besagten  Winkels  kann  offenbar  auch  der  Winkel 
der  Normalen  auf  die  beiden  Ebenen  gesetzt  werden. 

Diesen  Normalen  legt  man  einen  bestimmten  Sinn  dadurch 
bei,  dass  man  die  positive  Richtung  des  projicierenden 
Strahles  l  von  vornherein  feststellt,  und  als  die  positive  Rich- 
tung der  Normalen  auf  die  betreffende  Seitenfläche  jene  wählt, 
weiche  nach  dem  Inneren  des  Polyeders  gerichtet  ist.  Hiernach 
erscheint  jeder  der  betreffenden  Winkel  innerhalb  der  Grenzen  von 
Null  und  jr,  womit  auch  das  Zeichen  des  Cosinus  und  daher  der 
Sinn  der  I'lächenprojec.tion  unzweideutig  bestimmt  ist.  Durch 
eine  Gleichung  ausgedrückt,  lässt  sich  folglich  der  vorerwähnte  Satz 
in  die  Gestalt 

SF.cosipJ)  =0 

bringen.  Die  Verwertung  dieses  Satzes  für  „Intensitätsbestim- 
mungen"  erhellt  sofort,  wenn  man  die  Project ionsrichtung  l 
mit  der  Lichtstrahlenrichtung  identificiert.  Der  Cos{p,l) 
stellt  sodann  die  absolute  Beleuehtungsintensität  i  der 
betreffenden  Fläche  dar,  so  dass  obige  Gleichung  die  Form: 

i:F.i  =0 
annimmt. 

Ein  negatives  i  entspricht  hierbei  dem  Selbstschatten 
einer  Seitenfläche  von  solcher  Lage,  dass  deren  direct  beleuch- 
teter Seite  die  Intensität  4-*  zukommen  würde. 

Kennt  man  also  die  Größe  sämmtlicher  n  Seitenflächen  eines 
Polyeders  und  die  absolute  Intensität  von  (n — 1)  Seitenflächen, 
so  kann,  der  vorstehenden  Gleichung  zufolge,  die  Intensität  der  letzten 
Seitenfläche  berechnet  werden. 

§.  419. 
Das  eben  entwickelte  Verfahren    ist    besonders   für    axonome- 
trische  Darstellungen,    wenn   die    Seitenflächen    des   Polyeders 
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durch  ihre   AehseHschnitte    gegeben  sind,  beispielsweise  also   bei 
Krystallgestalten,  mit  Vortheil  anzuwenden. 

Als  erläuterndes  Beispiel  sei  ein,  nach  dem  Mo hs'schen  Systeme 
axonometrisch  dargestelltes  Deltoidikositetraeder  (202)  gewählt. 

Ist  l  (Taf.  XXVII,  Y\g.  184)  die  Lichtstrahlenrichtung,  so  wird 
die  Intensität  der  drei  Achsenebenen  durch  die  Gleichungen: 

{,  =  sin  {l,  ys),     \  =  sin  (?,  xz)     und     i^  =  sin  (l,  xy) 
bestimmt. 

Statt  der  Neigungswinkel  des  Lichtstrahles  gegen  die  Achsen- 
ebenen  führen  wir  diejenigen  gegen  die  A  ehse  selbst  ein,  welch  letztere 
für  ein  rechtwinkliges  System  bekanntlich  die  Complement- 
winkel  der  ersteren  sind.     Wir  erhalten  somit: 

i,  =;  cos  {},  x),     ij  =  cos  ß,  y)    und     i^  =  cos  (i,  2). 

Wach  einer  bekannten  Grundformel  der  analytischen  Geometrie 
des  Raumes  ist  aber: 

cos^  {l,  x)  +  cos«  (l,  y)  +  cos'  {l,  ^)  ^  \ 
und  daher  ist  auch: 

i\  4-  i\  +  i\  =  1, 
welcher  Bedingung  die  Intensitäten  der  Aehsenebeneu  genüge- 
leisten ] 


Statt  der  Lichtstrahlenrichtung  können  wir  aber  auch 
zwei  dieser  Intensitäten  unmittelbar  als  gegeben  voraus- 
setzen und  die  dritte  als  das  Ergebnis  der  letztaufgestellten  Gleichung 
betrachten. 

Nehmen  wir  beispielsweise  fttr  den  vorliegenden  Fall:  *,  = -f 
und  «5  ^=  ^  an,  so  erhalten  wir  unter  der  Voraussetzung,  dass  das 
Innere  der  von  den  positiven  Halbachsen  gebildeten  Ecke  diröot 
beleuchtet  sei,  für  i^  den  Wert  4- f.  womit  alle  drei  Intensitäten 
durch  rationelle  Werte  ausgedrückt  erscheinen. 

Hierauf  gestützt,  kann  ohneweiters  auf  die  Bestimmung  der 
Intensitäten  der  übrigen  Seitenflächen  übergangen  werden. 

Irgend  eine  Seitenebene  im  Octanten  -{-xys  schneidet  die  eine 
der  Achsen  im  Abstände  1,  die  beiden  anderen  aber  im  Abstände  2 
von  0  und  bildet  mit  den  Achsenebenen  eine  Pyramide,  auf  welche 
sich  der  obenentwickelte  Satz  sofort  anwenden  lässt. 

Nennen  wir  die  Intensität  der  Seitenfläche,  welche  die  Achse  s 
im  Abstände  1  von  0  schneidet,  J3,  so  finden  wir: 
arm.MNC.J,—arm.M0C.i.  —  area.l^0C.ii  —  area.MN0.i3-=Q. 
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Die  Intensitäten  ij,!;;,  jg  sind  hier  deshalb  negativ  zunehmen, 
da  der  getroffenen  Anaahma  Kufolge,  die  nach  außen  gerichteten 
Seiten  der  Pyramide,  welche  durcii  die  Aehsenebeaea  gebildet  werden, 
für  den  ersten  Oktanten  sammt  und  sonders  im  Selbstsehatten 
liegen. 

Setzen  wir  für  die  Flächen  die  Werte  ein,  so  erhalten  wir: 

J,.VG  =  l-h  +  i-h^2.i,    oder    J^= -l={i^^i^-^2i,). 

Durch  cytlisehe  Permutation  der  Indeces  erhalten  wir  die  Inten- 
sitäten der  übrigen  im  ersten  Oktanten  liegenden  Seitenflächen: 

J.  =.  -^  (i,  +i,+  2i,)      und      '^2=y^  (4  +  ',  4-  2i«). 

Hieraus  ergeben  sieh  sofort  die  Intensitäten  der  Seitenflächen  im 
Oktanten  y,  z,  — a;,  wenn  \,  da  die  aus  der  Achsenebene  ys  ge- 
bildete Pyramiden  fläche  nach  außen  hin  direct  beleuchtet  ist,  mit 
negati¥em  Vorzeichen  eingeführt  wird.  Wir  finden  demnach  für 
{y,  s,  —x): 

und    .7.=--j^(-i,  +!, +  2..) 


und   für  den    Okt 

■  anteu  {x, 

9,  —'. 

),   für    w 

eichen    i^ 

negati- 

nehmen  ist: 

^-^.'^ 

,  -  •■  +  2 

\\    Jt 

1 

"Fe  ' 

'-  •.  + 

•,  +  2!,) 

und    J,= 

vt'' 

,  +  %- 

2'.)i 

so  wie  endlich  fUi 

■  den  Oktanten; 

b,  —  ^1 

—  2),   wobei  *,  ui 

mit  negativen  ' 

k^orzeicllen  \ 

in  verseilen  sind 

^-7-.<' 

s  -  i.  -  2 

K),    •'.. 

1 

"1/6 

i-i.- 

\  +  2i,) 

und    (/j  = 

1 

:-;,  +  ■ 

i=-2i,) 

ISIachdem  das  BÜdungsgesetz  dieser,  sowie  aller  übrigen  Formeln 
unzweideutig  vorliegt,  kann  jede  weitere  Erläuterung  als  überflüssig 
umgangen  werden. 

Die  praktische  Rechnung  lässt  zwar  volle  Genauigkeit  zu,  doch 
wird  es  bei  einer  aehntheiligen  Scala  genügen,  die  Resultate  auf  zwei 
Deeimalen  genau  zu  bestimmen. 
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Es  ergiht  sich  beispielsweise  für  den  ersten  Oktanten: 
=  ..}      (6  +  3  +  2  .  2)  =  J^^;^  .  13  -  0-76; 

-  y  "    17  —  n-ao    iin:-!    j  —  r___i4  - 


J.  = 


J,-- 


0-99    und   J„: 


=  0'81. 


Der  Factor  ^^  =  0'058,  welcher  in  allen  Gieichungen  auftritt, 
wird  ein  für  allemal  mit  der   entsprechenden  Genauigkeit  gerechnet. 

Dia  Intensitäten  J  erseheinen  hier  in  ihrem  absoluten  Werte 
nach  Maßgabe  der  Summe  der  Einfallswinkel  des  Licht- 
strahles. Wollen  wir  jedoch  dieselben  durch  die  zugehörigen 
Anzahlen  von  Tonlagen  ausdrücken,  so  wird  eä,  unter  Hinweis 
auf  die  in  Fig.  175,  Taf.  XXVI,  entwickelte  Seala,  bloß  nothwendig 
werden,  die  gefuu  denen  absoluten  Werte  von  der  Einheit  (1)  au 
subtrahieren  und  die  jeweilige  Differenz  mit  der  Zahl  10  zu 
multiplicieren. 

Bezeichnen  wir  mit  1\,  T^,  T^  die  Zahl  der  Tonlagen,  so 
erhält  mau  für  den  ersten  Oktanten: 


■1\  = 

1  —  J,)  .  10  =  2-4;     3;  =  (1  —  Ja)  .  10  =  0-1     und 

r,  —  (1  —  Jg)  .  10  =  1-9. 

Für 

die  sichtbaren  Seitentiächen    in   den   übrigen  Oiitanteii 

erhält  man  der  Reihe  nach: 

J,  =0-29;    r,  =  7-1 

J,  =  0-76;     X,  =  2-i^  ...{—x,<l,l); 

J,  =  0-58;    T,  =  4'2 

J,  =0-41;     r,  =5-9 

■      Ja  ^0-64;     T^  =  Z-q\  .  .  .{x,  ij,  —  z), 

j;,  =  0-12;     Ji  =  8-8 

und 

J,  =  -^0-06;     2;=  9-7) 

J,  =  +  0-41i     r,  =  ö-9  f  ...(— ai,»,  —  s). 

J,  =  — 012;     2i  =  9-4) 

Die 

mit  negativem  Vorzeichen  sich  ergebenden  Intensitäten 

J  deuten 

selhstFerständlich  bloß   darauf  hin,  dass   die    betrelfeude 

Seitenfiächc  im  Selbstschatteii  liege. 

Die  Tonstärken  erhält  man  für  diesen  Fäll  nach  der  bekannten 
Gleichung ; 

s  =:  ^  (10  +  X), 
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wobei  X  die  Touatäriie  für  den  direct  beleueli tetea  Flächeo- 
theil  darstellt.  NaeMem  letztgenauute  Tonstärke  durcli  (1  —  J}.10 
ausgedrückt  wird,  ist: 

s  =  I  (10  +  10  -  10  J)  -  10  (l  ~  ^. 

In  vorstehender  Formel  ist  J  seinem  absoluten  Betrage 
nach,  ohne  Rücksicht  auf  das  jeweilige  Vorzeichen  zu  nehmen. 

Für  3',  im  Okfcanfcen  ( — x,y,  —  s),  welches  T^  einem  nega- 
tiven J  eutsprieht,  erhält  mau  demnach  beispielsweise: 

T,  =  10  /l  —  ^)  =  10  (1  -  0-03)  =  9-7, 

Ein  Ähnliches  gilt  für  die  Berechnung  von  T^  im  letzten  Ok- 
tanten.  In  Fig.  184,  Taf,  3CXVII,  wurden  die  jeweiligen  Ton- 
stärken, wie  sie  sich  auf  Grund  des  Vorausgeschickten  ergaben,  un- 
mittelbar in  die  einzelnen  Seitenflächen  eingetragen. 

Iß  jenen  Fällen,  in  welchen  die  betrachteten  Hilfspyramiden, 
welche  aus  einer  derartigen  Seitenfläche  und  den  Achsenebenen  ge- 
bildet werden,  in  Prismen  übergehen,  treten  statt  der  Flächen- 
inhalte bloß  die  Breiten  der  Seitenflächen  in  die  Eeclinungen 
ein,  wie  es  sich  sofort  ergibt,  wenu  man  die  Prismen  durch  zwei 
zur  Lichtstrahlenriehtung  parallele  Schnitte  begrenzt. 


Vl'ie  bereits  vorher  erwähnt,  pflegt  man  hei 
Beleuchtußgsintensitäten ,  wenn  die  klynographisehe  Parallel- 
projection  zur  Darstellung  irgend  eines  räumliehen  Gebildes  gewählt 
wird,  auf  die  orthogonale  Projection  zu  ühergehen. 

Dass  dieses  Überführen  aus  der  einen  der  genannten  Projections- 
arten  in  die  andere  mit  keinerlei  Schwierigkeitea  verbunden  ist,  sobald 
die  Kichtung  des  schief  projieierenden  Strahles,  resp.  das 
Projectionsdreieek  als  gegeben  vorliegt,  ist  aus  der  „Methodik"  (Band  I) 
hinlänglich  bekannt. 

Im  Nachstehenden  wollen  wir  von  der  in  Rede  stehenden  Trans- 
formation unter  der  Voraussetzung  Gebrauch  machen,  dass  die  be- 
sagte Projection  des  Gebildes  nicht  direct  durch  die  Lage  des  Pro- 
jeetionsstrahles,  sondern  durch  das  Bild  eines  rechtwinkligen 
Achsenkreuzes,  auf  dessen  einzelne  Achsen  vom  Ursprünge  aus 
die  der  Einheit  entsprechenden  Strecken  abgeschnitten,  resp.  auf- 
getragen werden,  und  auf  welches  sodann  das  Gebilde  selbst  beaogen 
wurde,  fixiert  erscheint.  Bekanntlich  bezeichnet  maa  diese  Darstellungs- 
weise als  „klynographisehe  Axonometrie". 
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Das  Bild  eines  derartigen  Achsenkreuzes,  für  welches  die  Strecken 
OÄ,  OB  und  00  die  vom  Ursprünge  0  desselben  auf  den  Achsen 
aufgetragene  Einiieit  repräsentieren,  sei  durch  Oxys  (Taf.  XXVIl, 
Pig.  185)  dargestellt.  Selbstverständlich  kann,  da  die  Projeetion  einf! 
ganz  bestimmte  ist,  nunmehr  aus  dem  vorliegenden  Achsenkreuze  auch 
anstandslos  die  Lage  der  Achsen  und  die  des  Projections- 
strahles  gegen  die  Bildebene  gefunden  werden. 

Ist  l  das  Bild  des  durch  0  gelegten  Lichtstrahles  und  V  das 
Bild  seiner  Projeetion  auf  die  rsy-Ehene,  ist  ferner  (P,  P')  ein  Punkt 
von  (l,  l'),  dessen  x  =  1  sei,  so  ergibt  sich  das  zugehörige  y  in  Ol) 
und  s  in  der  Strecke  PP'. 

Denken  wir  uns  das  y  und  0  auf  der  a;- Achse  von  0  aus  auf- 
getragen, so  werden  im  Bilde  diese  Strecken  durch  Ob^  und  0\  be- 
grenzt erscheinen,  wobei,  nur  nebenbei  bemerkt,  \  im  Schnitte  von 
X  mit  der  aus  b  zu  BA  geführten  Parallelen,  und  \  im  Schnittpunkte 
dereeiben  Achse  mit  der  Parallelen  aus  P  zu  Ac  {Pc  =00)  er- 
halten wird. 

Nachdem  durch  Parallelprojection  das  Verhältnis  aweier 
Strecken,  welche  auf  einer  Geraden  abgeschnitten  sind,  nicht  ge- 
ändert wird,  so  bestimmt  das  Verhältnis  0-1;0&„:OÄ„  zugleich 
auch  das  Verhältnis  der  wahren  Größen  der  Coordinaten  x,y  und 
s  des  Punktes  P.  Dass  dieses  Verhältnis  zur  Fixierung  einer  durch 
den  Ursprung  des  Aehsensystems  geführten  Geraden  genügt,  ist  bekannt. 

Wird  demgemäß  xy  (Taf.  XXVH,  Fig.  186)  als  verticale,  xij 
als  horizontale  und  yg  als  Kreuzriss-  oder  Profilebene  für  die  gewöhn- 
liehe orthogonale  oder  Monge'sche  Projeetion  angenommen,  so  wird 
in  Bezug  auf  diese  Lage  des  Aehsensystems  der  Lichtstrahl  durch 
Übertragung  der  Coordinaten  0Ä=  Oß,P5„  =  P'o:  uod  OÄn  =  Oy=Pa 
in  verticaler  Projeetion  durch  l,  in  horiaontaler  Projeetion  durch  l' 
dargestellt  erscheinen. 

Offenbar  ist  der  Punkt  P  des  Lichtstrahles  für  die  neue  Lage 
der  Achse  ebensowenig  identisch  mit  dem  Punkte  P  in  Pig.  185,  als 
die  Strecke  0«  =  OA  der  wahren  Größe  der  Einheit  gleich  ist. 
Dieser  Umstand  hat  jedoch  auf  die  Richtigkeit  der  Lösung,  welche 
sich  bloß  auf  „Verhältnisse"  stützt,  keinen  Einfluss. 

Nach  Vollzag  der  obangedeuteten  Transfcrmatioa  können  die 
Intensitäten  der  drei  Coordinatenebenen  auf  Grundlage  der 
allgemein  aufgestellten  Principien  gesucht  und  mit  Leichtigkeit 
bestimmt  werden. 

Die  wahre  Größe  der  Strecke  OP  wurde  durch  Drehung  des 
Lichtstrahles  um  die  «-Achse  in  die  verticale  Projectionsebene  nach 
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lg  festgestellt.  Besclireiben  wir  weiters  den  Kreis  K  und  benutzen 
SO  in  bekannter  Weise  als  Beleuchtungsscala,  so  ergeben  sich,  indem 
die  Strecken  Pa,  I"  a  und  0«  von  0  aus  auf  derselben  aufgetragen 
werden,  der  Beilie  nach  die  Intensitäten  (Tonstärken)  4*0,  5*7  und 
3-5  der  Achsenebenen  3:y,  xß  und  yz. 

Wäre  beispielsweise  eine  Ebene  E  (Taf.  SXVU,  Fig.  185) 
durch    ihre    Achsensehnitte   (m,  n,  o)  gegeben,    so  werden  zwei 

•  Achsensehnitte,  etwa  n  und  o,  auf  analogem  Wege,  wie  vorher 

Tt,  auf  die  dritte  Achse  nach  Wp  und  Oo  übertragen,  und  durch 
das  Verhältnis  der  Strecken  Om :  Ow^  :  Oo„,  welches  dem  Verhält- 
nisse der  wahren  Größen  der  Achsensehnitte  gleich- 
kommt, die  Lage  der  Ebene  E  bestimmt. 

Durch  entsprechende  Übertragung  der  erhaltenen  Resultate  in 
die  Fig.  186,  Taf.  XXVII,  ergibt  sich  in  E„  Eh  eine  mit  der  gegebenen 
Ebene  der  Stellung  gegen  die  Achsen  nach  übereinstimmende 
Ebene,  deren  Intensität  nunmehr  anstandslos  gefunden  und  mit  Zu- 
gnindelegung  der  verzeichneten  Scala  durch  0'3  bestimmt  wurde. 


XXn.   Capitel. 
Construction  der  Isophoten  für  krumme  Flächen. 

§,  421. 

Linien  g  leicher  absoluter  Beleuchtungs intens!  tat  au 
krummen  Flächen  sind  die  Berührungscur ven  jener  De- 
veloppablen,  welche  zur  Leitfläebe  die  gegebene  Fläche 
und  zu  Eiehtungs kegeln  jene  Eotationskegel  haben, 
deren  Achse  die  Liohtstvahlenrichtung  ist. 

Nach  dieser  im  Sinne  der  „darstellenden  Geometrie"  ge- 
stalteten Definition  können  die  allgemeinsten  Formen  der  Bestimmung 
der  Isophoten  sowohl  durch  Punkte,  als  auch  durch  die  zugehörige» 
Tangenten  entwickelt  werden. 

Was  bpecieli  die  Conatructioa  der  letzteren  betrifft,  so  ist  bloß 
in  Brinneriing  iu  bringen,  dass  die  Tangente  einer  Fläeheneurye  mit 
der  zugehörigen  Eizeugenden  der  längs  dieser  Curve  umschriebenen 
Developpäblen,  ein  conjugiertes  Paar  von  Flächentangenten  bildet. 

Die  Tangente  für  irgend  einen  Punkt  einer  Isopbote  wird 
daher  in  dei    7Ui    betreffenden    Developpahel-Erzeugeuden  — 
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welche  ihrerseits  parallel  zur  eiitsprechendeu  Erzeugenden  des  Eicli- 
tungskegels  ist  —  eonjugierten  Flächentangente  dargestellt 
erscheinen. 

Der  Developpabel-ErKeugeuden ,  von  welcher  hier  die  Rede  ist, 
entspricht  eine  ihr  parallele  Erzeugende  des  Biclitungskegels  der  De- 
veloppablen.  Besagter  Eichtungskegel  ist,  wie  eingangs  erwähnt,  ein 
senkrechter  Ereiskegel,  dessen  Achse  die  Lichtstrahlenrich- 
tung darstellt. 

Mit  Zuhilfenahme  dieses  Eichtungskegels ,  dessea  Oberfläche 
eine  oonstaute  Intensität  aeigt  und  welcher  für  jeden  willkür- 
lichen Isophotenwert  leicht  construierbar  ist,  können  mit  Zugrunde- 
legung obiger  Bemerkungen  beliebige  Erzeugende  der  zugehörigen 
BeveloppalileE  gefunden  werden. 

Wünscht  man  beispielsweise  behufs  Tangenten -Construction  die 
Developpahel- Erzeugende  für  einen  bestimmten  Punkt  der  Berüh- 
ruagscurve  (Isophöte)  zu  kennen,  so  wird  man  einfach  an  den  vorher 
bestimmten  Kichtungskegel  der  Developpablen  jene  Tangentialebene 
legen ,  welche  ku  der  der  krummen  Fläche  im  genannten  Punkte 
parallel  ist.  Die  Berührungserzougende  des  Kegels  liefert  sodann  die 
Richtung  der  gesuchten  Developpabel- Erzeugenden,  welche  nun  un- 
mittelbar durch  den  erwähnten  Punkt  geführt  werden  kann. 

Gewöhnlieh  fcegnügt  man  sich  jedoch  mit  der  punktweiseii 
Auffindung  der  Isophoten. 

Zur  Erreichung  dieses  Zweckes  bedient  man  sieh  sodann,  Eihnlich 
wie  bei  der  Bestitnmimg  der  Selbstschattengrenze,  einer  Reihe  von 
Hilfsfläehen,  welche  die  gegebene  Fläche  berühren,  und  durch 
deren  Benützung  sich  die  in  Eede  stehenden  Constructionen  ebenso 
einfach  als  übersichtlich  gestalten. 

Eine  hervorragende  Eolle  unter  diesen  Hilfsfl'ächen  spielt, 
wie  leicht  zu  erwarten,  die  Kugel,  als  die  regelmäßigste  und  am 
einfachsten  zu  eonstruierende  krumme  Fläche. 

In  der  That  lassen  sich  —  eine  allgemeine  Lichtatrahlen- 
richtung  vorausgesetzt  —  die  Isophoten  der  Kugel  infolge  ihrer 
einfachen  Anordnung  und  Form  höchst  beijuem  bestimmen. 

Besagte  Isophoten  sind  nämlich  Kreise,  deren  Ebenen  auf  der 
Liehtstrahlenr ichtung  senkrecht  stehen  und  deren  Entfer- 
nung Tom  Kugelmittelpunkte  —  falls  mau  den  Kugelradius  als 
Einheit  annimmt  und  die  absolute  Intensität  als  den  Sinus  des 
Neigungswinkels  des  Lichtstrahles  gegen  die  betreffende 
Tangentialebene  definiert  —  der  zugehörigen  absoluten  Be- 
leuchtungsinteusität  gleich  ist. 
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Um  das  Gesagte  ersichtlich  zu  maeben,  denke  man  sich  ziinäcbst 
einen  Eveis  K  (Taf.  XSVII,  Fig.  187)  vom  Radius  1,  welcher 
durch  den  in  seiner  Ebene  liegenden  Lichtstrahl  l  beleuchtet  wird. 

Die  Intensität  irgend  eines  Punktes  P  seiner  Peripherie  ist,  der 
gemachten  VoraussetKung  gemäß,  dem  Sinus  desjenigen  Winkels  gleich, 
welchen  die  Kreistangente  JPt  mit  dem  Lichtstrahle  l  in  P  bildet.  Besagter 
Winkel  ist  aber  das  Complement  des  Winkels  POA  und  somit  die 
gesuchte  Intensität  dem  Cosiaus  des  letztgenannten  Winkels  gleich. 
Dieselbe  erseheint  demnach  durch  die  Strecke  OF'  ausgedrückt, 

Theilen  wir  also  den  durch  0  gelegten  Lichtstrahl  bis  zu  seinem 
Schnittpunkte  A  mit  dem  Kreise  in  n  gleiche  Theile  und  errichten 
in  den  so  erhaltenen  Theilpuukten  Senkrechte  auf  l,  so  sehneiden  diese 
den  Kreis  in  Punkten,  deren  Intensitäten  um  je  -—  abgestuft  erscheinen. 

Pur  n  =  10  erhalten  wir  in  0,  /,  11,  111. . .  .X  (Taf.  XXVII, 
Pig.  187)  Punkte  der  Intensität:  1  ■0,0-9,  0-8... Q-Q  resp.  Punkte 
VOQ  der  Schattenstufe:  Q-O,  1*0,  2-0,  S'O. ..  .10-0. 

YoUführen  wir  die  nämliche  Construction  auch  von  0  aus  ge- 
zählt, auf  der  entgegengesetzten  Seite  des  Lichtstrahles, 
so  werden  sich  gleichfalls  Punkte  des  Kreises  von  entsprechender  In- 
tensität ergeben.  7m  berücksichtigen  wird  hierbei  nur  sein,  dass  auf 
Gnmd  unserer  Annahme  für  den  im  Selbstschattea  gedachten 
Theil  des  Kreises  die  Abstufungen  nur  um  je  einen  halben 
Grad  erfolgen. 

§.  422. 

113.  Aufgabe.  Die  Isophoten  einer  Kugel  für  eine  gegebene 
Lichtstrahlenrichtung  sind  zu  oonstruieren. 

Der  Übergang  von  den  Intensitäten  des  Kreises  auf  jene 
der  Kugel  ergibt  sich  sofort,  wenn  man  den  Kreis  K  am  l  ge- 
dreht denkt. 

Der  Kreis  K  beschreibt  hierbei  eine  Kugel  und  die  früher  ge- 
fundenen Punkte  I,  II,  111. . .  desselben,  welche  ihre  Bedeutung  als 
Grenzen  der  Beleuehtungsstufen  beibehalten,  beschreiben 
die  Intensitätslinien  der  Kugel.  Die  letzteren  sind  also  Kreise, 
welche  sich  orthogonal  in  J  I,  II  II,  III  III. . . .  (Taf.  XSVII, 
Pig.  187)  projicieren  und    das    eben    ausgesprochene    Gesetz   veran- 


In  orthogonaler  Darstellung  bilden  sich  die  Isophoten  der 
Kugel  für  eine  allgemeine  Lichtstrahlenrichtung  als  Ellipsen  ab, 
deren  Achsen  durch  Transformation  der  Projectionsebeneu  leicht 
direet  aufgefunden  werden  können. 
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Sind  il  V)  (Taf.  SXVII,  Fig.  188)  die  Projeetiooen  des  diircii 
deu  Mittelpunkt  (0,  0')  der  Kugel  {K,  K\)  geführten  Lichtstrahles, 
so  findet  mau  für  eine  der  Projectionsebanen ,  beispielsweise  für  die 
hoiiKontale,  die  Isophoteu  durch  Einführung  einer  neuen  Vertical- 
ebene,  dereu  Achse  a;„  nait  der  horizontalen  Projeetioa  V  des  Licht- 
etrahles  parallel  ist  oder  mit  dieser  zusammenfällt. 

Der  Mittelpunkt  (0,  0')  der  Kugel  gelaugt  für  diese  Tninsfor- 
mation  nach  0,,  und  der  Lichtstrahl,  welcher  nunmehr  in  der  neuen 
Projectionsebene  liegt,  erscheint  durch  l\  dargestellt. 

Die  Intensitätskreise  projicieren  sich  hiernach  als  die  zu 
l\  senkrechten  Kreissehnen,  weiche,  ähnlich  wie  in  Pig.  178,  Taf  SXVII, 
in  den  entsprechenden  Theilpunkten  1,2,3...  des  Kreisdurchmeasers 
l'^  errichtet  werden. 

Die  Zuriickführung  der  auf  diese  Weise  bestimmten  Intensitäts- 
kreise in  die  horizontale  Projection  geschieht  nach  früher  besprocheneu 
Grundsätzen  und  wurde  diese  Operation  hier  durch  die  Darstellung 
der  Isophote  %  ersichtlich  gemacht.  Der  Durchmesser  »„ö^  liefert 
die  kleine  Achse  a'b',  und  der  darauf  senkrechte  Durehmesser  die 
große  Achse  der  Horizontalprojectiou  i's  der  besagten  Isophote. 

Die  Contourpunkte  der  latensitätslinie  lassen  sich  ebenso 
einfach  ermitteln.  Man  erhält  dieselben  im  Schnitte  der  entspre- 
chenden Inte nsitäts ebene  mit  dem  den  borizontalen  Umriss  bestim- 
mendeu  Kugelkreis.  Der  letztere  erscheint  in  der  transformierten 
Projection  durch  die  Gerade  !.igVg  abgebildet.  Der  Schnitt  y^  der- 
selben mit  dem  Intensitätskreise  a„&^  in  die  horizontale  Projection 
überfuhrt,  gibt  die  gesuchten  Oontourpuiikte  y',y\  der  Horizontal- 
projection.  Der  hellste  Punkt  (Eintrittspunkt  des  Lichtstrahles) 
findet  sich  in  So,  resp.  in  {H,  H'). 

Für  den  Selbst  schattentheil  der  Kugel  wurden,  da  der 
getroffenen  Ännahroe  gemäß,  hier  die  Abstufung  für  dieselben 
Intervalle  nur  um  einen  halben  Ton  erfolgt,  die  doppelten 
Intervalle  als  Abstände  der  einzelneu  Isophot enebenen 
von  deiß  Kugelmittelpunkte  genommen,  so,  dass  sieh  hiefür  mit 
Einschluss  des  hellsten  Punktes  fünf  Isophoteu  im  Selbst- 
sehatten  ergeben. 

Selbstverständlich  könnten  aus  der  gefundenen  Horizontalpro- 
jection  sofort  die  zugehörigen  Vertiealprojectionen  der  Intensitäts- 
linien —  durch  zwei  eonjugierte  Durchmesser  bestimmt  —  abgeleitet 
werden;  es  empfiehlt  sieh  jedoch,  dieselben  unabhängig  von  der 
horizontalen    Projection    durch    eine    der   eben   besprochenen  Trans- 
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fonnaLioQ  ähnliehe  zu  bestimmen  und  die  Isophoten  direct  durch 
ihre  Aohsen  festKustelleii. 

Um  diesbezügliob  die  nochmalige  Zeichnung  des  Kreises  zn 
umgehen,  kann  man  zunächst  die  Verticalehene  parallel  ku  sich  selbst 
so  weit  verschoben  denken,  bis  dieselbe  (Vk)  durcii  den  Kugelmittel- 
piiakt  geht.  Die  transformierte  Projection  der  Kugel  fällt  sodann 
mit  dem-  Verticalumriss  zusammen,  während  sich  der  transfor- 
mierte Lichtstrahl  in  l„,  {PPf,  =  F'a)  ergibt. 

Der  weitere  "Vorgang  ist  ein  dem  bereits  besprochenen  ana- 
loger und  erhält  man  sonach  mn  und  py  als  Achsen  und  E,£^  als 
Coütourpunkte  der  Isophote  Js  ia  der  Vertiealprojection. 

§.  423. 

Die  Verwendung  der  Kugel  als  Hilfsfläche  bei  der  Coh- 
struction  der  Isophotea  aller  Flächen,  welche  ais  TJmhüllungs- 
f lachen  von  Kugeln  betrachtet  werden  können,  redueiert  sich 
einfach  darauf,  den  Schnitt  der  Intensitätskreise,  resp.  deren 
E  benen  mit  der  jeweiligen  Berübrungscurve  (Charakteristik) 
aufzufinden. 

Da  die  gegebene  Fläche  und  die  umMllte  Kugel  für  alle  Punkte 
der  Berübrungscurve  gemeinsame  Tangential  ebenen,  also 
gleiche  Intensitäten  besitzen,  so  bestimmen  die  letztgenannten 
Punkte  die  Grenzen  iiii  die  Beleuchtungsstufen  längs  der 
Beröbrungseurve,  sind  demnach  Punkte  der  nach  Maßgabe  der  zu- 
grundegelegtea  Seala  zu  zeichnenden  Isophoten  der  Fläche. 

Bei  abwickelbaren  Flächen  sind  die  Isophoten  stets  Er- 
zeugende derselben;  es  wird  sonach  zu  deren  Bestimmung  die  eines 
Punktes  genügen.  Bei  Developpablen,  deren  eine  Leit- 
fläche eine  Kugel  ist,  wird  mau  mit  Benützung  der  letzteren,  als 
„Hilfs fläche",  die  Grenzpnnkte  für  die  Beleuchtungsstufen  der 
Berührungäcurve  suchen,  um  in  den  durch  diese  Punkte  bestimmten 
Erzeugenden  sogleich  das  vollständige  System  der  Intensitats- 
ünien  ku  erhalten. 

§.  424. 

114.  Aufgabe.  Ein  auf  der  Horizontalebene  senkrecht  stehender 
Cyliader,  sowie  die  Lichtstrahlenrichtung  sind  gegeben;  es  sind  die 
Intensitätslinien  zu  construieren. 

Die  zunächst  liegende  Verwendung  der  Kugel  als  Hilfsfläche, 
zeigt  die  Oonstruction  der  Isophoten  für  einen  Botati onscylinder,  daher 


y  Google 


wir  diese  Fläche  als  Eingang  zu  weiteren  diesbeaüglichen  Beispielen 
wäiilen  wollen.     Die  Lichtstrahlenriehtung  sei  durch  (l,  V)  bestimmt. 

Der  Berührungskreis  und  zugleich  Horizontalumriss  der  dem 
Cylinder  eingeschriebenen  Kugel  von  dem  Mittelpunkte  (0,  0') 
(Mg.  189,  Taf.  SXVII)  fällt  in  der  horizontalen  Projeetion  mit  der 
Leitlinie  des  Cylinders  zusammen. 

Von  den  Isopliotenebenen  der  Kugel  kann  im  vorliegenden 
Falle  eine  unmittelbare  angegeben  werden;  es  ist  dies  die  der 
Schattenstufe  10  (Selbstschattengrenze),  welche  bekanntlich  durch 
den  Ktigelmittelpunkt  geht  und  auf  der  Lichtstrahlenriehtung  senk- 
recht steht,  in  der  horizontalen  Projeetion  somit  durch  e'',^  dar- 
gestellt erseheint. 

Nachdem  die  übrigen  Isophotenebeaen  in  gleicben  Abständen 
[d  =  -^-^ .  r)  zu  einander  parallel  sind,  so  werden  auch  deren 
Horizontaltracen  in  constanten  Inte r Tauen  zu  einander  und 
folglich  auch  zu  e*,o  parallel  laufen.  Hiernach  wird  aum  Behufe 
ihrer  Bestimmung  die  Auffindung  einer  einzigen  Trace,  resp.  Ebene, 
vollkommen  genügen. 

Vortheilhafterweise  wollen  wir  bu  besagtem  Zwecke  die  Intea- 
sitätsebene  von  der  Schattenstufe  Null,  d.  i,  die  Tangentialebene  der 
Kugel  im  hellsten  Punkte  derselben  wählen. 

Führen  wir  zu  diesem  Behufe  eine  Transformation  der 
Projectionen  durch  Einschaltung  der  den  Lichtstrahl  horizontal- 
projicierenden  Ebene,  als  neue  Verticalebene,  durch.  Hierbei  gelangt 
die  neue  Projeetion  des  Lichtstrahles  nach  l^,  während  der  Kugel- 
umriss  mit  dem  ursprönglichen,  also,  so  wie  vorher,  mit  dem  Hori- 
zontalumriss  des  Cylinders  zusammenfällt. 

In  der  neuen  Projeetion  ist^^  der  hellste  Punkt  der  Kugel  uud 
A^A  die  Trace  der  augehörigen  Tangentialebene  e^.  Die  Horizontal- 
trace  e^  der  letzteren  geht  somit  durch  A  und  steht  senkrecht  au  V. 

Theilt  man  die  Dfetanz  e*„e*io  =  AO  in  zehn  gleiche  Theile,  so 
fühi-en  durch  die  so  erhaltenen  Theilpunkte  die  Horizontaltraeen  aller 
übrigen  Intensitätsebenen,  welche  in  ihrem  Schnitte  mit  der  Cylinder- 
leitlinie  bereits  die  Punkte  der  entsprechenden  latensitäten  liefern. 

Für  den  Selbstsehattentheil  des  Cylinders  werden  auf 
(Grundlage  früher    erörterter  Gründe  die    doppeltea  Intervalle 


Die    Verticalprojeetionen    ergeben   sieh  in  den  durch  die 
(in  horizontaler   Projeetion)  bezeichneten  Punkte    bestimmten  Erzen- 
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Die  hellste  Stelle  (GlaiizerzeiigeDde)  des  Cylinders  ist  dureb 
die  Erzeugende  {M,  M']  fixiert.  Die  Helligkeit  derselben  wird  direet 
durch  die  Seaia  AO'  gemessen. 

"Wie  aus  den  angestellten  Betrachtungen  bervorgeht,  besteht  das 
Wesentliche  bei  der  Bestimmung  der  Isophoten  am  senkrechten 
Kreiseylinder,  eigentlich  nur  in  der  Ansmittelung  der  Sealeulänge 
AO',  d.  i.  in  der  Feststellung  des  Äbstandes  (Distanz)  der  Hori- 
zontaltraeen  der  beiden  Grenzisophotenebenen. 

Aus  Fig.  189,  Taf.  XXVII,  geht  aber  hervor,  dass  O'Ä  ^  0'M„, 
d.  i.  der  wahren  Länge  des  durch  die  Punkte  0'  und  M'  be- 
grenztes Lichtstrahles  gleich  ist,  woraus  folgt; 

„Die  Scaleniänge  oder  die  Distanz  der  Tracen  der 
beiden  örenzebenen  e^  und  e^„  für  eine  Hilfskngel  ist 
der  wahren  Länge  jenes  Lichtstrahles  gleich,  welcher 
in  der  betreffenden  Projection  einerseits  durch  den 
Mittelpunkt  und  andererseits  durch  den  TJmriss  der 
Kugel  begrenzt  wird." 

Mit  Rücksicht  auf  dieses  Resultat,  kann  somit  die  Scalen- 
iänge rascher  und  bequemer  durch  die  bloße  Bestimmung  der 
wahren  Länge  von  (OM,  0' M')  des  Lichtstrahles,  als  auf  dem  oben 
eingeschlagenen  Wege  gefunden  werden. 

Hat  die  Achse  des  Kotationscylinders  in  Bezug  auf  die  Pro- 
jeetionsebenen  irgend  eine  allgemeiae  Lage,  so  kann  dieser  Fall 
durch  eine  einfache  oder  höchstens  doppelte  Transforraation  jederzeit 
auf  das  eben  angeführte  Beispiel  eines  zur  Grundebene  senkrechten 
Kotationscjlinders  reduciert  werden. 
§.  425. 

Der  Eot ationscyliader  seinerseits  kann  wieder  als  Hilfs- 
fläche für  die  Bestimmung  der  Isophoten  für  zur  Grundebene  senk- 
rechte  Cylinderflächen  von  beliebiger  Leitlinie  dienen. 

Zur  Erreicbuag  vorstehenden  Zweckes  wird  man  an  die  betref- 
fende Leitlinie  die  Tangenten  führen,  welche  zu  den  Tangenten 
in  den  Isophotenpunkten  des  Kreises,  der  als  Leitlinie  des  ' 
Hilfseyliuders  gewählt  wurde,  parallel  sind,  und  hiedurcb  in  deren 
Berührungspunkten  sofort  Punkte  der  Isophotenerzeugenden  von  ent- 
sprechender Intensität  erhatten. 

Auch  für  zur  Grundebene  senkrechte  Prismen  ergeben  sich 
auf  dem  nämlichen  Wege  die  Intensitäten  der  einzelnen  Seiten- 
flächen, indem  man  an  die  Basis  des  Hilfscylinders  die  au  den 
Seiten  des  Leitpolygons  parallelen  Tangenten  führt  und  die  jeweiligen 
Berührungspunkte  auf  die  Scala  projiciert. 
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So  wurden  beispielsweise  die  I  n  i;  e  e  s  i  t  ä  t  e  e  des  Prisma 
(Taf.  XXVII,  Fig.  190)  in  der  eben  angedeuteten  Weise  mit  Zuhilfe- 
nahme des  Cylirders  (Fig.  189)  bestimmt  und  in  die  zugehörigen 
Seitenflächen  eingetragen.  Hierbei  sei  noch  bemerkt,  dass  die  vom 
Schlagschatten  getroffenen  Fläehentheile  statt  mit  der  sich  so 
ergebenden  Zahl  des  Isophotenwertes,  nach  der  für  die  „Tonstufen" 
des  Schlagschattens  geltenden  Formel  S  =  2n — x  bewertet  wurdeo. 

Der  Eotationscyliader  mit  den  für  denselben  be- 
stimmten Isophoten  kann  ferner  auch  dazn  dienen,  eine  einfache 
Metbode  für  die  Bestimmung  jener  Ebenen  eines  Ebenen- 
büschels festzustellen,  welche  für  eine  bestimmte  Licbtstrahlen- 
richtung  die  einzelnen  Intensitätsstufen  zeigen. 

Setzen  wir  zu  diesem  Behufe  voraus,  es  stelle  die  CyÜnderachse 
in  Fig.  189,  Taf.  XXVII,  gleichzeitig  die  Achse  eines  Ebeneii- 
büschels  vor,  so  werden  wir  die  einaelneu  Ebenen  von  den  besagten 
Beleuchtungsstufen  durch  ihre  Horizontaltrace  repräsentiert  erhalten 
indem  wir  durch  0'  die  Parallelen  zu  den  Tangenten  an  die  Leit- 
linie in  den  Punkten  2,  3,  4...  10  ziehen. 

Die  Tracen  dieser  Ebenen  thejlen  den  Grundkreis  in  solcher 
Art,  dass  die  Theilung  derselben  jener  durch  die  Punkte  2,  3,  4...  10 
congruent  ist,  die  entsprechenden  Theilpunkte  aber  auf  der  Kreis- 
peripberie  um  je  90"  verschoben  erseheinen. 

Die  Schnitte  der  Horizontalt raeen  mit  dem  Grund- 
kreise würde  man  demnach  auch  direet  erhalten,  wenn  man  die 
Seaia  voa  0'  aus  auf  der  z«  l'  normalec  Geraden  e^^ 
auftragen,  und  die  Scalentbeile  ähnlich  so  wie  früher  auf  den 
Kreis    projicieren  würde. 

Diese  Art  der  Construction  wurde  in  Fig.  191,  Taf.  XXVII,  zum 
Ausdrucke  gebracht.  Der  Schnitt  der  als  vertieal  angenommenen 
Achse  des  Ebenenhüschels  mit  der  horizontalen  Projections- 
ebene  ist  daselbst  durch  0,  und  der  durch  0  gelegte  Lichtstrahl  durch 
{l,  l')  dargestellt. 

Denken  wir  uns  das  Ebenenbüschel  durch  einen  con- 
centrischen  Kreiscylinder  geschnitten,  bestimmen  wir  ferner 
hiefür  die  Scaleniänge,  welche  der  wahren  Länge  des  durch  0  und 
31'  begrenzten  Lichtstrahles  gleich  ist,  und  tragen  wir  endlich  diese 
in  zehn  gleiche  Theile  getheilte  Strecke  auf  der  au  V  geführten 
Normalen  n  auf,  so  erhalten  wir  in  den  Schnittpunkten  der  zu  n  in 
den  Theilpunkteu  errichteten  Senkrechten  mit  dem  angenommenen 
Grundkreise  Punkte  für  die  Tracen  der  Ebenen  des  Büschels,  denen 
die  einzelnen  Beleuchtungsstufen  zukommen. 


y  Google 


569 

Eine  andere  ConstrueUonsart  der  fraglichen  Ebenen  eines  pro- 
jicierenden  Büschels  wurde  bereits  in  §.  417  (Taf.  XXVI,  Fig.  177) 
näher  besprochen. 

In  der  Regel  erscheint  es,  behufs  Construction  der  Iso- 
photen  beliebiger,  zur  Grundebene  senkrechter  Cylinder- 
fläcben  oder  Prismen,  zweckmäßig,  statt  des  Rotations- 
cylinders  das  Ebenenbüschel  zu  verwenden,  dessen  Stufen- 
ebenen  nach  der  eben  erörterten  Art  gel'uaden  wurden,  indem  man 
hierbei  die  Kichtung  der  Tangenten  an  die  Leitlinie,  durch  deren  Be- 
rührungspunkte die  Isophoteu  gehen,  direct  in  den  Tracen  der  ob- 
bezeichneten  Ebenen  angegeben  erhält. 

Für  einen  geraden  Cylinder  mit  der  beliebigen  Leitlinie 
(AB,  A'B')  ist  die  Verwendung  des  oben  erwähnten  Ebeneu- 
büsehels,  welches  auf  Grund  der  in  §.  417,  Fig,  177,  gepflogenen 
Enfcwickelung  eonstruiert  wurde,  in  Fig.  192,  Taf.  XXVII,  gezeigt. 
Nachdem  diesbezüglich  nichts  Neues  anzureihen  kömmt,  wurden  un- 
mittelbar die  festgestellten  Isophotenwerte  den  betreffenden  Intensitäts- 
erzeugenden  beigesetzt,  wobei  gleichzeitig  die  in  den  Schlagschat- 
ten eintretenden  Erzeugenden  die  zu  2n^20  ergänzten  Werte  erhielten. 

Häufig  tritt  übrigens  auch  der  Fall  eia,  in  welchem  es  sich 
darum  handelt,  die  Stufenebene  eines  Büschels  zu  bestimmen, 
dessen  Achse  eine  allgemeine  Lage  hat.  Durch  Trans- 
formation lässt  sich  der  eben  angedeutete  Fall  auf  den  eben  be- 
sprochenen zurßckführen. 

§,  426. 

115.  Aufgale.  Die  Achse  (g,g')  eines  Büschels,  welclie  durch 
den  Punkt  0  der  Projectionsachse  XX  geht,  sowie  die  Liehtstrahlen- 
riehtang  {l,  V)  sind  gegeben;  es  sind  die  Tracen  der  Ebenen  des 
Büschels,  welche  den  einzelnen  Beleachtungsintervallen  entsprechen, 
zu  bestimmen, 

Behufs  Lösung  des  gestellten  Problems  schneiden  wir  die 
Achse  {g,  g')  (Taf.  XXVII,  Fig.  193)  durch  eine  zn  derselben  senk- 
rechte Ebene  S,  Sk  «nd  denken  uns  durch  den  Schnittpunkt  [J,  ^') 
den  Lichtstrahl  Q.,  l')  geführt. 

In  Bezug  auf  die  letztgenannte  Ebene  als  Projectionsebene 
stellt  sich  das  Büschel  projictereud  dar;  es  können  folglich, 
nachdem  diese  durch  eine  doppelte  Transformation  oder  durch  Um- 
legung des  ganzen  Systems  in  eine  der  Projectionsebenen  überführt 
wurde,  die  Tracen  der  Ebenen  des  Büschels  auf  der  Ebene  S  leicht 
gefunden  werden. 
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In  vorstehender  Darstellung  wurde  das  ganze  System  um  die 
Horizontaltrace  Si,  bis  nur  TJmlegung  der  Ebene  S  in  die  horizontale 
Projeetionsebene  gedreht.  Der  Punkt  z/  gelangt  hierbei  nach  ^^•, 
irgend  ein  beliebiger  Punkt  (P,  P')  des  Lichtstrahles  (l,  V)  besehreibt 
den  nämlichea  Drehungswinkel  ß  «nd  erscheint  nach  der  Drehung 
durch  seine  Protection  n  und  durch  seinen  Abstand  h  von  der- 
selben, bestimmt. 

Hierdurch  ist  offenbar  auch  der  Lichtstrahl,  dessen  nun- 
mehrige Projectiou  durch  l  dargestellt  erscheint,  fixiert. 

Beschreiben  wir  aus  ^^  ™'*  dem  Radius  z/^a  einen  Kreis  Ic, 
so  erhaiten  vrir  (mit  Zupundeiegung  des  §.  425,  Fig.  191)  die  den 
Ebenen  des  Büschels  entsprechende  Kreistheilung,  indem  irir  in  J„ 
auf  l  die  Normale  n  führen,  auf  der  letzteren  sodann  die  zugehörige 
Scalenlänge  z/nA,  in  zehn  gleiche  Theile  getbeilt,  auftragen  und  den 
besagten  Kreis  ä  durch  die  in  diesen  Thailpunkten  auf  n  emohteten 
Senkrechten  durchschneiden. 

Die  Sealenlänge  ist  bekanntlich  der  wahren  Länge  des  durch 
jr  und  i^i,  begrenzten  Lichtstrahles  (als  der  Hypothenuse  eines  recht- 
winkeligen Dreiekes,  dessen  Katheten  ^„Tt  und  A  sind)  gleich. 

Die  aus  J^,  nach  den  Kreistbeilpunkten  geführten  Strahlen 
treffen  die  Drehungsachse  in  den  Paakten  I,  II,  III. . .  X,  welche, 
da  sie  bei  Zurückführung  des  Systems  in  die  ursprüngliche  Lage  un- 
verändert bleiben,  bereits  Punkte  der  Horizontaltracen  der 
gesuchten  Ebenen  des  Büschels  sind.  Dieselben  werden  somit 
erhalten,  wenn  man  die  letztbezeichneten  Pimkte  /,  //,  III.  ..X  mit 
dem  Seiiflitte  0  der  BRschelachse  geradlinig  verbindet. 

Für  die  Anwendung  genügt  in  der  Kegel  die  Kenntnis  des 
Systems  der  Tracen  auf  einer  der  Projectionsebenen,  da  die 
Tracen  auf  der  zweiten  Projeetionsebene  schon  an  und  für  sich 
hiedurch  und  durch  die  Achse  des  Büschels  vollkommen  bestimmt  sind. 

§.  427. 

116.  Aufgabe.  Ein  schiefer,  auf  der  horizontalen  Projeetions- 
ebene anfrnhender  Cyllnder,  dessen  Achse  eine  bestimmte  Neigung 
gegen  die  Projectionsebenen  besitze,  sowie  die  Liehtstrahlenriehtung 
sind  gegeben;  es  sind  die  Beleuchtnngsintensitäten  zu  bestimmen, 

Schiefe  Cylinderflächen  können  durch  Construction  ihres  Nor- 
malschnittes und  die  Annahme  des  letzteren  als  Leitlinie,  jederzeit 
in  gerade  Cylinder  verwandelt  und  sodann  betreifs  der  Isophoten- 
bestimmung   auf  die  vorher  besprochene  Weise  behandelt  werden. 
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Dieses  Verfahren  wird  sich  jedoch  im  allgemeinen  nicht  als 
empfehlenswert  erweisen,  da  es  einerseits  nicht  das  einfachste  ist, 
andererseits  aher  auch  durch  Construction  nnd  Einführung  einer 
neuen  Curve  als  Leitlinie  leicht  üngenauigkeiten  im  Gefolge 
haben  kann,  die  der  darstellende  Geometer  stets  vermeiden  muss. 

Praktischer  und  zweckmäßiger  erseheint  es  daher,  einEbenen- 
biischöl  in  Verwendung  zu  bringen,  dessen  Achse  mit  der  Er- 
zeugendenrichtung  übereinstimmt,  und  dessen  Stufenebenen 
coustructiv  festgestellt  werden. 

Zur  Erreichung  des  besagten  Zweckes  sehneidet  man  das  Ebeneu- 
büschel  durch  eine  aur  Leitlinienehene  des  Cylinders  parallele 
Ebene,  wodurch  mau  in  die  Lage  gesetzt  wird,  direct  an  die  Leit- 
linie des  Cylinders  die  zu  den  sich  ergebenden  Schnittlinien  parallelen 
Tangenten  zu  führen.  Letztere  bestimmen  durch  ihre  Berührungs- 
punkte sofort  die  verlangten  Inteasitätserzeugenden. 

Das  Gesagte  auf  das  gestellte  Problem  angewendet,  wollen  wir, 
um  allfällige  Wiederholungen  au  vermeiden,  voraassetzen ,  dass  sich 
die  CjÜnderachse  zu  der  Achse  des  in  Fig.  193  constraierten  Bbenen- 
bflscliels  parallel  ergeben  hätte,  nnd  dass  die  Lichtstrahlenriehtung  mit 
der  dort  angenommenen  übereinstimme. 

Hiernach  gehen  diel  so  photen  erzeugenden  unmittelbar  durch 
die  Berührungspunkte  1,2,3...  (Taf.  XXVII,  Fig.  194)  jener  Tan- 
genten an  die  Leitlinie,  welche  zu  den  Horiaontaltracen  Ol,  011, 
Olli...   (Fig.  193)  des  Büschels  parallel  sind. 

Die  Begrenzung  des  Cylinderschlagschattens  auf  die 
horizontale  Projectionsebene,  insoweit  derselbe  nicht  durch  den  Schlag- 
schatten der  oberen  Leitcurve  abgeschlossen  ist,  wird  durch  die  zu 
OX  parallelen  Tangenten  an  die  Leitlinie  gebildet.  Die  Berührungs- 
punkte der  letztgenannten  Tangenten  sind  Punkte  der  Selbst- 
schatten  grenze. 

Der  Schlagschatten  ins  Innere  der  Fläche,  falls  sie  als  hohl 
vorausgesetzt  wird,  ergibt  sich  auf  bekannte  Weise. 

§.  428. 

117.  Aufgäbe.  Die  Durchdringung  der  Hälften  zweier  Cylinder- 
fiäohen,  deren  Achsen  sicli  nnter  reciitem  Winkel  schneiden,  ist  in 
schiefer  Projeetion  gegeben  und  die  Lichtstrahlenriehtung  liege  als 
bekannt  vor;  es  sind  die  Beleuchtungsintensitäten  festzustellen. 

Inwieweit  die  Zurückführnng  der  klinographischen  Darstel- 
lungsweise von Cylinderflächen  für  die  Zwecke  der  Isophotenbestim- 
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muDg  auf  die  orLbogonale  Projectionsmetliode  mituuter  uothweadig 
werden  kanu,  sei  durch  das  vorstehend  gewählte  Beispiel  angedeutet. 

Die  Beleuehtungsstufen  wollen  wir  hier  unter  der  Annahme  er- 
mitteln, dass  die  Lichtstrahlenrichtimg  mit  den  heiden  Hauptebeuen 
den  Winkel  von  45"  einschließe.  Das  gegebene  Projectionsdreieck  sei 
OE,li,  tTaf.  XXVIII,  Fig.  195).  Es  ist  demnach  die  schiefe  Pro- 
jeetion  der  Lichtstrahlen  rieh  tung  durch  (PsO,I"sO)  filiert. 

Wie  unserer  Darsteliang  zu  entnehmen,  wurden  die  beiden 
Cylinder  einerseits  als  Eotationscylinder  und  andererseits  als  von 
gleichem  Durehmesser  vorausgesetzt.  Ferner  wurde  die  Leitlinie  des 
einen  Cylinders  parallel,  die  des  anderen  aber  senkrecht  zur  Bildebene 
angenommen. 

Es  können  hiernach  die  beiden  Cylinder  einer  gemeinsamen 
Hilfskugel  umschrieben  gedacht  werden,  deren  Berührungs- 
kreise zu  den  Cylinderleitliuien  parallel  sind. 

In  der  seitwärts  (Taf.  SXVin,  Fig.  195)  angeordneten  Figur 
wurde  0  als  Mittelpunkt  der  oberwähnten,  in  orthogonaler  Projection 
dargestellten  Hiifskugel  gewählt.  Der  ümriss  K  derselben  erscheint 
sonach  als  Kreis  vom  Radius  des  Leitkreiäes  der  Cyiinderfläehen. 
Letzterer  kann  daher  gleichzeitig  auch  als  der  in  der  verticalen  Pro- 
jeetionsehene  liegende,  seitlich  verschobene  Berührungskreis  der 
Kugel  mit  dem  zur  Bildebene  senkrechteu  Cylinder  auf- 
gefasst  werden,  während  der  Berührungskveis  des  zweiten  Cylinders 
in  die  durch    0   gelegte  Profil-  oder  Kreuzrissebene  Mit. 

In  den  beiden  Berührungskreisen  werden  nun,  wie  bereits  be- 
kannt, die  Isophotenpunkte  bestimmt  und  geben,  entsprechend  in 
die  Leitlinien  der  CyUnderfiächen  überführt,  die  verlangten  Punkte 
für  die  au  construierenden  Intensitätserzeugenden. 

Speciell  für  den  in  der  verticalen  Proj  actio nsebene  liegenden 
Berührungskreis  ergeben  sich  (mit  Rücksicht  auf  Fig.  189,  Taf.  XXVIl) 
die  Isophotenpunkte,  indem  wir  auf  {l,  V)  die  wahre  Länge  0F° 
(Fig.  195)  des  durch  (0,  0')  und  (P,  JP')  begrenzten  Lichtstrahles, 
als  Scaleueinheit  {OA),  auftrageu,  diese  Strecke  in  zehn  gleiche 
Theile  theilen  und  den  Kreis  mit  den  Normalen  aus  des  besagten 
Theilpunkten  durchschneiden. 

Die  letztangedeutete  Construction  wurde  direct  an  der  Leitlinie 
L  des  betreffenden  Cylinders  nach  "Übertragung  der  Scala  vollzogen. 

In  ähnlicher  Weise  ergeben  sieh  die  Intervalle  für  den  in 
der  Kreuzrissebene  liegenden  Berührungskreis.  Die  Scalen- 
läuge  ist  wieder  die  wahre  Länge  des  durch  den  Mittelpunkt  und  den 
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Kreuzvissumriss  der  Kugel  begrenzten  Liehtstrahls  OF";  für  den  vor- 
liegenden  Fall  somit  der  vorhergehenden  Sealenlänge  gleich. 

Die  Übertragung  der  gefundenen  Kreistheilpnnkte  in  die  schiefe 
Projeetion  geschieht  darch  Vermittlung  des  Ähnlichkeitsdrei- 
eckes  OIi,E„. 

So  liegt  heiapielsweise  der  Punkt  9'0  in  einer  zur  Kreuzriss- 
achse senkrechten  Geraden,  welche  diese  im  Punkte  cjg  schneidet;  es 
wird  sich  sonach  im  Schnitte  der  (aus  m^)  zur  OMa  parallelen  schiefen 
Projeetion  der  besagten  SeEkreehten  mit  dem  zugehörigen  Theilstrahle, 
(aus  9-0),  welcher  selbstverständlich  zu  B^Rf,  parallel  ist,  die  schiefe 
Projeetion  G'O^  des  laophotenpunktcs  9*0  ergeben.  Dieser  Punkt, 
sowie  die  übrigen,  auf  analoge  Weise  gefundenen  Punkte,  entsprechend 
in  die  Leitlinie  £[  übertragen,  liefern  daselbst  die  Endpunkte  der 
Intensitäts  er  zeugenden. 

Nachdem  beide  Cylinderflächen  in  Bezug  auf  die  Li  cht  strahl  en- 
richtung  symmetrisch  liegen,  werden  sich  die  gleichnamigen 
Isophoten  in  Punkten  der  Durchdringungscurse  treffen. 

Die  den  beiden  Cylindern  entsprechenden  Schlagschatten 
können  nach  den  uns  bekannten  Verfahruagsarten  direct  in  schiefer 
Projeetion  construiert  werden. 

§.  429. 

118.  Aufgabe.  Ein  auf  einer  Projectionsebene  aufruLender  Ro- 
tationskegel ,  sowie  die  LieMstraMenriehtung  (1,1')  sind  gegeben; 
die  Beieuohtungsintensitäten  sind  zu  ermitteln. 

Die  Construction  der  Isophoten  für  Rotationskegel  soll 
gleichfalls  als  ein  Beispiel  dienen,  welches  die  Verwendung  der  Kugel 
als  Hilfsfläohe  zu  erläutern  hat. 

Behufs  Bestimmung  der  Belenchtungsstufen  denken  wir  uns  dem 
Kegel"  eine  Kugel  eingesehrieben,  als  deren  Berührungskreis  unmittelbar 
die  in  der  horizontalen  Projectionsebene  liegende  Leitlinie  dea  Kegels 
dienen  möge.  Der  Mittelpunkt  der  Kugel  projieiert  sich  demnach  in 
(0,  0')  (Taf.  XXVIII,  Fig.  196). 

Die  Isophotenebenen  der  Kugel  schneiden  die  Leitlinie  des 
Kegels  in  Punkten,  welche  den  Intensitäfcslinien  des  Kegels 
angehören. 

Zu  den  Tracen  der  besagten  Ebenen  auf  der  Ebene  des  Berüh- 
rungskreises gelangen  wir  in  ähnlicher  Weise  wie  in  früheren  Fällen 
durch  Transformation  der  Projectionen,  vermittelst  Einführung  einer 
neuen  Verticalebene,  deren  Achse  X,  mit  der  horizontalen  Projeetion 
l'  des  Lichtstrahles  {l,  l')  zusammenfällt. 
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Ib  dieser  ne«ea  Projectiou,  für  welche  Z^  den  Kugelumriss  und 
Zo  den  durch  den  Kugel mittelpuakt  gelegten  Lichtstrahl  darstellt,  ver- 
wandeln sich  die  Isophotenebenen  in  projicierend  e  Ebenen 
und  sind  speciell  die  Traeen  der  beiden  G-renaebenen  e,„  und  e^ 
(beide  senkrecht  zu  !„)  durch  OgM'  und  H^Ä  dargestellt. 

Die  Horizontaitracen  ergeben  sich  sonach  in  den  Senltrecbten 
e*,p  und  e''„  zn  V  in  dea  bezüglichen  Punkten  M'  uad  A. 

Die  Horizontal  traeen  der  zwiscbenliegeuden  Isophotenebenen 
laufen  in  gleichen  Abständen  zu  den  gefundenen  parallel,  erscheinen 
durch  die  in  den  Theilpunkten  der  Strecke  A  M'  errichteten  Normalen 
dargestellt  und  schneiden  die  Leitlinie  des  Kegels  in  den  mit  I,  2, 
3. .  .  .10  bezeichneten   Punkten   der   Intensitätserzeugen  den. 

Pur  den  Selbstschatteiitbeil  des  Kegels  sind,  sowie  in  den 
früheren  Pällen  und  auf  gleichen  Ursachen  beruhend,  auch  hier  die 
Scalenistervaile  doppelt  so  groß  zu  nehmen. 

Die  Traeen  der  Grenzisophotenebenen  e^  und  e,(,  der 
Hilfskugel  auf  der  Ebene  des  Berflhrungskreises  können 
übrigens  auch  ohne  Transformation  gefunden  werden,  wie  es  durch 
Fig.  197,  Taf.  XXVIIl,  veranschaulicht  wird. 

Die  dem  daselbst  dargestellten,  oben  offenen,  hohlen 
Kegel  entsprechende  Hilfskugel  hat  ihren  Mittelpunkt  in  (0,  0'); 
der  durch  den  letztbesagten  Punkt  gelegte  Lichtstrahl  projieiert  sieh 
in  ((,  (')• 

Die  Isophotenebene  Cj^  geht  durch  den  Kugelmittelpunkt  und 
steht  auf  dem  Liehtstrahle  senkrecht.  Eine  in  dieser  Ebene  liegende 
Gerade  (parallel  zur  Vertioaltrace)  ist  daher  durch  {0^,  0'^')  be- 
stimmt. Durch  den  Schnittpunkt  (^,  /]')  der  besagten  Geraden  mit 
der  Ebene  des  Berührungskreises  ist  die  eine  der  gesuchten  Traeen 
«,o  senkrecht  zu  V  zu  führen. 

Um  weiters  noch  die  Trace  e,,  zu  erhalten,  hatte  man  bloß  von 
M'  aus  auf  V  die  der  borizoutalen  Projection  entsprechende  Scaleu- 
länge  für  die  angenommene  Hilfskugel  aufzutragen  und  in  dem  so 
erhaltenen  Punkte  A  die  Parallele  e^  zu  £,„  zu  führen.  Bezeichnete 
Scalenlänge  ist  der  wahren  Länge  des  durch  den  Kugelmittel- 
punkt und  den  Kugelumriss  begrenzten  Lichtstrahles 
gleich. 

Im  vorliegendeu  Falle  wurde  jedoch  ein  anderer  Weg  ein- 
geschlagen. Es  wurde  nämlich  die  Kugel  «nd  der  Lichtstrahl  um  die 
Vertiealachse  (0,  0'}  soweit  gedreht  gedacht,  bis  (1,1')  in  eine  zur 
verticalen  Projectionsebene  parallele  Lage,  d.  i.  nach  {lg,  l'g)  gelangte. 
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Hiernach  ist  H  der  Durchschiiittspuiikt  des  durch  den  Mittelpunkt 
gehenden  Lichtstrahles  mit  der  Hilfskugel  uad  die  Tangente  t  m  H 
eine  der  Ebene  e„  angehörende  Gerade.  Der  Schnitt  {Ä,^,  A'^}  der 
letzteren  mit  der  Ebene  des  Berührungskreises  gibt,  nach  Ä  zurück- 
geführt, bereits  einen  Punkt  der  gesuchten  Trace  der  Ebene  e„,  und 
gleichzeitig  auch  den  Anfangspunkt  der  verlangten  Scala. 

Nachdem,  wie  vorher  bemerkt,  der  Kegel  oben  offen  gedacht 
wurde,  ist  in  der  horiKOntalen  Projeetion  das  Innere  desselben  sichtbar. 
Es  zeigen  somit  die  vertieale  und  horizontale  Projeetion,  beziehungs- 
weise die  äußere  uad  innere  Seite  des  Kegelmantels. 

Jene  Theile  der  Kegelfläche,  welche  für  die  horizontale  Projeetion 
direct  beleuchtet  erscheinen,  werden  sich  demnach  in  der  ver- 
ticalen  Projeetion  als  im  Selbstschatten  liegend  darstellen,  und 
umgekehrt.  Diesem  Umstände  ist  die  Verschiedenheit  der  Bezeichnung 
resp.  die  Unterscheidung  der  den  einzeinen  Isop boten  beigefügten 
Zahlen  Bususehreiben, 

Die  in  den  (in  der  horizontalen  Projeetion  sichtbaren) 
Schlagschatten  eintretenden  Isophoten  nehmen  Werte  an, 
welche  durch  Zahlen,  die  die  Ergänzungen  zu  2.n  ==  20  bilden,  aus- 
gedruckt werden.  Die  letzteren,  ebenso  wie  auch  die  Selbstschatten- 
Isophoten,  wurden  in  der  beigegebenen  Darstellung  durch  kräftigeres 
Ausziehen  hervorgehoben. 

Sobald  die  Achse  des  Eotationskegels  eine  allgemeine 
Lage  gegen  die  Projectionsehenen  annimmt,  kann  mittelst 
einer  oder  doch  höchstens  durch  eine  zweifache  Transformation 
die  Überführung  in  den  eben  besprochenen  Fall  ermöglicht  werden. 

Selbstverständlich  müssen  sieh  aber  auch  die  Isophoten  mit 
Umgehung  dieser  Transformation  finden  lassen,  wie  durch 
nachstehendes  Beispiel  gezeigt  werden  soll. 

§.  430. 

119.  Aufgabe.  Ein  Rotationskegel,  dessen  Achse  [So,  S'o') 
gegen  alle  drei  Projectionsehenen  geneigt  ist  und  dessen  Leitlinie  in 
der  Ebene  L^Li,  liegt,  ist  gegeben;  es  sind  für  eine  bestimmte  Licht- 
strahlenriehtung  {l,  V)  dessen  Isophoten  zu  bestimmen. 

Die  der  Kegelfläche  längs  der  Leitlinie  eingeschriebene  Kugel 
sei  durch  (K,  K')  (Taf.  XXVIII,  Fig.  198),  der  Mittelpunkt  derselben 
durch  (0,  0')  dargestellt. 

Zunächst  suchen  wir  wieder  die  Grenzisophotenebenen  der 
Kugel  und  deren  Tracen  auf  der  Ebene  des  Berührungskreises. 
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Brsteres  wurde  durch  Transformation  yermittelst  Einföhrung  einer 
durch  den  Ktigelmittelpunkt  gehenden  liclitstrahl-projicierenden  Ebene, 
als  neuer  Projectionsebene,  bewirkt,  für  welche  Ebene  sich  die  Kugel 
in  Kg  und  der  Lichtstrahl  {l,  l')  in  lg  projiciert. 

Die  Tracen  der  nach  erfolgter  Transformation  sich  ergebenden 
projieierendeu  Grenaebenen  sind  H^ M  und  Og N.  Hieraus 
ergeben  sich  sofort  die  Verticaltracea  e\  und  e\„  in  den  durch  M 
und  N  zu  V  senkrecht  geführten  Geraden. 

Die  Richtung  der  Schnittlinien  dieser  beiden  Ebenen  [hierbei 
ist  e^Ek  senkrecht  zu  {l,  l')]  mit  der  Ebene  der  Leitlinie  L,Lk,  resp. 
l^h,  wurde  seitwärts  in  der  Geraden  (ff,  ff')  gefunden. 

Die  Schnittlinieu  selbst,  welche  beziehungsweise  durch  m 
und  K  gehen,  sind  durch  (ff,,,  a'g)  und  (ff,o,  r,\g)  dargestellt. 

Die  zwischenliegendea  Isophotenehenen  haben  ihre 
Tracen  in  gleichen  Abständen  von  einander  und  ergeben  sich 
daher  die  ihnen  entsprechenden  Schnittlinien  mit  L„Li,  in  den  aus 
den  Theiipunkten  der  in  zehn  gleiche  Theile  getheilten  Strecken  mn 
und  m'n'  zu  (ff,  ff')  geführten  Parallelen.  Diese  letzteren  schneiden 
bekanntlich  die  Leitlinie  des  Kegels  bereits  in  jenen  Punkten, 
welche  den  Isophotenerzeugenden  angehören. 

la  vorstehender  Zeichnuug  wurde  die  Theilung  über  den  Punkt  n 
hinaus  fortgesetzt,  um  auch  die  dem  übrigen  Theüe  der  Kegelmantel- 
fläche entsprechenden  Isophoten  zu  erhalten.  Bezüglich  der  Bezif- 
ferung, resp.  der  Cotierung  derselben,  sei  bemerkt,  dass  soweit  sie 
dem  Selbst-  und  Schlagschatten  zukommen,  selbstverständlich 
die  üblichen  Eectificationen    resp.  Umrechnungen    vorzunehmen   sind. 

Behufs  Erläutening  des  beobachteten  Vorganges  sei  noch  er- 
wähnt, dass  die  Kegelschnittslinie ,  resp.  die  Leitlinie  des  Kegels 
(um  deren  Schnittpunkte  mit  der  Geraden  ff  möglichst  genau  au  er- 
halten), um  die  Verticalspur  L„  in  die  Verticalebene  nach  L„  um- 
gelegt wurde.  Die  umgelegten  Schnittlinien  ff,,  sehneiden  den  Kreis 
Lg  in  den  Punkten  S„,  4^,  5„ . . . ,  weiche,  entsprechend  zurückgeführt, 
nicht  nur  die  Isopbotenpunkte  liefern,  sondern  auch  als  Controle 
für  die  Kichtigkeit  der  durchgeführten  Conatructionen  dienen  können. 
Die  Art  des  Zurückführens  wurde  durch  die  des  Isophotenpnnktes  10^, 
(Selbstschattengrenze)  in  der  Zeichnung  vergegenwärtigt. 

§.  431. 
J50,  Aufgabe.  Für  einen  elliptischen  oder  beziehungsweise  für 
einen  sciiefen  Kreiskegel  sind  die  Intensitätslinien  zu  construieren, 
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Bei  Durchführung  des  vorstehenden  Problems  kaun  die  Kugel 
nicht  mehr  direct  als  „HilMäche"  ihre  Verwendung  Baden. 

Man  wird  in  diesem  Falle  auf  die  ursprüngliche  Fassung,  resp. 
Lösung  der  Aufgabe,  Kurüekgreifend,  die  Berührungserzeugenden 
jener  Tangentialebenen  desKegels  aufsuchen,  welche  mit 
der  Lichtstrahlenrichtung  gewisse  Winkel  einschließen, 
die  durch  den  ihnen  zukommenden  Sinus  dielntensitäts- 
stufen  bestimmen. 

Zur  Erreichung  dieses  Zweckes  wird  man  die  Kegelspifcze  gleich- 
zeitig als  den  Scheitel  eines  Systems  von  JEtotationskegeln 
betrachten,  deren  gemeinsame  Achse  die  Licht strahlen- 
richtung  ist  und  deren  Oberflächen  somit  constanfce,  nach  der  an- 
genommenen Scala  sich  abstufende  Beleuohtungstärken 
besitzen, 

Die  dem  gegebenen  Kegel  entsprechenden  Berüh- 
rungserzeugeuden  jener  Tangentialebenen,  welche  an  diesen  und 
die  einzelnen  Kegel  des  Hilfssystems  gelegt  werden  können,  sind 
bereits  die  verlangten  Isophoten. 

Behufs  direeter  Bestimmung  der  besagten  Berfihrungs- 
erzeugenden  schneidet  man  zweckmäßig  die  zu  betrachtenden  Kegel 
durch  eine  Ebene -Er -Eft,  welche  zur  Lichtstrahienriehtung  (i,  i') 
(Taf.  SXVIIT,  Fig.  199)  senkrecht  steht. 

Die  letztbezeichnete  Ebene  schneidet  den  gegebenen  Kegel 
in  einer  gewissen  Curve  2^,  den  Hilfskegel  aber  ia  concen- 
trischen  Kreisen,  deren  Mittelpunkt  der  Schnitt  des  durch  den 
Seheitel  S  gelegten  Lichtstrahles  (l,  V)  ist  und  deren  Radien,  auf 
Grund  der  bezüglich  der  Hilfskegel  gemachten  Voraussetzungeß,  leicht 
gefunden  werden  können. 

Die  diesen  Kreisen  uud  dem  Kegelschnitte  £  gemein- 
samen Tangeuten  bestimmen  durch  die  Berührungspunkte  mit  der 
letzteren  Curve  die  gesuchten  Berührungserzeugenden  von  dem 
entsprechenden  Isophotenwerte,  resp.  deren  Cote. 

Wir  wollen  die  Durchführung  der  somit  angedeuteten  Construc- 
tion  an  einem  schiefen  Kreiskegel  zeigen. 

Der  durch  den  Kegelscheitel  (S,5")  (Taf.XSVIII,  Fig.  199)  gehende 
Lichtstrahl  (l,  V)  sehneidet  die  zu  (l,  V)  senkrechte  Hilfsebene  E^Ei, 
in  {A,  J'). 

Beziehen  wir  nun  das  ganze  System  auf  die  Ebene  E„Ea,  als 
neu  eingeführte  Projeetionsebene,  und  legen  wir  diese  um  -E*  in  die 
horizontale  Projeetionsebene  um,    so  wird  der  Pöukt  A  nach  A"  ge- 
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laiigec  und  gleichzeitig  die  neue  Horizontaiprojection  des  Kegelseheitels 
darstelieü.  Besagter  Kegelscheitel  wird  sieh  in  einer  der  wahren 
Länge  des  Lichtstrahles  8J  gleichen  Höhe  über  der  genannten  Hori- 
zontaiprojection J"  vorfinden  und  um  die  neue  Achse  ^"J'  umgelegt, 
nach  ySfl  zu  liegen  kommen. 

Die  gleichfalls  um  Eh  umgelegte  Spur  Zi„  des  auf  der  Ebene  E 
angenommenen  Kegels  kann  direct  construiert  werden,  indem  man 
berücksichtigt,  dass  die  Curve  S  bei  ihrer  Drehung  um  Eh  mit  der 
horizontalen  Leitlinie  des  Kegels  stete  in  centrischer  Colüneation 
verbleibt. 

Das  Collineationscentrum  S  bewegt  sich  hiebet  bekanntHeh 
in  einem  Kreise,  dessen  Ebene  zur  CoUineationsachse 
senkrecht  steht.  Der  Mittelpunkt  des  besagten  Kreises  befindet 
sich  in  der  Gegenachse  des  ruhenden  Systems. 

Das  den  Curveu  X  und  2^„  augehörige  Colliueationseentrum 
ergibt  sich  daher  in  der  Umlegung  des  Punktes  S  um  die  Horiaontal- 
trace  der  durch  S  parallel  zu  E  gelegten  Ebene. 

Mit  Hilfe  des  nunmehr  bekannten  Colli neationscentrums,  sowie 
der  CoUineations-  und  Gegenachse,  kann  JS,,  leicht  und  genau  aus  der 
Leitlinie  L  des  gegebenen  Kegels  entwickelt  werden. 

Die  Leitlinien  des  Systems  der  Hilfskegel  ia  Bezug  auf 
die  umgelegte  Ebene  E  erhält  man,  indem  man  durch  iS'„  eine  Parallele 
zu  J"^'  führt,  über  8^  als  Mittelpunkt  einen  beliebigen  Kreis  K  be- 
schreibt, den  Radius  O^m  desselben  in  zehn  gleiche  Theile  theilt  und 
diese  Tbeile  in  die  KreisperJpherie  projiciert. 

Die  ans  0„  nach  den  Kreispunkten  1,  2,  3. . .  geführten  Strahlen 
geben  in  ihren  Schnitten  mit  z/"z/'  Punkte  für  die  kreisförmigen  Leit- 
linien \,\,\...,  welche  nunmehr  aus  ihrem  gemeinschaftlichen 
Mittelpunkte  ^d'*  unmittelbar  beschrieben  werden  können. 

Die  an  die  letztgenannten  Kreise  und  2^  geführten  gemein- 
samen Tangenten  schneiden  die  Drehachse  Eh  in  den  Punkten 
Ip  2„3,  ...10,  und  bestimmen  hiermit  Punkte  der  Horizontal- 
tracen  der  gemeinsamen  Tangentialebenen.  Die  Berührungs- 
punkte der  von  den  letzteren  an  die  Horizontalbasis  L  des  gegebenen 
Kegels  gelegten  Tangenten  liefern  in  1,  2,  3,  4. .  .10  die  Horizontal- 
spuren der  Kegelisophoten. 

Jene  Stellen  des  Kegels,  in  welchen  die  Beleuchtungsstärke 
ein  Maximum,  resp.  ein  Minimum  wird,  entsprechen  den  Berüh- 
rungspunkten H„  und  \  derjenigen  Kreise,  welche  aus  dem  Mittel- 
punkte J"  tangierend  an  die  Curve  H^   beschrieben   werden   können; 
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die   Selbstschattengrenze   dagegen  den  aus  ^^  an  S^  geführten 
Tangenten,  deren  Horizontalsparen  die  Puniite  10,  und  10,  sind. 

Der  hiermit  erläuterte  Vorgang  bleibt  ungeändert,  welche 
Gestalt  auch  immer  die  horizontale  Leitlinie  L  des 
Kegels  besitzen  mag. 

§.  432. 

131.  Aufgabe.  Eine  abwickelbare  Sohrauhenfläche  und  die  Licht- 
strahlenricltTtiig  siud  gegeben;  die  Intensitätslinien  der  Fläche  sind 
zn  bestimmen. 

Nachdem  die  Construction  der  Isophoten  für  beliebige 
Kegel  erörtert  ist,  kann  auch  die  Art  und  Weise  der  Bestimmung 
der  Isophoten  für  beliebige  abwickelbare  Flächen  ais  erledigt 
augesehen  werden. 

Man  hat  nämlich  bloß  die  Intea-sitätslinien  des  jeweiligen 
Richtungskegels  der  Fläche  auszumitteln,  um  sofort  auch  in  den 
hiezu  parallelen  Erzeugenden  der  Fläche  die  Isophoten  der  letzteren 
zu  erhalten. 

Auf  das  vorstehende  Problem  übergehend,  ist  der  Richtungskegel 
der  gegebenen  Sehraubenfläche  ein  Rotationskegel;  die  Rück- 
kehrciirve  der  Fläche  ist  die  auf  dem  Grün dcy linder  verzeichnete 
Schraubenlinie.  Die  Lichtstrahlenrichtung  sei  durch  (1,1')  fest- 
gestellt. 

Nachdem  wir  zunächst  die  vorkommenden  Schlagschatten 
auf  die  übliche  Weise  bestimmten,  zeichnen  wir  seitwärts  eine  Hilfs- 
kugel, deren  Mittelpunkt  0  in  der  Projectlonsachse  liegt  und  deren 
Radius  der  Einfachheit  halber  mit  jenem  des  Grundcylindera  überein- 
stimme. 

Der  durch  den  Mittelpunkt  (0,  0')  (Taf.  SXVIII,  Fig.  200)  ge- 
führte Lichtstrahl  (P  0,  P'  0'),  welcher  in  der  horizontalen  Projection 
durch  den  Kugelumriss  begrenzt  ist,  liefert  in  seiner  wahren  Länge 
OPy  die  Sealeniänge  für  die  Isophoten  des  Grnndcylinders, 
welche,  unmittelbar  nach  OA  übertragen,  in  bekannter  Weise  zu  be- 
nützen ist. 

Der  der  angenommenen  Hilfskugel  umschriebene  Rotations- 
kegel, welcher  gleichzeitig  Kiehtungskegel  für  die  Schraubenfläche 
ist,  hat  seinen  Scheitel  in  iS  und  berührt  die  Kugel  in  einem  horizon- 
talen Kreise,  dessen  Ebene  £  ist.  Die  letztere  wird  von  den  Grenz- 
iaophotenebenen  e^  und  e,p  der  Kugel  in  den  Geraden  ff,,  und  ff,p 
geschnitten,  zu  welchen,  wie  bekannt,  die  Sehnittiinien  der  übrigen 
Isophotenebenen  äquidistant  liegen  und  deren  gemeinsame  Punkte 
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mit  dem  BerühruDgskreise  die  Kegelerzeugenden  entspreclieuder  In- 
tensität bestimmen. 

Wie  der  Fig.  200,  Taf.SXVIir),  leicht  zu  entnehmen,  wird  der 
gesammte  Kegelmantel  direct  beleuchtet. 

Die  Intensitätslinien  der  Fläche  erhält  man  in  derborizon- 
talen  Projection  sofort  in  den  Tangenten  an  die  Leitlinie  des  Grund- 
cylinders,  indem  man  dieselben  zu  den  gefundenen  IsOphoten  des 
Richtungskegels  parallel  zieht;  in  der  vertiealen  Projection 
wurden  diese  einfach  durch  entsprechende  Übertragung  der  Projection 


Isophotenbeatimmniig  für  Kotationsflächen. 

Die  bisher  gewonnenen  Resultate  reichen  auch  für  die  Isophoten- 
bestimmung  von  Rotationsflächen  aus,  zumal  diese  als  U  mhüUungs- 
flächeu  von  Kugeln,  von  Botationskegeln  und  Cylinder- 
fläehen  betrachtet  werden  können.  Namentlich  sind  es  die  beiden 
erstgenannten  Fläehengattuagen,  durch  deren  Vermittelung  es  ermög- 
licht wird,  ebenso  einfache  als  übersichtliche  Lösungsarten  zu  erzielen. 

Was  die  Darstellungearl  betrifft,  sei  erwähnt,  dass  gemätS  der 
Natur  dieser  Flächengattung  sich  hieför  die  Monge'sche  Orthogonal- 
projection  besonders  dann  am  besten  eigne,  wenn  die  eine  Projec- 
tiousebene  senkrecht  zur  Rotationsachse,  die  aweite  somit 
parallel  zu  dieser  angenommen  wird. 

Sind  die  besagten  Flächen  in  anderer  Weise  gegeben,  so  wird 
ea  sich  jederzeit  empfehlen,  durch  entsprechende  Transformation 
die  erwähnte  Form  der  Darstellung  zu  erreichen. 

Ist  demnach  irgend  eine  beliebige  Rotationsfläche 
{Taf.  XXIX,  Fig.  201)  gegeben  und  diese  auf  die  vorerwähnte  Weise 
dargestellt,  liegt  ferner  die  Lichtstrahlenriehtung  (1,1')  als  gegeben  vor 
und  ist  die  Forderung  gestellt,  irgend  eine  Isophote  i  zu  be- 
stimmen, so  kann  der  nachstehende  Weg  eingeschlagen  werden. 

Die  punktweise  Bestimmung  der  Isophoten  wird  im 
allgemeinen  am  einfachsten  erreicht,  wenn  auf  der  Fläche  eine  ge- 
nügende Anzahl  von  Parallelkreisen  angenommen  wird  und 
man  sich  in  diesen  der  Fläche  Rotationskegel  umsehrieben  denkt, 
sodann  die  Erzeugenden  des  Kegels  von  der  verlangten  Inten- 
sität aufsucht  und  schließlich  die  gemeinsamen  Punkte  der- 
selben mit  den  Berührungsparallelkreisen  ermittelt.  Besagte 
Punkte  gehören  der  entsprechenden  Tntensitätslinie  i  der 
Fläche  an. 
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Nachdem  wir  aber  die  Intensitäten  von  Rotationskegeln 
wieder  mit  Zuhilfenahme  vonKng  ein  zu  hestimmen  pflegen, 
so  denken  wir  uns  seitwärts,  an  irgend  einer  Steile  der  Zeichuuags- 
fläche,  eine  Hilfstugel  K  (Taf.  XXIX,  Fig.  202)  mit  dem  Mittel- 
punkte 0  in  der  Projectionsachse  angenommen,  und  die  Isophotea 
derselben,  resp.  deren  Ebenen  in  der  früher  besprochenen  Weise  eon- 
struiert. 

Die  Soalenlänge,  d,  i.  der  Abstand  der  Horizontal- 
tracen  der  Grenzisophotenebenen  ist,  wie  aus  dem  Voraus- 
geschickten bekannt,  der  wahren  Länge  OF'g  =  OL'  des  durch  0 
und  P  begrenateu  Lichtstrahles  gleich. 

Ist  demnach  J^Ji,  die  Ebene  der  gewissen  Isophoto  i,  welche  für 
die  Rotation sfläche  im  vorstehenden  Falle  bestimmt  werden  soll,  so 
wird  deren  Wert,  wie  bekannt,  nach  Maßgabe  der  Scala  L' 0  mit 
dem  Nullpunkte  in  L'  durch  jene  Zahl  ausgedrückt,  die  jenem 
Punkte  entspricht,  in  welchem  diese  von  der  Horizontaltrace  Ji.  ge- 
schnitten wird. 

Die  Verticaltrace  Jv  der  besagten  Ebene  schneidet  den  verticalen 
Kugelumriss  in  den  Punkten  IFund  V,  welche  die  verticalen  Con- 
tourpunkte  der  entsprechenden  Infcensltätslinie  der  Kugel  bestimmen, 

Führen  wir  in  den  letztbezeichneten  Punkten  die  Tangenten  an 
den  Kugelumriss,  so  geben  diese  die  Kichtungen  der  Vertlcal- 
traeen  jener  vertical-projicierenden  Ebenen  an,  welche  die 
verlangte  Intensität  besitzen,  Die  an  den  Vertiealumriss  der 
Rotationsfläche  hiezu  parallel  geführten  Tangenten  liefern  sodann 
in  ihren  Berührungspunkten  die  Contourpunkte  iJund  PF  (Fig.  201) 
der  Intensitätslinie  *  der  gegebenen  Rotationsfläche. 

Die  Horizontaltrace  Jh  der  Isophotenebene  schneidet  den  Hori- 
zontalumriss  der  Hilfskugel  (Taf,  XXIX,  Fig.  202)  in  den  Punkten 
Y  und  y, ,  deren  Tangenten  die  Tracenrichtungen  horizontal-pro- 
jicierender  Ebenen  von  der  Intensität  i  bezeichnen,  welche  wieder  in 
entsprechender  Weise  auf  die  Horizontalcontour  der  Eofcations- 
fläohe  übertragen,  die  Contourpunktey',  y\,  c'  und  c\  der 
letzteren  liefern.  Die  Vertiealprojectionen  dieser  Punkte  liegen  be- 
kanntlieh in  den  zur  Projectionsachse  XX  parallelen  Geraden,  welche 
beziehungsweise  den  größten  und  kleinsten  Parallelkreis  der 
vorgegebenen  Fläche  repräsentieren. 

Um  die  Intecsitätspunkte  zu  erhalten,  weiche  in 
irgend  einem  beliebigen  Parallelkreise,  beispielsweise  in 
AB  (Taf.  XXIX,  Fig.  201)  liegen,  denkt  man  sieb  der  Fläche  längs 
dieses  Parallelkreises  einen  Kegel  umschrieben. 
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Die  ContoureB  des  letztbezeiehneten  Xegels  ergeben  sieh  in  den 
MeridiantangenteD  As  und  Bs. 

Denkt  man  sich  weiters  der  Hilfskugel  (Fig.  202)  parallel  zu 
dem  besagten  Kegel  einen  congruenten  Kegel  umschrieben,  welcher 
einfach  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  an  den  verticalen  Kugelum- 
riss  die  zu  ^is  und  Bs  parallelen  Tangenten  führt,  so  wird  der  Be- 
rührungskreis {k,  k')  von  der  Isophotenebene  in  den  PuQkteu  (l,  1') 
und  (2,  2')  geschnitten,  welche  bereits  Punkte  der  Intensitätsstufe 
i  in  dem  obbeaeiehneten  Parallelkreise  darstellen. 

Die  entsprechenden  Punkte  im  Parallelkreise  AB  {Fig.  201) 
können  in  der  "Weise  ermittelt  werden,  dass  man  entweder  zu  Sl  und 
S2  die  parallelen  Kegelerzeugenden  sl  und  sII  zieht,  oder  aber 
dadurch,  dass  man  die  Strecke  AB  in  dem  nämlichen  Verhältnisse 
theilt,  in  welchem  die  Strecke  ai  durch  die  Punkte  1  und  2  getheilt 
wurde. 

Das  erstere  Verfahren,  für  die  Horiaontalprojectioö  angewendet, 
liefert  am  einfachsten  die  verlangten  Punkte.  Man  hat  nämlich  bloß 
die  Strahlen  O'I'  und  O'W  zu  führen,  welche  zu  OV  und  02' 
(Fig.  202)  parallel  sind,  um  sogleich  im  Schnitte  derselben  mit  der 
HoriaontaJprojection  des  Parallelkreises  die  Punkte  /'  und  II'  der 
verlangten  Intensität  zu  erhalten,  welche,  in  die  verticale  Pro- 
jection  übertragen,  durch  /  und  II  dargestellt  erscheinen. 

Durch  analogen  Vorgang  können  nunmehr  weitere  Punkte  für 
beliebig  viele  Parallelkreise  bestimmt  werden.  Wie  ersichtlich,  ergeben 
sich  besagte  Punkte  immer  paarweise  und,  der  Construction  zufolge, 
in  der  horizontalen  Projection  in  Bezug  auf  l'  symmetrisch  liegend. 

Hieraus  folgt,  dass  für  die  Intensitätslinien  auf  Rota- 
tions flächen  die  zur  Liehtstrahlenrichtung  parallele 
Meridianebene  gleichzeitig  eine  Symmetrieebene  sei. 

Als  weitere  Folgerung  ergibt  sich,  dass  Punkten  der  Iso- 
photen,  welche  in  der  vorgenannten  Meridiaoebene  liegen,  hori- 
zontale Tangenten  entsprechen,  demgemäß  also  Grenzpuukte 
(höchste  und  tiefste  Punkte)  sind.  Die  directe  Bestimmung  dieser 
eharakteristischeu  Punkte  ist  somit  für  die  richtige  Verzeichnung  der 
Isophoten  empfehlenswert, 

Zu  diesem  Zwecke  denkt  man  sich  der  Fläche  längs  des  in  der 
Symmetrie  ebene  liegenden  Meridians  einen  Cy  linder  um- 
schrieben und  dessen  Isophotenerzeugenden  ermittelt.  Es 
werden  sodann  den  Schnitten  derselben  mit  der  BerQhrungscurve 
(Meridian)    Punkte    der   Flächenisophoten    entsprechen ,    welche, 
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indem  sie  in  der  Symmetrieebeue  liegen,  bereits  die  verlangten 
Greuapunkte  darstellen. 

Betreffs  Bestimmung  der  Intensitätsstufen  des  vorge- 
nannten Cylinders  kann  sofort  wieder  die  Kugel  (Taf.  XXIX, 
Fig.  202}  als  Hilfsfläohe  benützt  werden. 

Man  umschreibt  diesfalls  der  besagten  Kugel  einen  Cjlinder, 
dessen  Erzeugenden  mit  den  Erzeugenden  des  ersteren  parallel  sind. 
Die  Ebene  des  Beiübruugskreises  desselben  ist  roit  der  Sjmmetrie- 
meridianebene  parallel  und  fällt  die  Horizontalprojection  des  besagten 
Kreises  mit  l'  zusammen. 

Sucht  man  weiters  die  Schnitte  der  Isophotenebenen  der  Kugel 
mit  diesem  Berührungskreise  auf  und  legt  man  in  den  so  erhaltenen 
Schnittpunkten  die  Tangenten  an  letzteren,  so  bestimmen  diese  durch 
ihre  Eichtungen  diejenigen  Tangenten  des  Sjmmetrie- 
meridians',  deren  Berübrungspankte  bereits  die  ob  er  wähnten 
GrenBpunkte  sind. 

Behufs  zweckmäßigerer  Durchführung  denkt  man  sich  den  Sym- 
metriemeridian sowohl,  als  auch  den  zu  ihm  parallelen  Berührungskreis 
der  Kugel  um  die  bezüglichen  Verticalachsen  so  lange  gedreht,  bis  der 
erstere  mit  dem  Hauptmeridiane,  der  letztere  aber  mit  dem  Vertical- 
umrjss  der  Kugel  zusammenfällt.  Sucht  man  hierauf  die  Berühr- 
punkte der  entsprechenden  Tangenten  und  führt  diese  wieder  mittelst 
Drehung  in  die  ursprüngliche  Lage  zurück,  so  geben  die  besagten 
Berührpußkte  die  gesuchten  Grenzpunkte  der  Isophotencurve. 

Für  den  vorliegenden  Fall,  wo  die  Grenzpunkte  von  bloli 
einer  laophote  zu  bestimmen  sind,  ist  m^ia  die  gedrehte  Schnitt- 
linie der  Isophotenebene  mit  dem  Berübrungskreise  l'  der  Kugel.  Be- 
sagte Schnittgerade  m^^m  trifft  den  Kugeiumriss  in  x„  und  y^.  Die 
zu  den  Tangenten  in  Xg  und  «/„  an  den  Hauptmeridian  parallel  ge- 
führten Tangenten  geben  in  M„M'„  und  N„N'„  (Taf. XXIX,  Fig. 201) 
die  gedrehten  Greazpunkte,  welche,  in  den  Symmetriemeridian  zurück- 
geführt, nach  (M,M')  und  {N,  N')  gelangen. 

In  dem  vorstehenden  Beispiele  wurde  auch,  mit  Zugrundelegung 
der  in  §.  421  entwickelten  Prineipien,  die  Bestimmung  der  Tan- 
gente für  einen  Punkt  der  Isophote  und  zwar  diesfalls  für 
den  Punkt  II  vollzogen. 

Es  handelt  sieh  hierbei  bloß  um  die  Fixierung  jener  Tangente, 
welche  zur  entsprechenden  Erzeugenden,  der  längs  der  Isophote  i  der 
Fläche  umschriebenen  Developpablen,  eonjugiert  ist. 

Die  Erzeugende  selbst  ergibt  sich  aus  dem  Eichtungskegel, 
als  welchen  wir  den  der  Hüfskugel  längs  der  Isophote  J  umschriebenen 
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Kegel  betrachten  können.  Der  Scheitel  27  desselben  findet  sich  im 
Schnitte  der  in  den  Punkten  V  und  W  geführten  Tangenten  mit  dem 
Liehtstrahle.  Die  Kichtung  der  betreffenden  Erzeugenden 
ergibt  sieh  sonach  in  der  Verbindungslinie  von  2  mit  dem  Punkte  2 
(Fig.  202).  Wird  diese  nach  II  (Fig.  201)  übertragen,  so  erhält 
man  daselbst  die  Erzeugende  der  Developpablen  durch  t,  dar- 
gestellt. 

Um  die  zu  dieser  Tangente  conjugierte  Tangente  zn  ermitteln, 
denken  wir  uns  der  Rotationsfläche  im  Punkte  II  eine  oseu- 
lierende  Fläche  zweiter  Ordnung  eingesehrieben,  deren 
Scheitel  mit  dem  Punkt  II  zusammenfallen  möge.  Die  Haupt- 
schnitte der  Fläche  osculieren  sodann  die  Krüm  mungslinien 
der  Rotationsfläche,  d.  i.  den  Meridian  und  den  Parallelkreis  im 
Punkte  II. 

Bezeichnen  wir  die  dem  Scheitel  II  gegenüberliegenden  Halb- 
achsen der  oscuiierenden  Fläche  mit  a  und  i,  und  die  durch 
denselben  gehende  Halbachse  mit  c,  so  bestehen  hekanntlich  zwischen 
diesen  und  den  Krümmungsradien  q,  und  p,  der  Hauptsohnitte 
im  Seheitel  //  folgende  Relationen: 

(.,  =  f       und       P,  =  ^  . 

Nachdem  aber  p,  und  p^  ^i*  ^^'^  bezüglichen  Kröramungsradien 
des  Meridians  und  Parallelkreises  der  Rotationsfläche  identisch  sind, 
so  lassen  sieh  aus  diesen  Relationen,  wenn  p,  und  p^  bekannt  sind, 
die  Achsenverhältnisse  des  dem  Punkte  II  gegenüberlie- 
genden Hauptsehnittes  der  oscuiierenden  Fläche  finden, 
indem 

u^Yq'':^       lind        h=  Vq„.c 
ist. 

Trägt  man  demnach  auf  einer  Geraden  vom  Punkte  o  (Taf.  XSIX, 
Fig.  203)  aus  die  Krümmungsradien  des  Parallelkreises  und  des  ileri- 
dians  für  den  Osculationspunkt  nach  o$,  und  öpj  auf,  beschreibt 
man  ferner  über  diesen  Strecken  Halbkreise  und  durchschneidet  die- 
selben durch  eine  in  einem  beliebigen  Punkte  n  geführte  Senkrechte, 
so  geben  die  Strecken  oa  und  oß  das  Verhältnis  der  Achsen 
des  genannten  Hauptschnittes  oder  sind,  sofern  man  die  Strecke  on 
als  dritte  Achse  c  (deren  Wahl  beliebig  ist)  ansieht,  diesen  Achsen 
geradezu  gleich. 

Hiermit  ist  die  osculierende  Fläche  zweiter  Ordnung  vollständig 
bestimmt  und  hätte  mau  nunmehr  aur  Tangente  t,  in  deren  Scheitel 
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die  eoujugierte  Tangente  zu  ündeD.  Letztere  wird  offenbar  mit 
der  KU  suchenden  Isophotentangente  identisch  sein. 

Zu  diesem  Behufe  tragen  wir  die  Halbachsen  a  ^  occ  und  b  ^:  oß 
(Fig.  203)  von  11  {Fig.  201)  aus,  zu  heiden  Seiten  der  Parallelkreis- 
und  Meridiantangente  nach  IIa,  IIa,  und  Ilß,  Ilß,  auf  und  erhalten 
hiedurch  die  Achsen  (in  der  Projection  conjugierte  Durchmesser)  eines 
Kegelschnittes,  welcher  den  längs  der  Achse  c  bis  in  den  Seheitel 
ÜZ  verschobenen  Hauptschnitt  darstellen  mag, 

Der  zum  Durchmesser  t,  conjugierte  Durchmesser  dieses  Kegel- 
schnittes ist  die  gesuchte  Tangente. 

Letztere  kann  somit,  nachdem  der  Kegelschnitt  in  der  Projection 
durch  die  conjugierten  Durchmesser  ««,  uud  ßß^  bestimmt  ist,  auf 
bekannte  Weise,  etwa  mit  Hilfe  affiner  Kreisrerwandtschaften 
anstandslos  gefunden  werden. 

Die  Vertical projection  der  besagten  Tangente  ergibt  sich  in  t^, 
während  deren  Horizontalprojection  t'^,  unter  Anwendung  des  hori- 
zontalen Durchstoßpunktes  d',  welcher  in  der  Horizontalspur  der  Tan- 
gentialebene des  Punktes  II  liegt,  ermittelt  wurde. 

Wie  unschwer  zu  erkennen,  kann  der  in  dem  Punkte  II  als 
Mittelpunkt  durch  seine  Achsen  bestimmte  Kegelschnitt  als  entspre- 
chend vergrößerte  Indicatris  des  genannten  Punktes  aufgefasst 
werden. 

Auf  höchste  und  tiefste  Punkte  angewandt,  wird  dieses 
Verfahren  durch  die  bereits  früher  durchgeführte  Construction  veri- 
ficiert.  Die  betrachteten  conjugierten  Tangenten  werden  in  diesem 
Falle  mit  der  Meridian-  und  Parallel  kreistangente  zusammenfallen. 

Aus  diesen  Erörterungen  geilt  hervor,  dass  die  Isophoten- 
tangenten  in  den  Puukten  eines  Inflexions-Parallelkveises 
sämmtlich  durch  einen  und  denselben  Punkt  der  Rotations- 
achse, d.  i.  den  Scheitel  des  der  Fläche  in  dem  bezeichneten  Kreise 
umschriebenen  Kegels,  gehen;  dass  ferner  einer  Diseontinuität 
der  Krümmung  des  Meridians  in  dem  zugehörigen  Parallelkreise 
auch  Discontinuitäten   der  Isophoten t angenten  entsprechen. 

Einfacher  als  auf  die  eben  besprochene  Weise  gestaltet  sich 
die  Bestimmung  der  Tangente  einer  Intensitätseur ve 
dann,  wenn  die  Inflesionstangenten  für  den  entsprechenden  Plächen- 
punkt  bekannt  sind,  nachdem  diese,  wie  wir  wissen,  als  Doppel- 
st rahieu  des  Involutions-Tangentenbuschels,  irgend  ein 
Paar  eonjugierter  Tangenten  harmonisch  trennen.  Auf  Grund  dieser 
Strahlenharmonie  ergibt  sich  die  gesuchte  Tangente  als  vierter  har- 
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moniseher  Strahl  zn  dea  Inflexioastaugenten  und  der  Develop- 
pablen-Braeugenden.  (Wie  einleuchtend,  werden  sich  die  diesbezüg- 
lichen Constructionen  für  windschiefe  Flächen  zweiten  Grades 
höchst  einfach  gestalten.) 

In  dem  Systeme  der  Isophoten  der  Fläche  sind  bekanntlich  die 
Grenzisophoten  charakteristisch. 

Die  eine  derselben  ist,  wie  wir  wissen,  die  Selbstschatte n- 
grenKe,  die  andere,  welche  in  der  Kegel  auf  vereinzelte  Punkte  zu- 
sammenschrumpft, bezeichnet  die  hellsten  Stellen  der  Fläche 
und  zwar  im  allgemeinen  solche,  in  welchen  der  einfallende  Licht- 
strahl gegen  die  Fläche  normal  gericbtet  ist.  Es  erscheint  somit 
die  Bezeichnung  dieser  Isophoten  als  „hellste  Punkte"  gerecht- 
fertigt. 

Um  im  vorliegenden  Beispiele  die  hellsten  Punkte  zu  er- 
mitteln, wird  mau  die  Berührungspunkte  derjenigen  Tan- 
gentialebenen aufzusuchen  haben,  welche  zm  Lichtstrahlen- 
richtuüg  normal  stehen. 

Die  Bestimmung  besagter  Berührebenen  geschieht  in  der  üblichen 
Weise.  Die  Berührungspunkte  derselben  müssen  sich  in  dem  Sjm- 
metriemeridiane  befinden.  Im  vorstehenden  Falle  wurde  in  Fig.  202, 
Taf,  XXIX  der  Schnitt  der  zur  Lichtstrahlenriehtung  senkrechten 
Ebene  E",  E°i,  mit  der  zum  Symmetriemeridiane  parallelen  Ebene  V 
aufgesucht  und  um  die  Vertieaiachse  nach  L^E  in  die  Bildebene 
hineingedreht.  Die  au  dieser  Geraden  an  den  Hauptmeridian  der  ¥0r- 
gegebenen  Fläche  (Taf.  XXIX,  Fig.  201)  parallel  geführten  Tangenten 
liefern  in  ihren  Berührpunkten  hg  und  i/„  Punkte,  welche  in  den 
Symmetriemeridian  -iiirüekgedreht ,  in  {h,h')  und  {K,  S')  dargestellt 
eraoheineu  und  die  hellsten  Stellen  der  Fläche  bezeichnen. 

Sollen  nach  Maßgabe  einer  «-stufigen  Scala  alle  Isophoten 
einer  Rotationsfläche  construiert  und  eingeaeiehnet  werden,  so  ist  — 
wenn  nicht  eine  gesetaförmig  geformte  Fläche  vorliegt,  welche  auf 
Grund  ihrer  Eigenschaften  Tereinfachungen  in  der  Bestimmung  der- 
selben gestattet  —  der  erörterte  Vorgang  für  jede  der  zu  con- 
struier enden  Isophoten  zu  hefolgea,  welcher  hier  für  eine 
dieser  Isophoten  beobachtet  wurde. 

§.  434. 
122.  Aufgabe.    Ein  Eotationsparaboloid   ist  durch  seine  Pro- 
jectionen  in  orthogonaler  Darstellung,  sowie  auch  die  Lichts  trahlen- 
richtUEg  gegeben;  es  sind  fdr  eine  zehnstufige  Seala  die  Isophoten 
zu  construieren. 
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Im  allgemeinen  kann  hier,  sowie  bei  allen  EotationsIIäeken,  die 
Begtimmung  der  Intensitätscurven  nach  Parallelkreiseu  mit 
Hilfe  der  der  Fläche  längs  diesen  Kreisen  eingeschriebenen  Kugeln 
erfolgen. 

Zunächst  zeiehnen  wir  auch  diesfalls  seitwärts  eine  Hilfsktigel 
(Taf.  XXIX,  Fig.  204)  von  heliebigem  Eadius,  deren  Mittelpunkt,  der 
Einfachheit  wegen,  in  der  Projectionsachse  XX  liege  und  coastruieren 
unter  Voraussetzung  der  Lichtstrahlen riehtung  (l,  l')  deren  Stufen- 
ebeuen  e''i,e\  bis  64'" e/". 

Denkt  man  sich  hierauf  der  Fläche  längs  irgend  eines  Parallel- 
kreises {AB,A'B')  {Taf.  XXIX,  Fig.  205)  eine  Kugel  eingeschrieben, 
so  wird  es  sich  darum  handeln,  die  Schnitte  der  derselben  zukommenden 
Isophotenebeuen   mit  dem  Berührungs-Parallelkreise  zu  finden. 

Der  Schnitt  der  Isophotenebene  e^^  mit  dem  letztgenannten  Kreise 
kami  leicht  gefunden  werden,  indem  man  durch  den  Kugelmittelpunkt 
eine  Eur  Verticaltrace  der  genannten  Ebene  parallele  Gerade  führt 
und  deren  Durehstoßpunkt  {d,  $')  mit  der  Parallelkreisebene  aufsucht. 
Dnrch  den  besagten  Punkt  geht  in  horizontaler  Projection  senkrecht 
zu  l'  die  obbezeichnete  Schnittlinie ,  welche  den  genannten  Parallel- 
kreis (AB,  A'B')  in  den  Punkten  (10,  10')  schneidet. 

Wie  leicht  ersichtlich,  ist  die  Bestimmungsart  der  Punkte  10 
mit  der  fräher  entwickelten  Construction  der  Setbstsohattengrenze 
von  KotatioLsflächen  durch  Zuhilfenahme  eingeschriebener  oder  um- 
hüllter  Kugeln  identisch. 

Die  Schnittlinien  der  übrigen  Isophotenebeuen  sind  mit  der 
gefundenen  (zu  beiden  Seiten  derselben  in  constanten  Intervalleü) 
parallel.  Diese  Intervalle  bilden  nichts  anderes,  als  die  der  Paraliel- 
kreisehene  entsprechende,  in  zehn  gleiche  Theile  getheilte  Scalen- 
länge  der  eingeschriebenen  Kugel. 

Die  Scalenlänge  der  besagten  Kugel  kann  aus  der  Scalen- 
länge  MO  (Taf.  XXIX,  Fig.  204)  der  angenommenen  Hilfskugel 
K  durch  Zuhilfenahme  eines  Proportions  winkeis  (Taf,  XXIX,  Fig.  206) 
leicht  abgeleitet  werden,  indem  sich  die  entsprechenden  Scalen- 
läQgeu  der  Kugeln,  sowie  ihre  Eadien  verhalten. 

Behufs  Construction  des  Proportioualwinkels  beschreiben  wir  mit 
dem  Badius  der  Hilfskugel  K  (Taf.  XXIX,  Fig.  204)  über  einer  beliebig 
gewählten  Geraden  einen  Kreis  K  (Fig.  206)  und  durchschneiden 
diesen  von  Tc  aus  mit  der  Scalenlänge  MO  =  hm.  Der  Mittelpunkt  0 
von  K  mit  m  verbunden,  liefert  sofort  den  zweiten  Schenkel  om 
des  Proportional  winkeis  moh.  In  analoger  Form  können  Proportional- 
winkel   für  die  einzelnen  Scalentheile  1  bis  10  gefunden  werden. 
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Auf  dem  so  gezeiehiiet,eu  Proportionalwinkel  {Fig.  206)  wird 
nun  von  o  aus  mit  dem  Radius  oa=:Ä(a  der  eingeschriebenen  Kugel 
eia  Kreis  beschrieben  und  die  zwischen  den  Winkelschenkeln  erhaltene 
Sehneniänge  Kjt  desselben  in  zehn  gleiche  Theile  getheilt,  unmittelbar 
als  Intervall  für  die  Schnittlinien  verwendet. 

In  Fig.  205,  Taf.  XXIX  wurde  die  entsprechende  ScaienläDge 
von  n  aus  zu  beiden  Seitea  auf  einer  zu  l'  paraUelen  Geraden  g  auf- 
getragen und  die  Theüpunkte  in  den  hetreffendeu  Parallellrreis  nach 
den  Punkten  1',  2',  3'...  projieiert. 

Die  letztbeaeiehneten  Punkte  steilen  selbstverständlich  die 
Schnitte  des  Isophotensystems  der  Fläche  mit  dem  an- 
genommenen Parallelkreise  dar.  In  analoger  Weise  wurde  der 
Parallelkreis  CD  u.  s.  w.  für  die  Bestimmung  von  Puakten  des 
Isophotensystem  es  benutzt. 

Die  Contourpunkte  der  Intensitätscurven  ergeben  sich 
genau  so  wie  im  vorhergehenden  Beispiele.  Ein  Gleiches  gut  bezüglich 
der  Grenzpunkte  der  Isophoten,  indem  wir  auch  hier  den 
Symmetriekreis  der  Hilfskugel  um  die  Vertiealaehse  in  die  Yertieal- 
ebene  drehen  und  sodann  an  die  verticale  Contour  der  Kotationafläclie 
Tangenten  ziehen,  welche  zu  jenen  in  deu  gedrehten  Grenzpunkten  der 
Kugel  parallel  sind. 

Die  Berührungspunkte  der  besagten  Tangenten  geben,  in 
den  Symmetriemeridian  entsprechend  zurückgeführt,  die  hCchsten, 
resp.  tiefsten  Punkte  der  Isophoten. 

Auch  die  Bestimmung  des  hellsten  Punktes  {H,  H')  wurde 
in  einer  mit  dem  vorher  besprochenen  Probleme  übereinstimmenden 
Weise  durch  Zuhilfenahme  der  Kugel  K  (Fig.  204,  Taf.  XXIX) 
durchgeführt. 

In  Anbetracht  dessen,  dass  in  dem  gewählten  Beispiele  die  Fläche 
als  Eotationsparaholoid  vorausgesetzt  wurde,  ergeben  sich  jedoch 
betreffs  der  Construction  und  Discussion  der  Isophoten  Ver- 
einfachungen und  Eigenthflmlichkeiten ,  welche  mit  der  Natur  der 
Fläche,  resp.  des  Meridians  derselben  im  engsten  Zusammenhange 
stehen  und  auch  nur  darin  ihre  Begründung  ünden. 

ZunSehst  können,  was  die  Construction  anhelatigt,  zweckmäßig 
die  bekannten  Sätze  der  Parabel  über  die  Beziehungen  zwischen  Tan- 
genten, Brennpunkt  und  Scheiteltangente,  über  Subtangente  und  Sub- 
normale benützt  werden.  Insbesondere  wird,  da  die  Subnormale 
constant  und  gleich  ^  ist,  die  Horizontalprojeetion  für  alle  Schnitt- 
punkte d  dieselbe  sein,  woraus  folgt,  dass  sich  die  Horizontalprojeetion 
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der  Isophote  10  (Selbstschattengrenae)  als  eine  zu  l'  senkrechte 
Gerade  darstellt. 

Die  lilrigea  Isophoten  sind  hier,  wie  überhaupt  bei  allen  Fläehea 
Kweiteo  Grades,  Curven  vierter  Ordnung,  welche  een- 
trisch  -  symmetrisch  in  Bezug  auf  den  P  läc  h  e  nnii  ttel- 
punlit  sind. 

Es  erhellt  dies  sofort,  wenn  man  berücksichtigt,  dass  die  Iß- 
tensitätslinien'  die  Beruh rungscurveu  von  Develop- 
pableu  sind,  welche  der  Fläche  und  einem  unendlich  fernen  Kreise, 
der  durch  einen  mit  der  Fläche  coneentrisehen  Kotationskegel ,  als 
Kichtuagskege],  repräsentiert  wird,  umschrieben  sind. 

Eine  Folge  dieser  Symmetrie  ist,  dass  die  Isophoten  auf 
Oylinderf lachen  zweiter  Ordnung  Hegen,  deren  Seheitel 
mit  dem  unendlich  fernen  Mittelpunkte  der  Fläche  zu- 
sammenfallen. 

Hieraus  ergibt  sich  weiter,  dass  die  horizontalen  Projec- 
tionen  der  Intensitätslinien  für  den  vorliegenden  Fall  Curven 
zweiter  Ordnung  sein  müssen.  Auch  auf  dem  Symmetrie- 
m  e r i d iaa  projicieren  sieh  die  Isophoten  bei  Kotationsflächen 
zweiter  Ordnung  als  Kegelschnitt slinien. 

Bemerkung,  Nur  nebenbei  sei  erwähnt,  dass  man  zu  diesen  Ergeb- 
niBaen,tesp,  Resultanten  ebensfi  leicht  iiuoh  auf  analytischem  Wege  gelaagen 
If&nne. 

Ist  also  beispielsweise  die  Gleichung  einer  Flache  durch 
F  («,  y,  ^)  =  0 
für  Pavallelcoordination  ftOEgedrückt ,  so  ist   bekanntlich  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene in  irgend  einem  Punkte  (x,  j,   e)  der  Fläche: 

Beieichnet  man  ferner  mit  n,  ß,  y  die  Eichtungsoosinuse  einer  hestimmten 
Geraden  (Lichtstrahl),  so  ist  der  Winkel  <u,  welchen  die  Gerade  mit  der  Tangcn- 
tialeheiie  der  Fläche  bildet,  ausgesprochen  durch : 

dF   ,     ^dF   .        dF 
.         _  "  d^  ■+  ^  dy   -^  ^  ^. 


Setzen  wir  bierin  den  Sinus  einer  bestimmten  Constanten  k  gleich,  so  wird 
diese  Relation  durch  alle  Punkte  der  Fläche  erfüllt,   deren  Taugentialebenon  mit 
der  angenomuieneo  Richtung  einen  constanten  Winkel  (der  Sinus  deiselhen  gleich  k) 
ciHschließb.    Es  ist  hiernach  analytisch  durch  die  Gleichung 
dF    ,    ,dF    ,       dF 


dy 


vm^isum 
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im  Vereine  mit  der  Plächengleithuiig    F  {x,  y,  z)^=.<3    das    Jsoiiliotensysfcem 
ckarakterisiert. 

Die  Gleichung  des  Eotat ionsparaboloidos,  um  ein  bestimmtes  Bei- 
spiel ToizuführeD,  ist: 

es  ist  sonach  ; 

i*'^         «    i  ^-F         „    ,  ,       dF 

-;—  =  2(1=3;:      --;—  =:  2a'y      und       -;—    =   2c 

dx  Ay  de 

und  folglich  bestellt  für  das  diesbezüg-liclie  Isaphotensystem  die  Gieichung: 

Va\x-  +  y')  +  e'  " 

[a-  («^  +  ßy)  +  cyY  =  k^  [«'  (a;'  +  y')~i-c^]. 
Diese  Relation  zwisehen  x  uod  y,  welcher  die  Isophoten  genügen  müssen, 
bestimmt  bereits  deren  Horinontalprojectlonan,  die,  wie  leicht  zu  erkennen,  Carven 
zweiter  Ordnung  sind. 

Speciell  für  k  =  0  (Selbats^battengrenze)  erhält  mau: 
ö  +ß   )-\-cy  =  Q, 

d       deCleeiui'e    e    G  raden    en  E    ultat,  welches  gleichfalls  mit  dem  der 
Const  not  0      n    E  nk!  nge     teht     Aus  aer  T  chtungseonstaaten  derselben   ent- 
h    en  da        e      nk  echt  zu    lior  zontilen  Projeotion  des  Lichtstrahles  stehe. 

D  e  T  t  e  aniljt  sei  e  D  uas  on  de  Torstehenden  Gleichungen  fuhrt  au 
den  tlbr  gen  thet     ol     1  r    t        lg  stellten  Sätzen  und  durchgeführten 

P  obl  men 

§.  435. 

Isopliotenbestimmang  allgemeiner  (dreiachsiger)  Fläclien  zweiten 

Grades. 

Das  angeführte  Problem  der  Isophotenbestimmuag  kann 
einfach  und  flbersiehtlioh  durch  Zahilfenahme  des  Isophotensystems 
der  Rotationsflächen  zweiten  Grades  gelöst  werden. 

123.  Aufgabe.  Ein  dreiachsiges  EUipsoid,  dessen  Hauptachsen 
AB,  CD  und  FG  beziehungsweise  parallel  und  senkrecht  zu  den 
Projectionsebenen  sind,  sowie  die  Liehtstrahlenrichtung  (i,  l')  sind 
gegeben;  es  ist  die  Isophote  8-0  für  eine  zehnstnüge  Beleuchtangs- 
scala  zu  bestimmen. 

Wir  constrtiierea  zu  diesem  Behufe  die  Kotationsfläehe  zweiter 
Ordnung,  deren  Meridian  mit  einem  der  Hauptscbnitte,  beispielsweise 
mit  dem  zu  beiden  Projectionsebenen  senkrechten  Haupt- 
schnitte AB,  CD  (Taf.  XXIX,  Fig.  207)  des  dreiachsigen  Ellip- 
soides  congruent  und  parallel  ist.  Tür  diese  Fläche  bestimmen 
wir,  selbstverständlich  unter  Beibehaltung  der  nämlichen  Lichtstrahlen- 
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ricMuiig,  auf  GruEd  des  Vorausgeschickten,  das  System  der  Isophoten 
oder    speciell    für  den  vorstehenden  Fall   die    verlangte  Isophote  8'0. 

Wird  die  Rotationsfläche  durch  eine  Ebene  parallel  bu 
ABCD  geschnitten,  so  resultiert  als  Schnitt  ein  -m  ABCD  ähn- 
licher Kegelschnitt.  Der  Scheite!  des  der  Mäche  länefs  dieses 
Kegelschnittes  umschriebenen  Kegels  liegt  in  der  Achse  SG. 

Analoges  lässt  sich  in  Bezug  auf  das  dreiachsige  Ellip- 
soid  behaupten. 

Deniit  man  sich  das  Rotationsellipsoid  durch  eine  Ebene 
aßyö  parallel  zu  ABCD  geschnitten  und  der  Fläche  längs  der  so 
erhaltenen  Sehnittcurve  einen  Kegel  unoschrieben ,  dessen  Scheitel  in 
0  liegt,  so  erhält  man  die  Intensitätserzeugenden  dieses  Kegels,  indem 
man  die  Schnitte  der  Isophoten  mit  dem  Berührungskegelschnitte  «/3 
mit  dem  Scheitol  ff  verbindet. 

Führen  wir  nun  an  den  Verticalumriss  des  d  r ei achs i gen 
Ellipsoides  die  m  ff«  und  aß  parallelen  Tangenten  sa  und 
ah,  so  können  diese  gleichfalls  als  Verticalumriss  eines  dieser 
Fläche  umschriebenen  Kegels  betrachtet  werden,  dessen  Berüh- 
rungscnrve  durch  ahcd  dargestellt  erscheint. 

Nachdem  die  besagte  Berührungseurve,  sowie  jene  aßyd  des 
erstbetrachteten  Kegels  nach  früheren  Auseinandersetzungen  ähnlich 
und  parallel  siad,  nachdem  weiters  die  Contouren  der  beiden 
Kegel  der  Lage  und  Richtung  nach  miteinander  übereinstimmen, 
so  gelangen  wir  zu  dem  Schlüsse,  dass  die  beiden  Kegelflächen  selbst 
parallel  und  congruent  seien,  dass  also  die  Isophotenerzeugenden 
der  letzteren  zu  jenen  der  erstgenannten  Fläche  parallel  sein  müssen. 

Im  Schnitte  der  besagten  Isophoten  des  der  dreiachsigen  Fläche 
entsprechend  umschriebenen  Kegels  mit  dem  Berührungskegelschnitte 
ahcä  erhält  man  sodann  die  gleichwertigen ,  resp.  gleichnamigen 
Punkte    des    Isophotensystems   der    dreiachsigen   Fläche. 

Wie  unschwer  einzusehen,  erhält  man  diese  Isophotenpunkte 
der  Berührungscurve  direct  in  verticaler  Projection,  wenn  man  die 
Strecke  ah  in  dem  nämlichen  Verhältnisse  theiit,  in  welchem 
aß  durch  das  Isophotensystem  der  Rotationsfläche  getheilt  wird. 

Ein  Gleiches  gilt  auch  für  die  Horizontalprojection.  Führt  man 
daselbst  die  Construction  in  analoger  Weise  wie  in  der  verticalen 
Projectionsebene  durch,  so  gelangt  man  auch  hier  zu  denselben 
Resultaten  und  können  diese  somit  gleichzeitig  als  Controle  für  die 
Richtigkeit  der  Lösung  und  Durchführung  dienen. 
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Die  coDstruierte  Isophote  8-0  liefert  in  aß  zwei  ScliDittpunkte 
1  und  2,  welchen  auf  der  dreiachsigen  Fläche  in  ah  die  Punkte  I 
und  II  entsprechen. 

Umgekehrt  kann  man  auch  statt  vorerst  jenen  Berüh- 
rnngsk egelschnitt,  in  welchem  die  Isophotenpunkte  der 
Kotafcionsfläche  liegen,  zu  suchen,  zunächst  die  letzteren  annehmen, 
durch  diese  den  Berührungskegelschnitt  bestimmen  und  dann  erst  die 
entsprechenden  Punkte  für  die  dreiachsige  Fläche  ermitteln. 

Auf  diese  Art  ergeben  sieh  auch  die  Grenzpunkte  7  und  8, 
welchen  in  der  allgemeinen  Fläche  die  Punkte  VII  und  VHI  ent- 
sprechen. So  wie  die  genannten  Punkte  werden  auch  die  übrigen 
Grenzpunkte,  deren  Tangenten  zu  den  Hauptebenen  der 
Fläche  parallel  sind,  erhalten,  wenn  die  Hilfsfläche  Ober  einem 
der  anderen  Hauptschnitte  als  Meridian  construiert  würde. 

Es  ist  an  und  für  sich  klar,  dass,  wenn  einmal  das  vollständige 
System  der  Isophoten  auf  der  Hilfslläche  verzeichnet  ist,  die 
Bestimmung  aller  Isophoten  auf  der  dreiachsigen  Fläche  nicht 
viel  mehr  Mühe  als  die  Constniction  einer  einzigen  derselben  ver- 
ursacht. 

Mit  Zugrundelegung  derselben  Principien  wurde  auch  derjenige 
hellste  Punkt  {H,  H')  des  dreiachsigen  EUipsoides  ausge- 
mittelt,  welcher  für  die  Hilfsfläcbe  in  dem  Schnitte  aßyd,  für  die 
dreiachsige  Fläche  demnach  in  ahcd  liegt. 

Besagter  Punkt  {H,  H')  könnte  übrigens  auch  auf  anderem  Wege 
und  zwar  dadurch  festgestellt  werden,  dass  man  den  Berührungs- 
punkt der  zur  Lichtstrahlenrichtung  senkrechten  Tan- 
gentialebene mit  der  Fläche  aufsucht. 

Zu  diesem  Zwecke  denkt  man  sich  bekanntlieh  der  Fläche  einen 
Cyiinder  umsehrieben,  dessen  Erzeugenden  zur  Licht- 
strahlenrichtung senkrecht  stehen  und  an  diesen  die  zum 
Lichtstrahle  senkrechten  Tangentialebenen  gelegt.  Die  Berührungs- 
erzeugenden geben  im  Schnitte  mit  der  Borührangseurve  die  ver- 
langten hellsten  Punkte  der  Fläche. 

Dieses  Verfahren  kann  einerseits  als  C o  n  t r ol e,  andererseits 
aber  auch  zur  Yerificierung  des  von  uns  hier  befolgten  Vorganges 
benützt  werden.  Bei  richtiger  Schlussfolge  und  ebensolcher  Durch- 
führung müssen  die  Umrisstangenten  in  den  Endpunkten  des  Dureh- 
messers, welcher  durch  eine  der  Projectionen  H,  R'  bestimmt  ist, 
senkrecht  zur  entsprechenden  (gleichnamigen)  Projeetioa  des  Licht- 
strahles sein.    Der  Durchmesser  stellt  die  Projection  der  Berührungs- 
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iiurve  und  diu  Tangenten  in  den  Endpunkten  desselben  die  Contour- 
erzeugenden  desjenigen  Cyiiuders  vor,  welclier  aur  Liditstrahlen- 
richtnng  senkrecht  und  zur  betreffenden  Projectionsebene  parallel  der 
Fläche  nm schrieben   ist. 

Wie  aus  den  gepflogenen  Erörterungen  zu  entnehoien,  ist  das 
soeben  entwieltelte  Verfahren  zur  Bestimmung  des  Isophoten- 
systemes  für  allgemeine  Flächen  zweiten  Grades  im 
Grunde  genommen  eigentlich  nur  eine  zweimalige  Anwendung 
eines  und  desselben,  auch  schon  fSr  den  gleichen  Zweck  bei  Kota- 
tionsflächen  benutzten  Pi'incipes,  welches  sich  in  den  Übergängen 
zunächst  von  der  Kugel  auf  die  Eotationsflächen  zweiter  Ordnung  und 
von  diesen  sodann  auf  die  allgemeinen  Flächen  zweiten  Grades 
documentiert. 

Abgesehen  von  Kegel-  und  Cylinderflächen  ist  das  vorher  be- 
sprochene Verfahren  auf  alle  Flächen  zweiten  Grades  mit  Aus- 
nahme des  hyperbolischen  Paraboloides  anwendbar. 

Für  die  letztgenannte  Fläche,  sowie  auch  für  das  windschiefe 
Hyperboloid  werden  sich  indes  andere,  leicht  anwendbare  Methoden 
für  die  Bestimmung  der  Intensitätslinien  aufstellen  lassen,  deren  Ent- 
wickelung  in  Nachstehendem  l'latz  finden  soll. 

Zunächst  ist  das  für  alle  Kegelflächen  anwendbare 
Verfahrea  zu  erwähnen,  auf  Grund  dessen  die  einzelnen  gerad- 
linigen Erzeugenden  besagter  Flächen,  als  Achsen  vonEbenen- 
büscheln  betrachtet  werden,  dereu  Stufenebenen  (nach  §.  426)  con- 
struiert,  in  ihren  Berührungspunkten  mit  der  Fläche  die  entspre- 
chenden Isophotenpunkte  liefern. 

Vereinfachungen,  zweckmäßigere  und  die  Construcfcion  erleich- 
ternde Modificationeu  ergeben  sich  je  nach  der  Natur  der 
Fläche,  je  nach  deren  Bestimmungsstücken  u.  s.  w.  von  Fall  zu  Fall. 

§.  436. 
124.  Aufgabe.    Ein   windschiefes    Hyperboloid,    dessen   Haupt- 
eine zu  den  Projeetionsebenen  parallele  Lage  gebracht 
e  eine  bestimmte  Liehtstrahlenrichtung  {l,  l')  (Taf,  XXIX, 
Fig.  208)  sind  gegeben;  die  Isophote  5'0  ist  zu  construieren. 

Ist  bloß  eine  Isopbote  zu  ermitteln,  so  kann  zweckmäßig  das 
uachstehend  angedeutete  Verfahren  in  Verwendung  treten. 

Entwerfen  wir  uns  zunächst  irgendwo  seitwärts  den  Richtuugs- 
kegel  der  Fläche,  und  betrachten  wir  den  Scheitel  S  (Fig.  209, 
Taf.  XXIX)  desselben  als  Spitze  eines  Rotationskegels,    dessen  Ober- ^ 


wurden,  sow: 
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fläche  in  allen  Punkten  die  constante  Intensität  5'0  der  zehn- 
stufigen  Scala  besitze, 

Irgeud  eine  BerühruDgsebene  an  diesen  Kegel  wird  den  ßich- 
tungakegel  nach  awei  Erzeugenden  schneiden,  von  weichen 
jeder  derselben  in  der  gegebenen  Fläche  wieder  je  zwei,  im 
ganzen    also    vier  Erzeugende    entsprechen. 

Diese  vier  Erzeugenden ,  welche  paarweise  verschiedenen 
Systemen  augehören,  gehen,  abgesehen  von  den  unendlich  fernen 
Punkten,  je  awei  Schnittpunkte,  welche  als  Berührungspunkte  jener 
Tangentialebenen  betrachtet  werden  können,  die  ku  der  entsprechenden 
Berührebene  an  den  Hilfskegel  parallel  sind,  welche  also  «nmittelhar 
zwei  Punkte  von  der  verlangten  Intensität  bestimmen. 

Uai  die  Tangentialebene  an  den  Hilfsitegel  (Fig.  209. 
Taf.  XXIX)  mögliebst  einfach  und  ohne  Curvenzelchnung  festzu- 
stelleD,  denke  man  sich  den  besagten  Kegel  durch  eine  zur  Achse  ((,  V) 
desselben  senkrechte  Ebene  S,Sh  geschnitten  und  die  Schnittlinie  iim 
die  Horizontaltrace  in  die  Horizou talebene  nach  k„  umgelegt.  Die 
Bestimmungsweiae  von  it,,  stimmt  mit  jener  von  (/;,, /Cj, /i^j. . .)  in 
Fig.  199,  Taf.  XXVIII,  tiberein. 

Denkt  man  sich  weiters  die  Horiaontalspur  des  Hiifs- 
kegels  verzeichnet,  so  ist  klar,  dass  sieh  diese  mit  der  Basis  h  in 
jScS/,  in  centrischer  Coliineation  befinde.  Diese  CoUineation 
bleibt  bekanntlich  auch  nach  der  Umlegung  des  Kreises  h  nach  i;, 
aufrecht  erhalten.  Hierbei  ist  Si,  die  C o  l li aea  t  i o n s a c h  s  e ,  (; 
(Horizontalspur  der  durch  S  pxiallel  au  S^  S  gelegten  Ebene) 
die  Gegenachse  des  ruhenden  System''  und  2,  al&  Coliineations- 
centrum,  d.  i.  der  um  die  Gegenachbe  uuh  2  umgelegte  Punkt  8. 

In  dieser  Coliineation  entspiicht  iigend  einei  Tangente  an  \ 
eine  Tangente  an  die  Horizontalspui  les  Hilfskegelb  Die  letztere 
kann  bereits  als  die  Horizontaltrace  einei  den  Hilfslegel  berührenden 
Ebene  betrachtet  werden,  welche  b  mit  '*chon  d  e  in  ihr  liegenden 
Erzeugenden  des  Bichtung'ikesels  bestimmt 

Mit  Hilfe  der  Coliineation  lu':  den  Tingenten  an  \  können 
wir  also  direct  die  horizontalen  Tnoen  dei  entf]. e echenden  Berüh- 
rungsebenen bestimmen.  So  entspiicht  l eispielsweise  der  Tangente  t^ 
an  hg  die  Horizontaltrace  t,  welche  he  Basi'.  des  Eichtungskegels 
in  1  und  2  schneidet  und  hierdui  h  die|enigen  Lichtungen  {\S' 
and  2Ä')  der  Fläoheneraeugenden  kennzeichnet,  welche  eine 
Berührebene  von  der  verlangten  Intensität  5*0  bestimmen. 

Die  zugehörigen  Flächenerzeugenden  sind  die  Paare 
(11„  l'l',)  und  (22,,  2' 2',)  (Taf.  XXIX,  Fig.  208),  deren  gemeinsamen 
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Punkte  (/,/')  iiüd  (IT,  IT)  zwei  Punkte  der  geBuehteu  Iso- 
photen  5'0  ergehen. 

An  die  Bestimmung  der  Isophotenpunkte  kann  weiters 
anch  die  Bedingung  geknöpft  werden,  dass  diese  in 
einem  bestimmten  Meridiane  au  liegen  haben.  (Unter 
„Meridian"  seien  liier  die  durcli  die  imaginäre  Achse  der  Fläche 
gelegten  Schnitte  verstanden.) 

Wären  heispielsweise  die  Isophotenpunkte  des  Meridians  ü/» 
7U  finden,  so  wird  zu  bertleksichtigea  sein,  dass  die  Horizontaltracen 
aller  Tangentialebenen,  deren  Berührungspunkte  sich  in  diesem  Meri- 
diane belinden,  dem  Durchmesser  ü/^  der  Horizontalcontour  con- 
jugiert,  also  untereinander  parallel  sein  müssen. 

Hiernach  hat  man  an  den  Hilfskegel  (Taf.  XXIX,  Fig.  209) 
eine  solche  Berühriingsebene  zu  legen,  deren  Horizontal- 
trace  die  Richtung  jener  Tangenten  hat,  welche  an  die  Kehl- 
ellipse in  den  Endpunkten  des  Durchmessers  geführt 
werden  können. 

Die  Tangenten  an  h„,  welchen  Horizontaltracen  von  der  genannten 
Eichtung  entsprechen,  müssen  sich  in  einem  Punkte  n  der  Gegen- 
achse  g^  schneiden,  welcher  in  dem  zur  verlangten  Eichtung  paraUelen 
Collineationsstrahle  liegt.  Eine  dieser  Tangenten  ist  durch  h„  reprä- 
sentiert, welcher  die  Horizontaltrace  ^  =  56  entspricht.  Die  Rich- 
tungen der  zugehörigen  Erzeugenden  55"'  und  GS',  entsprechend  in 
die  Fig.  208  übertragen,  liefern  jene  Flächeneraeugenden,  deren 
gemeinsame  Punkte  die  Isophotenpunkte  des  Meridians  Mx  be- 
stimmen. Einer  dieser  Funkte  wurde  in   VIT  angedeudet. 

Analog  wurden  auch  die  Isophotenpunkte  (F,  V  und  VI,  VT) 
(verticale  Contourpunkte)  für  den  Meridian  (CD,  G'D')  etc., 
sowie  auch  jene(!K,m')  und  (m,,  m\)  für  den  Meridian  Mi  construiert. 
Der  letztgenannte  Meridian  wurde  speciell  so  gewählt,  dass  die 
Horizontaltracen  der  zugehörigen  Berührebenen  zur  Lichtstrahlen- 
richtung senkrecht  stehen.  Besagter  Eichtung  entspricht  in  der 
CoUineation  die  Kreistangente  p„  (Taf.  XXIX,  Fig.  209)  und  dieser 
wieder  die  Spurtangente  q  mit  den  Erzeugendenriehtungen  S'3  und 
S'i,  welchen  (nach  Fig.  208)  entsprechend  übertragen  die  vor- 
erwähnten Punkte  {m,m')  und  (m,,m',)  zukommen. 

Die  horizontalen  Contourpunkte  (111,111')  und  {IV,  IV) 
der  Isophote  is  wurden  durch  Zuhilfenahme  des  horizontal- 
projicierenden  Ebenenbüschels,  dessen  Stufenebene  in  I"„ 
(Taf.  XXIX,  Fig.  210)  gefunden  wurde,  construiert. 
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Die  Asymptoten  des  Isophotensystemes  ergeben  sich 
in  der  zu  den  Isophoten  des  Eichtungskegels  parallelen 
Flächen  er  zeugenden. 

In  ganz  ähnlielier  Welse  gestaltet  sich  die  Durchführung  des 
Problems  dann,  wenn  an  die  Stelle  des  windschiefen  Hyperboloides 
das  hyperbolische  Paraboloid  tritt.  Es  treten  in  dem  letzteren 
Falle  an  die  Stelle  des  erwähnten  Riehtungskegels  die  Eichtebenen, 
in  dereü  Schnittlinie  der  Scheitel  des  HilfskegeU  anzu- 
nehmen sein  wird. 

§.  437. 

Eine  andere  Methode  zur  Bestimmung  der  Intensitäts- 
linien Ton  Flächen  zweiten  Grades  wäre  noch  die  mit  Zuhilfe- 
nahme umschriebener  Rotationskegel,  welche  wir  in  aller 
Kilrze  andeuten  wollen. 

Wie  aus  Früherem  bekannt,  lassen  sieh  den  Flächen  zweiter 
Ordnung  im  aHgemeiaen  zwei  Systeme  von  Eotations- 
kegeln  umschreiben. 

Die  Seheitel  der  Kegelfiächeu  liegen  auf  der  Focallinie 
der  Fläche.  Diese  Focallinien  sind ,  wie  wir  wissen ,  Kegel- 
schnitte, welche  in  den  Hauptschnittsebenen  liegen.  Zu  deren 
vollständigen  Bestimmung  'sind  die  Eigenschaften,  dass  sie  mit  dem 
Hauptschnitte,  in  dessen  Ebene  sie  sich  vorfinden,  coufocal  seien, 
und  dass  deren  Seheitel  (reell  oder  imaginär)  mit  den  Brenn- 
punkten {reell  oder  imaginär)  der  beiden  übrigen  Hauptschnitte 
zusammenfallen,  vollkommen  ausreichend. 

Ans  diesen  BedinguDgen  folgt,  dass  immer  bloß  zwei  derselben 
reell  siad,  welche  indes  auch  unter  Umständen  (bei  Eotationsfiächen 
mit  Ausnahme  des  einmanteligen  Hyperboloides)  in  eine 
fterade  und  einen  in  ihr  liegenden  Punkt  (Rotationsachse  und 
Mittelpunkt)  degenerieren  können. 

Behufs  Bestimmung  der  Intensitätslinien  werden  dies- 
falls zunächst  die  Isophoten  einzelner  Kotationskegel  auf- 
gesucht und  deren  Schnitte  mit  den  Berührungskegelacbnitten 
festgestellt.  Nachdem  die  Ebenen  dieser  letzteren  immer  zu  der 
entsprechenden  Focalebene  senkrecht  stehen,  oder,  wenn  die 
Hauptebeneu  der  Fläche  zu  den  Projectionsebenen  parallel  angenommen 
wurden,  projicierende  Ebenen  sind,  so  können  die  Schnitte  der 
Kegelisophoten  mit  den  entsprechenden  Berührangseurven  jeder- 
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Keit  leicht  und  genau  bestimmt  werden.  Der  weitere  Vorgang  ist 
bereits  hinreichend  beliannt, 

Die  BestiDimimg  der  Isophoten  für  Eegelflächen 
gründet  sich,  wie  auch  aus  den  bisherigen  Erörterungen  hervorgeht,  im 
allgemeinen  auf  die  in  den  §§.  435  und  436  entwickelten  Principien. 
Man  betrachtet  nämlich  eine  hinreichende  Anzahl  von  gerad- 
linigen Erzeugenden  derselben  als  Achsen  von  Berührungs- 
ebenenbüscheln, sucht  deren  Stufenebenen  und  bestimmt  die 
Berührungspunkte  der  letateren  mit  Zugrundelegung  des  Satzes,  dass 
jedes  einzelne  Büschel  mit  der  Reihe  der  zugehörigen 
Berührungspunkte  projectivisch  verwandt  ist. 

Diese  Constructionsart  ist  die  allgemeinste  und  für  alle 
Eegelflächen  anwendbar. 

In  besonderen  Fällen  treten  selbstverständlich  Vereinfachungen 
in  der  Durchführung  ein,  die  meist  auf  die  Natur  der  Fläche,  resp. 
auf  die  Eigenthümliehlceiten  und  die  Eigenschaften  derselben  ge- 
gründet sind.  So  wird  beispielsweise ,  wenn  bloß  eine  der 
Isophoten  zu  bestimmen  ist,  das  in  den  Fig.  208  und  209, 
Taf.  5X1X.  dargestellte  Verfahren  als  Eichtschuur  für  andere  Fälle 
dienen  können. 

§.  438. 

1?M.  Aufgabe.  Ein  Kugelconoid,  dessen  Richtebene  als  hori- 
zontale Projeotionsebene  gewählt  wurde,  sowie  die  Liehtstrahlen- 
rieMting  sind  gegeben;  es  ist  die  Isophote  ig  zn  construieren. 

Wir  verzeichnen  zunächst  auch  in  diesem  Falle  an  irgend  einer 
passenden  Stelle  der  Zeichntingsfläche  einen  Eotationskegel  dessen 
Seheitel  (s,  s')  (Taf.  XXX,  Fig.  212},  dessen  Achse  {IJ')  parallel 
2ur  Richtung  des  einfallenden  Lichtstrahles  ist  und  dessen  Oberfläche 
die  constaate  Intensität  \  der  aehnstufigen  Scala  besitzt. 

Die  Basisebene  des  besagten  Kegels  in  B,Ek  angenommen, 
bestimmt  man  (so  wie  in  Fig.  208,  Taf.  XXIX)  die  Basis  desselben, 
deren  Umlegung  um  die  Horizontaltraee  Ei,  nach  /;„  fällt.  Der  letzt- 
genannte Kreis  h„  steht  wieder  mit  der  Horizontalspur  des  Hilfs- 
kegels,  in  Bezug  a«f  Eh  als  Colli  neationsachse,  C  als  Colineations- 
ceutrnm  und  g,  !}n  als  Gegenachsen,  in  centrischer  Collineation, 

Mit  Zugrundelegung  dieser  Hüfsfigur  212)  werden  wir  die 
Berflhrungsebeneu  von  der  verlangten  Intensität  ö'O  be- 
stimmen und  wählen  beispielsweise  die  durch  die  Erzeugende  {ah,  a'V) 
(Taf.  XXX,  Fig.  211)  des  Conoides  gehenden  Tangentialebenen. 
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Für  alle  Ebenen  durch  (ab,a'b')  sind  die  Horizontaltracen  au 
a'b'  parallel;  wir  haben  demnach  (in  Fig.  212,  Taf.  XXX)  jene  Tan- 
genten an  Jc„  zu  suchen,  denen  im  zweiten  Systeme  (Horizontal- 
spur) Gerade  von  der  Richtung  a'h'  entsprechen.  Diese 
Tangenten  an  k^  gehen  bekanntlich  von  einem  Punkte  ^  der  Gegen- 
achse 3o  aus,  welcher  in  dem  zu  a'b'  parallelen  CoUineations- 
strahle  liegt.    Besagte  Tangenten  selbst  sind  durch  t"  und  (",  dar- 


Im  zweiten  Systeme  entspricht  der  Tangente  t"  die  Gerade  c/.  und 
der  Tangente  i",  die  Gerade  e'/,.  Beide  der  genannten  Geraden  e^  und  e'j, 
sind  zu  a'i'  parallel  und  stellen  bereits  die  Horizontaltracen  der 
entsprechenden  Berührungsebenen  an  den  Hilfskegel  dar.  Die 
Verticaltracen  gehen  durch  S,  erscheinen  somit  durch  e„  und  e'„  be- 
stimmt. 

Denkeü  wir  uns  nun  das  Büschel  der  Berührungsebeuen  mit  der 
Achse  ab  (Fig.  211,  Taf.  XXX)  durch  eine  zur  Verticalebene  parallele 
Ebene  Sh  geschnitten,  so  ist  der  Schnitt  ein  Strahlenbüsehel 
mit  dem  Scheitel  in  (ß,  d'),  welches  Büschel  zur  Reibe  der  Berüh- 
rungspunkte gleichfalls  projectivisch  sein  musä. 

Der  Berührungsebene  der  Fläche  im  Punkte  (a,  «')  ent- 
spricht der  Strahl  (d^,6'^')\  dei  Beröhrebene  im  Punkte  (&,  6')  da- 
gegen der  Strahl  {Sß,  d'ß'}  [senkrecht  aum  Kugelradius  (Ob,  O'b')] 
und  dem  unendlich  fernen  Berührungspunkte  entspricht  der  Strahl 
{äa,  S'a')  (parallel  zur  ßichtebene  H). 

Den  Berührungsebenen  von  der  Intensität  5-0  werden 
Strahlen  entsprechen,  welche  zu  den  Verticaltracen  der  vorher  gefun- 
denen Ebenen  Cees  und  e\e't  in  Fig.  212,  Taf.  XXX  parallel  sind. 
In  Fig.  211  ist  bloß  einer  dieser  Strahlen  ö|  (parallel  zu  ße)  &!'- 
gestellt,  da  nur  diesem  Strahle  ein  Berührungspunkt  entsprielit, 
welcher  noch  innerhalb  des  verzeichneten  Flächentheiles  zu  liegen  kömmt. 

Wird  das  Strahlenbüsehel  [d)  durch  eine  Gerade  q  parallel  zu 
ah  geschnitten,  so  ist  die  auf  p  entstehende  Punktreihe  et,  ß,  «t»,  | 
ähnlich  uad  perspeetivisch  mit  der  Reihe  a,b,ü,x.  Das  Ähn- 
lichkeitscentrum ist  e.  Letzteres  mit  |  verbunden,  bestimmt  in 
ab  den  gesuchten  Berührungspunkt  (x,  x'),  weicher  dem  Strahle 
Ä|  entspricht  und  einen  Punkt  der  Isophote  (^  darstellt. 

In  analoger  Weise  können  nunmehr  beliebig  viele  Funkte  der 
bezeichneten  Isophote  gesucht  und  festgestellt  werden.  Bestimmt  man 
die  Isophote  ig  für  die  Lei tku gel,  so  erhält  man  im  Schnitte  {m,m') 
and  («,  W)  derselben  mit  der  Berührungseurve  gleichfalls  Punkte  für 
die  Isophote  der  vorgegebenen  Fläche. 
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Bemerkenswert  ist  hier  üocli,  dass  die  Punkte  {S,  Sf)  und  (S,,  S',) 
allen  Isophoten  der  Fläche  angehören  und  zwar  entweder  im  Zusam- 
menhange mit  den  übrigen  Punkten,  in  welchem  Falle  sie  ku  Rück- 
kehrpuakten  derselben  werden,  oder  aber  als  vereinzelte  Punkte, 
da  jede  durch  S,  S,  gehende  Ebene  als  Berührungsebene  der  Fläche 
angesehen  werdeu  kann. 

Die  Punkte  S  und  ä,  (Torsalspitzon)  zeigen  bezüglich  ihrer 
BerühniagHebeiien  und  in  Bezug  auf  die  Isophoteu  der  Fläche  das 
gleiche  Verhalten  wie  der  Scheitel  eines  Kegels. 

§.  439. 

IM.  Aufgabe.  Ein  senkreelites  Schraubencoiioid,  dessen  Achse 
horizontal-projieierend  ist,  und  die  Lichtstrahlenrichtung:  {l,  /')  sind 
gegeben;  es  sind  die  Intensitätslinien  der  Fläche  imter  Voraussetzung 
fiiner  zehntheiligen  Belenehtungascala  zn  construieren. 

Für  Sebraubenflächen,  einerlei  ob  senkrecht  oder  schief,  kann,  statt 
der  allgemein  für  Regelflächeo  behufs  der  Isophoteabestimmung 
aufgestellten  Methode,  ein  einfacheres,  sehneller  zum  Ziele  führendes 
Verfahren  eingeschlagen  werden,  welches  darauf  beruht,  dass  man  die 
Fläche  als  Enveloppe  einer  Schar  von  Developpablea  be- 
trachtet, welche  dieselbe  in  Schraubenlinien,  also  in  Curven  be- 
rühren, die  als  Schnitte  mit  einer  Schar  coaxialer  Kreiscylin- 
■dor  aufgefaest  werden  können. 

Diese  Developpablen  sind  sämmtlich  abwickelbare  Schrau- 
benflächeu.  deren  Isophoten  leicht  bestimmbar  sind  und  die  in 
ihren  Eerührungsstellen  mit  der  Fläche  sofort  Punkte  für  das  System 
der  Elächeaisophoten  liefern. 

Betrachten  wir  zunächst  die  dem  Conoide  längs  der  Be- 
gronzungssehraubenlinie  umschriebene  Developpable,  so  erhellt, 
dass  diese  eine  abwickelbare  Schraubenfläche  ist,  deren  Eück- 
äjehrcurvc  mit  der  genannten  Schraubenlinie  selbst  zusammenfällt. 

Eine  Erzeugende  der  letatgenannten  Fläche,  beispielsweise  für 
den  Puakt  (p,p')  (Taf.  XXX,  Fig.  213)  ergibt  sieh  in  der  Tangente 
(pc,p'c.')  an  die  Schraubenlinie.  Genau  wird  diese  durch  ihren  hori- 
zontalen Durchstoßpunkt  (k,  «')  bestimmt,  weicher  sich  im  Schnitte 
der  Kreistangente  p'a'  mit  der  über  dem  Anfangspunkte  Ä  verzeich- 
neten Kreisevolvente  (ji' a' =  arc  p' A')  ergibt. 

Durch  diese  Erzeugende  ist  bereits  der  ßichtungskegel  der 
Developpablen  bestimmt.  Die  Isophoten  desselben  sind  nun 
einfach  (auf  Grund  des  im  §.  432  Besprochenen}  zu  construieren. 
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Wir  nehmen  eine  Hilfskugel  Jf  (Taf.  XXX,  Fig.  214)  an,  denken 
dieser  Kugel  den  Riehfcnngskegel  (S,bc)  umschnebeii,  und  sneben  den 
Schnitt  der  Kugelisophotenebenea  mit  dem  Berdhrungskreise  he. 

Führt  man  zu  den  hiedurch  bestimmten  Isophoten  des  Kiehtungs- 
kegels  parallele  Tangenten  an  den  Graadkreis  Ä' B',  so  bestimmen 
diese  die  Developpablen-Erzeugenden ,  weiche  in  ihren  Berührungs- 
punkten mit  der  Begrenzungsschraubenlinie  (Taf.  XXX,  Fig.  213)- 
Punkte  der  Flächenisophoteu  liefern. 

Die  durch  die  besagten  Punkte  2',  3',  4'. .  .7'  auf  dem  Kreise 
A'...S'  erzeugte  Theilung  erscheint  in  Bezug  auf  die  Theilung  des 
Kreises  h'...c'  (Taf  XXX,  Fig.  214)  um  90"  ?erwendet.  Wir 
■würden  hiernach  die  laophotenpunkte  auf  dem  Grundkreise 
A' . .  .  B'  auch  direct  erhalten  haben,  wenn  wir  auf  der  zu  l' 
(Fig.  213)  Senkrechten  O'n'  die  Scala  pa  (aus  Fig.  214)  im  entspre- 
chenden Maßstabe  von  0'  aus  zu  beiden  Seiten  aufgetragen  und  die 
Theilpunkte  in  den  Grundkreis  projiciert  hätten. 

Um  ein  weiteie»  Punkt'y&tem  der  Schraubenisophoten 
zu  erhalten,  denkt  man  =iich  die  Fliehe  durch  einen  zweiten  Kreis- 
cylinder  A  geschnitten  dessen  Kadm^  etwa  halb  so  grofs  als  der  Radius 
des  Begi^enzungscylinders  sein  mig  Dipeser  schneidet  die  vorgegebene 
Fläche  selbstverständlich  wieder  in  einer  'Schraubenlinie,  deren  Vertical- 
projection  in  Fig.  213,  Taf.  XXX  angedeutet  erseheint. 

Eine  zur  Verticalebene  parallele  Tangente  der  besagten  Schrauben- 
linie ist  {pß,p'ß'),  wobei  diesfalls,  infolge  der  getroffenen  Annahme, 
Oß  =  iOa  ist. 

Durch  diese  Tangente  ist  auch  der  Kiehtungskegel  der  Üevelop- 
pablen  bestimmt,  welcher  der  Kugel  K  (Fig.  214)  umschrieben,  diese 
in  dem  Kreise  ad  berührt.   Hierbei  ist  s«  offenbar  parallel  zu  pß. 

Dia  dem  genannten  Berührvingskreise  a ... i?  entsprechende 
Sealenlänge  ist  mm,  welche,  den  vorausgeschickten  Bemerkungen 
zufolge,  in  entsprechendem  Verhältnisse  auf  eine  au  l' 
(Fig.  213)  Senkrechte  mto  übertragen  und  in  zehn  gleiche  Theile 
getbeilt,  auf  den  obbezeichneten  Kreis  h  proj'ieiert  wurde. 

Selbstverständlich  ist  darauf  zu  achten,  dass  die  aus  den  Punkten 
0)  und  m  (Fig.  213)  gezogenen  Strahlen  in  Bezug  auf  die  Kreis- 
peripherie S  ähnlich  gelegen  sind,  wie  die  Geraden  0^  (Fig.  214) 
und  die  hiezu  Parallele  aus  m  in  Bezug  auf  die  Peripherie  des  Kreises 
a'  .  .  .  ä',  oder  mit  anderen  Worten,  es  werden  bei  dieser  Übertragung' 
■die  Punkte  m  und  ro  so  angeordnet  sein  müssen,  dasa  die  aus  ihnen 
gezogenen  Projeetionsstrahlen  den  Kreis  k  in  ähnliehe  Segmente  derart 
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tlieilen,  wie  die  in  Fig.  214  aus  m  und  o  seultrecht  zu  V  geffihrteii 
Geraden  den  Kreis  a'  . .  .  ä'. 

Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Ereistheilpankte  geben  ein 
weiteres  Punktsystem  der  Isophoten,  dessen  Vevticalprojeetion 
(Taf.  XXX,  T\g.  213)  in  die  entsprechende,  daselbst  verzeichnete 
Schraubenlinie  fällt. 

Durch  analogen  Vorgang  können  beliebig  viele  Punktsysteme  für 
die  Isophoten  construiert  werden. 

Wird  der  Eadius  des  Hilfaeylinders  gleich  Null,  so  ergibt  sieh 
die  der  Eläehe  längs  ihrer  Achse  umaehriebeno  Developpable,  welche 
in  ein  Büschel  horizontal-projicierender  Ebenen  übergeht. 
Die  Horizontaltracen  der  diesbezüglichen  Stnfenebenen  liefern  in  hori- 
zontaler Projection  die  Isophotentangeaten  in  0'. 

Auch  in  verticaler  Projection  ergeben  sich  mit  derselben  Leich- 
tigkeit die  zugehörigen  Isophotentangeiiten,  wenn  berücksichtigt  wird, 
dass  die  Achse  und  die  durch  den  betreifenden  Isophotenpuukt 
gehende  Erzeugende  Inflexionstangen ten  der  Fläche  sind. 

Die  hellsten  Punkte  derPiiiehe  sind  die  Berührungspunkte 
der  zur  Lichtstrahlenriehtung   senkrechten    Tangentialebenen. 

Derlei  Ebenen  gehen  durch  die  zur  Llchtstrahlenriehtung 
senkrechten  Erzeugenden  n'  (Fig.  213).  Der  zugehörige  Berühr- 
punkt liegt  in  einem  Kreise  K,  dessen  Radius  zum  Radius  des  Kreises 
A...B  in  dem  nämlichen  Verhältnisse  steht  wie  die  Tan- 
genten der  Neigungswinkel  der  Schraubenachse  mit  der  auf  die  Licht- 
strabJenrichtung  senkrechten  Ebene  zur  Tangente  des  Neigungs- 
winkels der  Schraubenachse  gegen  die  Berührungsebene  in  AA\ 
resp.  BB'. 

Aus  der  Construction  geht  hervor,  dass  die  Isophoten  in  hori- 
zontaler Projection  in  Bezug  auf  die  zu  V  senkrechte  Gerade  n'  syra- 
metriseh  liegen. 

Bomorkung.  Auch  die  analytische  Untersuchung  ertheilt  den  dies- 
falls erforderlichen  Anfaohluss.    Die  Gleichung  der  YOrliegenrten  Flache  ist: 


Ferner  ist  die  Isöphotengleiebung   (§.  435)  für  eine  durch  die  Eichtuii 
«,  ß  und  y  repräsentierte  Lichtstrahlen  rieht  im  g: 
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iit ,  wird ; 

Y(x'  +  j/')  (c*  +  j.'  +  n 

wcluhiti-  Ausdruck  1  leits  die  Gleichung  der  Hoiizoiitali  i  1  ctiouen  der 
Inteusitätslijiieii  icprasentiert  Der  voiotehcndeu  Ijleiohuaf,  jst  sofort  au 
entnehmen,  dass  die  besagten  Ititensitatelinien  Curven  vieitei  Ordnung 
seien,  dass  sie  im  allgeraeiien  den  Punkt  W  entlialten  und  dass  su  iii  Benug 
auf  eine  durch  diesen  Punkt  gehend    Geride  \  n    lei  Picht  in^f,    ustaute ^ 

symmetriBch  sind  Bezeichnete  (jeradt  ist  zui  Hui  z  ntaliioi  et  n  ler  Liuht- 
strahlonrichtung  senkiecht 

Pär  k  =  0  eight  a)  h  die  tile    hung- 

y  {^^  +  !/')  —  c  (ß?/  +  ßx)  =  i) 

der  ScHistschattengrenae. 

Seih  stv  erstand  lieh  ist  die  letzterhaJtene  Gleichung  die  eines  durch  den  ü  r- 
sprung  des  Coordinateiisystemes  gehenden  Kreises. 

Bezugnehmead  auf  die  Coßstruetioii  der  Intensitätaliuien 
für  die  scharfe  Schraube  sei  bloß  erwähnt,  dass  für  diese  mit 
einigen  unwesentlichen  Änderungen,  betreils  derer  wir  jedoch  auf  früher 
gepflogene  Erörterungen,  sowie  auf  die  vorhergegangene  Construc- 
tiüu  der  Selbstsehatten grenze  dieser  Fläche  verweisen 
iiönnen,  die  soeben  entwickelten  Methoden  als  leitend  angenommen 
werden  können. 

Die  angeführten  Methoden  haben,  abgesehen  von  ihrer  Einfach- 
heit, auch  noch  den  für  beide  Flächengattungen  giltigen  Vorzug, 
dass  sie  infolge  der  aus  ihnen  resultierenden  übersichtlichen  Anord- 
nung der  Punktsysteme  (Kreise,  deren  Radien  beliebig  gewählt  werden 
können)  innerhalb  gegebener  Grenzen  eine  genaue  Zeichnung  der  Iso- 
photen  ermöglichen. 

§.  440. 

127.  Aufgabe.  Eine  Umhiillungsfläche  und  die  Rieitung  des 
einfallenden  Lichtstrailes  sind  gegeben;  ea  sind  die  Inteasitätslinien 
unter  Voraussetzung  einer  zehnstuflgen  Beleuchtungsscala  zu  eon- 
struieren. 

Die  Isophotenbestimmuug  für  ümhüllungs flächen 
hat,  mit  Zugrundelegung  des  Vorhergegangenen,  unmittelbar  die  Er- 
zeugungsweise der  letzteren  zum  Ausgangspunkte, 

In  der  That  haben  wir  auch  bei  den  meisten  der  hier  durch- 
geführten Beispiele  die  behandelten,  resp.  die  der  Betrachtung  unter- 
zogenen Flächen  als  Umhüllungsflächen  einer  zweckmäßig  gewählten 
Schar  von  Eingehüllten  angesehen. 
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Diosü  letKiercu  wurden  stets  so  gewählt,  dass  sich  deren  In- 
tensit  ätslinien  auf  die  möglielist  einfache  Weise  ergaben  und 
dass  die  Schnitte  dieser  mit  der  entsprechenden  Berührungscnrve 
(Charakteristik)  sicher  gekennzeichnet,  ein  Punktesystem  der  Flächen- 
isophoten  lieferten. 

Bei  Umhüllu!igsflä,chen,  welche  direet  als  solche  be- 
zeichnet sind,  werden  wir  den  nämlichen  Weg  einsehlagen. 

Die  einfachsten  der  eingehüllten  Flächen,  welche  die  zweck- 
mäßigste und  bequemste  Benfitaung  gestatten,  sind  in  der  Kegel  jene, 
welche,  gestützt  auf  die  Deflnitiou,  der  Fläche  behufs  ihrer  Erzeuguog 
selbst  zugrunde  gelegt  wurden. 

In  dem  vorstehenden  Probleme,  resp.  Beispiele,  wurde  die  Um- 
hüllungsfläche als  die  Einhüllende  einer  Schar  von 
Kugeln  aufgefasst,  welchen  die  Eigenschaft  zukömmt,  dass  deren 
Mittelpunkte  in  einer  horizontalen  Ebene  he  (Taf.  XXX, 
Fig.  215)  liegen  und  zwei  in  derselben  Ebene  sich  vorfin- 
dende Leitkreise  k  und  k,  von  den  Radien  »■  und  r,  be- 
rühren. 

Ist  K  eine  dieser  Kugeln  und  bezeichnet  man  die  Verbindungs- 
linien ihres  Mittelpunktes  o^  mit  den  Mittelpunkten  der  Leitkreise  7c 
umd  Ji,  mit  p  und  p^  so  ergibt  sich  sofort  die  Relation: 
p    =  (,,  F'  =  ^1'  --  o^h'  =  r  —  ö,6'  und 
Pi  =z  0,  F\=:  F\a' -\-  a'o^  =,  r^  -\-  a'o. 

JJadidem  aber  o,  6'=^ö,  a',  so  erhält  man  durch  Addition  der 
beiden  vorstehenden  Gleichungen ; 

p  +  p,  ^  r  4-  »"i  ^  coiist. 
Der  Ort   der  Mittelpunkte   der   eingehüllten  Kugeln 
ist  also  eine  Ellipse,    deren    Brennpunkte  die  Mittelpunkte 
der   Leitk reise    und    deren    große  Achse    die    Summe    ihrer 
Radien  ist. 

Da  a'  und  b'  die  Berührstellen  der  Kugel  mit  den  Leitkreisen 
sind,  so  ist  die  Verbinduugsgerade  «'&'  die  Horizontalprojectiou 
der  Charakteristik.  Verlängern  wir  a'b'  bis  zum  Schnitte  ß  mit 
der  Verbindungslinie  £  der  Mittelpunkte  F'  und  F,,  und  fällen  wir 
hierauf  aus  F'F\  die  Senkrechten  Jf'^  m  undF']!.,  so  findet  man  aus 
der  Ähnlichkeit  der  so  erhaltenen  Dreiecke  F'nh'  und  F\ma',  dass: 
F'n  _  F'.m 
F'b'  ^  F\a- 
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lind  ferner  ans  der  Ähnlielikeifc  der  Dreiecke  F'iiSl  und  F\t 

F'£l  _  F',  £1 

F'n  ~  F\m' 
null  daher  durch  Multiplifiation  dieser  Gleichungen: 

F'£l  __  F',  il 

F'b-  ~  F\  a- 


oder: 


W~Q  =  ~  =  Const. 


Hiernach  gehen  die  Horinontaltracen  aller  Charakteristiken 
durch  den  festen  Punkt  £1. 

Die  eben  angestellte  Untersuchung  und  die  er7.ielten  ReEultato 
gestatten  eine  höchst  einfache  Construetion  eingehüllter  Kugeln 
und  ihrer  Charakteristiken. 

Der  Flächenumriss  fällt  in  der  Horizontalprojeotion  mit  den 
beiden  Leitkreisen  h  und  h,  zusammen;  der  Vorticalumriss  aber 
ist  die  Enveloppe  aller  Kreise,  welche  die  Verticalcontouren 
der  eingehüllten  Kageln  darsteilen. 

Für  jeden  dieser  Kreise  kann  man  die  Berührungspunkte 
der  Enveloppe  direct  bestimmen;  es  sind  dies  nämlich  jene  Punkte,, 
in  welchen  die  Charakteristik  den  zwr  Verticalebene  parallelen 
größten  Kreis  schneidet. 

So  entspricht  beispielsweise  der  Kugel  K  im  Schnitte  S  der 
Charakteristik  mit  dem  zur  Verticalebene  parallelen  größten  Kreise 
die  Vertiealprojeetion  k  und  ß  zweier  TT mrisspunkto.  In  analoger 
Weise  können  beliebig  viele  Punkte  des  Umrisses  gefunden  und  daher 
die  Verticalcontour  mit  möglichster  Genauigkeit  bestimmt  werden. 

In  der  vorliegenden  Darstellung  (Taf.  XXX,  Fig.  215)  treten  in 
der  verticalen  Projeetion  zwei  Ruekkehrpunkte  Jt  nnd  Ä,  auf. 

Betreffs  der  Isophotenbestimmnng  wird  man  im  vor- 
stehenden Falle  eine  hiureiohende  Anzahl  eingehüllter  Kugeln 
annehmen,  die  Schnitte  ihrer  Intensitätskreise  mit  den  ent- 
sprechenden Charakteristiken  bestimmen,  und  sonach  in  dem 
sich  ergebenden  Punktsysteme  die  Fliicheninten- 
s  i  t  ä  t  e  n    dargestellt   erhalten. 

Für  den  vorliegenden  Fall  wurde  behufs  Erreichung  des  ange- 
strebten Zweckes  die  eiagehilllte  Kugel  K,  (Taf.  XXX,  Fig.  216) 
heraus  gezeichnet  und  die  Isophotenebenen  derselben  für  die 
entsprechende    Lichtstrahlenrichtung    construiert.     Weitere 
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wurden  die  Scliiiitte  der  besagten  Kbenen  mit  der  K  ugelchara  k- 
t  e  r  i  s  t  i  k ,  deren  Horizontalprojectiou  hu  und  deren  ümlegung  in  die 
HoriKontalebene  h^  ist,  aufgesucht. 

Zu  letzterem  Zwecke  ist  die  Sclinittlinienriclitung 
der  untereinander  parallelen  Isophotenebeneti  mit  der  Charakteristik 
(in  Fig.  216a),  in  der  Projeetion  sowohl  als  auch  in  der  ITmlegung 
bestimmt  worden. 

Führt  man  dnrcb  die  Schnittpunkte  der  Isophotenspuren 
e\  und  e'"*  (Taf.  XXX,  Fig.  216)  mit  der  Traee  h  die  Parallelen 
HU  der  eben  gefundenen  Geraden  ©„,  so  geben  diese  in  h„'d\ß  umgelegten 
Isophotenpunkte  Iß,  2,,,  3g  ...  ,  welche  nach  ^a  projiciert  in  1',  2', 
3' .  .  .  10'  die  verlangten  Punktein  der  Horizontalprojectiou  bestimmen, 
und  nunmehr  direct  in  die  Fig.  115)  übertragen  werden  können. 

Die  zugehörigen  Verticalprojectionen  erscheinen  durch  die  Ent- 
fernungen der  Punkte  1^,  2„,  3^  .  .  .  von  Ä^  festgestellt. 

Die  Cüutourpunkte  der  Isophoten  für  die  Vertical-  und 
Horizontalprojectiou  ergeben  sich  mit  Zugrundelegung  der  allgemein 
für  alle  Flächen  geltenden  Constructionen,  indem  mau  die  Stufenebenen 
des  entsprechenden  projiciereudeu  Ebenenbüsehels  ermittelt, 
an  die  betreffende  Coiitour  die  Tangenten  parallel  zu  den  Traeen 
derselben  führt  und  deren  Berührungspunkte  bestimmt. 


y  Google 


y  Google 


Quellen-  niul  Literatur -Verzeiciiiiis. 


d  1)  B    !   1   l     1        11  p    j    t       h      II           1            d    h  t 

Fl    b           gl     1     m      d     Abh     11     g     S    i  0     b  d          d   D  bl 

M  th  m  t     1  J         1       1  8   I        4  b    Im        P      11        A     lyt    li    G    m  t 

des  Ra,            U  B     l         A  tl  p  g   359     St      m     Üb     F  ^     kt 

FJflci        Nml           dNmlb  Mtl         AI        BdVIpg24 

nd  C  j  1  y     O     b     11      th    m  l  w       f                PI  1     ph   T       act   n 

18G3    pag  453     f  n        0    B    pp  Üb     d     Abb          k  t  d       h      Uv 

!fl  1              d      Oh      kt         d          L  tc 


d      1   L 

t<,       n 

gt 

M  th 

A      1 

E     1 

G  bld 

1  S)  Em  1 
Dbes    d 

W  3 
d 

t      d      ä     1   h     E  dt 

l       dttOd      gL^gSO 
d  3)   4)     )       16)       gl     h  li    pt     hl  h  d  gf  It  g    B  1     d 

IngdbtffdmdhfFIl  DTC  Ttd 

g6  mitn    des     pt 

B    ügl  !    d      N        !    fl    h        1      Fl    !  t      C     i        nd 

wah  EktjSt         bhtdW  kAkdmdW  h 

LUV  B    d   II    Abth      &  1        b  h      C      11    h  tt  d      W  1  af t        S  VI 

BdllP       Ik       N        ifll        &t      gl       Itl       k-ullkdl 
Wissensdiaften  in  Wien. 

ad  7)  Bezöglioh  der  &i.hiaub£ulmi  n  und  lei  Sohriuheuflachen  siehe: 
Fiedler,  Darstellende  Geometiie  und  D  Li  ijonmäiie  TMito  dt  geometrie 
deseriptiye. 

ad  8)  Siehe:  Burmester,  Theorie  und  Darstellung  der  Beleuchtung  ge- 
setamäßig  gestalteter  Flächen;  Eieß,  Schattiernngskunde ;  Tilscher,  Belench- 
tnngBconstmctioneD ;  Helmholtz,  Physiologische  üptit. 
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Darstellende  und  projective  Geometrie 
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